6. Ubung zur Analysis IIT WS 2001-2002

Die folgenden Aufgaben sind mit Arbeitsanleitungen versehen, deren Behauptungen
auch zu beweisen sind. Pro Aufgabe gibt’s 6 Punkte (wegen Nikolaus).

24. Aufgabe (6 Punkte): Es sei (V, (-, )) ein euklidischer Raum mit der euklidischen
Norm || - ||2. Es sei Q C V offen, Q kompakt und f € C*(Q,V)NC(Q, V). Fiir alle z € Q
sei f(x) # 0 und f'(x) invertierbar.

Man zeige: Es gibt Punkte y und 2z auf dem Rand 02 von €2, so daf3

IF@)ll2 < [If(@)ll2 < [f(2)[l2 fiir z € 2.

Hinweis: Man untersuche die kritischen Punkte von

p:x— (f(x), f(x)) firazeQ.

25. Aufgabe (6 Punkte): Es seien (2 C R offen, ||-|| eine Norm auf R™, g € C*(Q, R"),
a € Q und ¢'(a) invertierbar. Man zeige: g(a) ist ein innerer Punkt von ¢(2).

Hinweis: Es gibt eine Umgebung U(a,e) C €2, so daf3

g | U(a,e) injektivund ¢'(x) invertierbar fiir x € U(a,¢).

Man nehme an, dafl g(a) kein innerer Punkt von g(2) ist. Dann gibt es eine Folge (yx )
im Komplement von ¢(£2) mit y,, — g(a). Man wende nun Aufgabe 24 auf die Funktionen

fr:x—g(z) —y, furz e Ula,e)
an und erzeuge einen Widerspruch zur Injektivitédt von g.

26. Aufgabe (6 Punkte): (Man zeige die folgenden Teilaussagen des Satzes iiber im-
plizite Funktionen mit einem Widerspruchsbeweis. Bezeichnungen: (z,y) € R? x R™,
y=(n,-..,m), || - || eine Norm auf R? bzw. R™.)

Es seien Q C RY x R" offen, f = (f1..., f,) € CY(Q,R") und (a,b) € Q mit

af,
ony,

fla,b) =0 und D,f(a,b) = [ (a,b)} invertierbar.

Man zeige: Es gibt 6 und € mit 0 < § < ¢, so daf folgendes gilt:

1. Es ist U(a,e) x U(b,e) C Q und zu jedem z € Uf(a,e) gibt es hochstens ein
y € U(b,e) mit f(z,y) = 0.




2. Zu jedem x € U(a,0) gibt es mindestens ein y € U(b, &) mit f(x,y) = 0.

Hinweise: Wie in Aufgabe 23 zeige man zunéchst:
Es gibt ein € > 0, so daB U(a,e) x U(b,e) C 2 und

det {%(xayu)] #0 firz € Ula,e) und yi,...,y, € U(be).
i

Hieraus folgt nun die Behauptung 1.

Die Aussage 2 zeige man wie in Aufgabe 25 mit einem Widerspruchsbeweis. Es sei € > 0
so gewahlt, dafl Aussage 1 gilt. Man nehme an, es gebe kein 0 < § < ¢, so daf§ Aussage
2 gilt. Dann gibt es eine Folge (zy); in U(a,¢), so daB z;, — a und f(xg,y) # 0 fir
y € U(b,e). Man wende nun Aufgabe 24 auf die Funktionen

fe iy flary) firyeUbe)

an und erzeuge einen Widerspruch.

Abgabetermin: Donnerstag, 13.12.01, Briefkasten im Geb. 27.2 bis 12.45 Uhr.



