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1.1 Sesquilinearformen

1 Hilbertriaume

1.1 Sesquilinearformen

Bezeichnung. (Kérper K) Im folgenden bezeichne K wahlwei-
se den Korper der reellen Zahlen R oder der komplexen Zahlen C.
Der interessantere Fall ist zumeist K = C, aber wir wollen den re-
ellen Fall nicht unnétig ausschlieBen. Wir verwenden die Bezeich-
nung K in Aussagen, die in beiden Fillen gelten und schreiben die
Formeln dann so, wie sie im Komplexen lauten.

Dabei tritt hiufig zu einer komplexen Zahl A die konjugiert
komplexe Zahl X und der Realteil Re A auf. Dies ist im Fall K = R
so zu lesen, daB einfach A = X = Re )\ ist.

Dagegen beziehen sich Formeln, in denen die imagindre Einheit
3 und der Imaginérteil Im A vorkommen, immer auf den komplexen
Fall K = C.

1.1.1 Bez. (konjugiert lineare Funktionale)
Ein Funktionalp : V' — K auf einem K-Vektorraum V
heifit konjugiert linear, wenn

oAz +y) = p(x) +o(y) fir\eK, z,yecV

gilt. Das Funktional 3 :  — ¢(x) ist dann linear.
Im komplexen Fall miissen wir lineare und konjugiert
lineare Funktionale unterscheiden, denn hier gilt

p=p < =0

Im Fall K = R gibt es die Unterscheidung zwischen li-
nearen und konjugiert linearen Funktionalenl eigentlich
nicht, da hier ¢ = P ist. Sie entsteht nur dadurch, dafl
wir i.allg. die Aussagen fiir den reellen und komplexen
Fall in einem Satz zusammenfassen.

Bezeichnung. (Funktionale und Formen) 1. Eine Abbil-
dung ¢ von einem K-Vektorraum V in den Koérper K nennt man
gern ein Funktional. Man kénnte ¢ genauso gut eine Funktion
nennen, aber in den Anwendungen ist V' héufig ein Vektorraum
von Funktionen, z. Bsp. V = C([01],K). Dann ist die Bezeichnung
Funktional hilfreich, um ¢ sprachlich von den Funktionen f € V
zu unterscheiden.

2. Funktionale auf einem Vektorraum, die besondere algebrai-
schen Bedingungen erfiillen heifilen hidufig Formen. Gebriauchlich
sind die Bezeichnungen Linearform = lineares Funktional, Biline-
arform, Sesquilinearform, quadratische Form, Multilinearform.

1.1.2 Def. (Sesquilinearform)
Es seien V, W K-Vektorrdume.

(i) Eine Sesquilinearformist ein Funktional b:V x
W — K, das linear in der ersten Variablen und konju-
giert linear in der zweiten Variablen ist:

b(Az +y,2) = Ab(z, 2) + b(y, 2)
bz, Az + ) = Nb(z, ) + bz, ).
Im Fall K = R heifit b eine Bilinearform.

(ii) Zu einer Sesquilinearform b definiert man die ad-
Jjungierte Sesquilinearform b* durch

b (2, y) == b(y, ).

(iii) Im Falle V.= W heifit eine Bilinearform b her-
mitesch oder auch selbstadjungiert, wenn b = b* ist. D.
h., es gilt

b(l‘, y) = b(y7 Z‘)
Im Fall K = R sagt man hierfiir symmetrische Biline-
arform.
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1.1.1 Polarisationsformel

Anmerkung. (quadratische Form) Wir betrachten im fol-
genden immer Sesquilinearformen b: V x V — K auf einem Vek-
torraum V.

1. Fiir eine eine Sesquilinearform b nennt man das Funktional
V oz bz, z)
die zugehérige quadratische Form. Zur Abkiirzung schreiben
wir b(z) := b(z, x).

2. Fiir die quadratische Form gilt die Parallelogrammidentitét.
Fiir ein Parallelogramm in der Ebene mit den Kantenvektoren
z und y sind z + y und = — y die Diagonalvektoren. Die Par-
allelogrammidentitit besagt, dafl die Summe der Quadrate der

Diagonalen gleich der Summe der Quadrate der vier Seiten des
Parallelogramms ist.

Anmerkung. (Re und Im von Sesquilinearformen) 1. Ei-
nen komplexen Vektorraum V kann man auch als reellen Vektor-
raum Vg betrachten. Fiir eine Sesquilinearform b auf V sind Re b
und Im b Bilinearformen auf Vi. Es gilt:

b hermitesch < Reb symmetrisch und Imb schiefsymm.

2. Entsprechend der bekannten Formel fiir (a + b)? gelten fiir
eine hermitesche Sesquilinearform b die Formeln
b(z £ ) = b(z) £ 2Reb(z, y) + b(y)
b(x £ iy) = b(x) £ 2Imb(z, y) + b(y)

1.1.3 Festst. (Parallelogrammidentitit)
Fiir eine Sesquilinearform b auf einem K-Vektorraum V
gilt:

b(x+y)+blx —y) =20(x) +2b(y) fiirz,yeV.

Anmerkung. (Polarisationsformeln) 1.Im Fall K = C
kann man eine Sesquilinearform durch die Polarisationsformel
1.1.4(i) aus ihrer quadratischen Form zuriickgewinnen.

2. Im Fall K = R gibt es nur fiir symmetrische Bilinearformen
eine eindeutige Beziehung 1.1.4(ii) zwischen der Bilinearform und
iher quadratischen Form. Der Grund hierfiir ist, daf§ es im Reellen
auch schiefsymmetrische Bilinearformen b # 0. Fiir diese gilt

b(xv y) = _b(y7 CE)

Jede Bilinearform kann man auf eindeutige Weise als Summe einer
symmetrischen und einer schiefsymmetrischen Bilinearform schrei-
ben:

b(SC, y) = %(b(xvy) + b(y7 I)) + %(b(xr y) - b(y,x))

Der erste Summand ist der symmetrische und der zweite Sum-
mand ist der schiefsymmetrische Anteil. Aus 1.1.4(ii) folgt, da$l
eine Bilinearformen genau dann schiefsymmetrisch ist, wenn ihre
quadratische Form verschwindet.

1.1.4 Festst. (Polarisationsformel)
(i) Fiir eine Sesquilinearform b auf einem komplexen
Vektorraum gilt:

3
1 v v
b, y) = 5 Db+ i),
v=0

(ii) Fiir eine hermitesche Sesquilinearform gilt

Reb(z,y) = §(b(z +y) — b(z — y)).

Beweis. (i) Im Fall K = C ist die Polarisationsformel
1.1.4(i) der Spezialfall n = 4 der folgenden Polarisations-
formeln 1.1.5(i).
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(i) b(z +y) — bz —

:( )+2Reb(z,y) +b(y)) —
(b(x)fQRebxy (y)) =4

Reb(z,y).

1.1.5 Bem. (komplexe Polarisationsformeln)
(i) Fiir eine Sesquilinearform b auf einem komplexen Vektor-
raum und n = 3,4, ... gilt:

b(z,y) Z Cublz + Chy)-

wobi ¢, = ei%r die n-te Einheitswurzel ist.
(ii)
2T .
b(z,y) = — / bz + efy) do
Jo

o [ Mo
[¢l=1

Beweis. (i) Da fiir die n-te Einheitswurzeln
Z ¢kv = =0 firkeN
—1
v=0
ist, folgt
1 n—1
— > b+ Cry)
n
v=0

+¢2b(y, ) + ¢4b(y))

—Z ¢nb(

= b(z, y)'

(ii) Analog folgt die Integralform der Polarisationsformel.

)+ b(z,y) +

1.1.6 Folg. (Charakterisierung: hermitesch)

Auf einem C-Vektorraum V gilt: Eine Sesquilinearform
ist genau dann hermitesch, wenn ihre quadratische Form
reelwertig ist.

b hermitesch < b(z) € R fiirallex eV

1.1.2 Schwarzsche Ungleichung

1.1.7 Def. (semidefinit, inneres Produkt)
(i) Eine hermitesche' Sesquilinearform b heifit posi-
tiv semidefinit, wenn

b(z,x) >0 firallexeV.
bzw. positiv definit, wenn

b(z,x) >0 firale0#x€V.

(ii) Ein inneres Produkt ist eine positiv definite
Sesquilinearform.

Anderere Bezeichnungen fiir inneres Produkt sind
Skalarprodukt oder Innenprodukt. Ein Vektorraum mit
einem festgelegten inneren Produkt heif}t ein Innenpro-
duktraum oder ein Préhilbertraum. Innere Produkte
werden vorzugsweise mit (x,y) bezeichnet.

1Man beachte hierzu die folgende Anmerkung
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1 HILBERTRAUME

Anmerkung. (zur Def. von semidefiniten Formen) 1.
Im Fall K = C kann man auf die Forderung, da positiv semi-
definite Sesquilinearformen hermitesch sind, verzichten (siehe
Korollar 1.1.6) Es gilt also

b pos. semidefinit < b(z,xz) >0 firallez e V.

2. Im Fall K = R ist die Forderung, daf} positiv semidefinite Bi-
linearformen symmetrisch sind, unverzichtbar (da es auch schief-
symmetrische Formen gibt).

1.1.8 Lemma
Fiir 0 < a,b gilt
1
: 2 2 2y
éllft(t a” + 7t2b ) = 2ab.

Fiir 0 < a,b wird das Minmum bei tyi, = g angenommen,

anderenfalls ist das Infimum der Grenzwert in oo bzw. 0.

1.1.9 Festst. (Schwarzsche Ungleichung)
Esseib:V xV — K eine positiv semidefinite Sesquili-
nearform auf einem K-Vektorraum V.

(i) Es gilt die Schwarzsche Ungleichung

b(z,y)| < Vb(z, )by, y) firz,yeV.

(ii) Das Funktional p(x) := \/b(x,x) ist eine Halb-
norm (siehe Definition B.1.1) auf V. Die Dreiecksun-
gleichung fiir p nennt man auch die Minkowskische
Ungleichung:

Vo(z +y) < V/b(z)

+Vb(y) firx,yeV.

Beweis. (i) FirO <t und z,y € V gilt

1
0 <b(te — ¥y)

= t°b(x) — 2Reb(z,y) + tizb(y)

Nach Lemma 1.1.8 ist also

Vb(z, 2)V/b(y, ).

Ersetzt man in dieser Ungleichung y durch sgn(b(z, y)y, so
folgt die Behauptung?.

(ii) Offensichtlich gilt p(Az) = |Az| fir A € K. Aus
der Schwarzschen Ungleichung (i) folgt die Dreiecksunglei-
chung:

Reb(z,y) <

(p(z) + p(y))>.

Anmerkung. 1. Wir haben in dem obigen Beweis die Min-
kowskische Ungleichung aus der Schwarzschen Ungleichung gefol-
gert. Durch Quadrieren folgt aus der Minkowskischen Ungleichung
wieder die Schwarzsche Ungleichung.

p(z +y)* = b(x) + 2Reb(x,y) + b(y) <

2. Bei der Konstruktion von Hilbertrdumen benutzt man meist
die Richtung, daff man zunéchst die Minkowskische Ungleichung
zeigt. Man vgl. dazu die Konstruktion 1.2.9 des Hilbertraumes {2,
die die typische Vorgehensweise zeigt.

1.1.10 Folg. (Norm, Gleicheit in Schwarz. Ungl.)
(i) Fiir ein inneres Produkt (-,-) auf V ist
Vorr|z| = (z,x)

eine Norm auf'V.

NN fiir A # 0,

?Das Signum definiert man als sgn \ := { 0 fiir A = 0
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1.2 Geometrie des Hilbertraumes

(ii) In der Schwarzschen Ungleichung

(@)l < llllllyll fir z,y € V

gilt das Gleichheitszeichen genau dann, wenn x und y
linear abhéngig sind.

Beweis.
(i).

(i) Ohne Einschriankung seien z,y # 0. In dem Beweis
der Schwarzschen Ungleichung 1.1.9 gilt das Gleichheits-

(i) Siehe Minkowskische Ungleichung 1.1.9

zeichen genau dann, wenn fir ¢, 1= % (vgl. Lemma
1.1.8)
2
0= ||tminx - - Sgn(<x7y>) : y”
min
ist.

1.1.11 Bem. (Nullraum pos. semidef. Sesquilin.)
Esseib: V xV — K eine positiv semidefinte Sesquiline-

arform auf dem K-Vektorraum V und p : X — /b(z, x)

die zugehérige Halbnorm.

(i) Der Kern von p:
Kern(p) :={x € V | b(z,z) = 0}

ist ein linearer Teilraum von V.

(ii) Wir bezeichnen die Nebenklassen von Kern(p) mit
[x] := = + Kern(p). Auf dem Quotientenraum X :=
V/Kern(p) erhélt man ein inneres Produkt durch die
Vorschrift

([z], [y]) := b(x, y)

firx,y e V.

Beweis. Nach Feststellung 1.1.9(ii) gilt fir p : z —
v/b(z, x) die Minkowskische Ungleichung. Somit ist

Kern(p) ={z € V | p(z) =0}

ein linearer Teilraum von V. Aus der Schwarzschen Unglei-
chung folgt fiir 21 € [z], y1 € [y]:

|b(3’],y) - b(xla y1)|

= b(z —z1,y) + b(x,y —y1) — b(z — 1,y — y1))|
<plx —x1)py) + p(@)p(y — y1) + plx —x1)p(y — 1)
= 0.

Folglich ist ([z], [y]) := b(x,y) wohldefiniert. Das Funk-
tional (-,-) ist offensichtlich sesquilinear, hermitesch und
positiv definit.
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1.2 Geometrie des Hilbertraumes

Anmerkung. Vektorrdume mit einem ausgezeichneten inneren
Produkt heilen Prdhilbertrdume. Die Prahilbertraume bilden eine
Vorstufe zu den Hilbertraumen.

Man untersucht z. B., wie sich andere Sesquilinearformen im Be-
zug auf das innere Produkt verhalten. Um die Formeln augenfélli-
ger zu gestalten, bezeichnet man das fest gewdhlte innere Produkt

mit (x,y) Das Funktional |z|| := /(x,z) heift die Norm des
Prahilbertraumes.

Andere gingige Bezeichnungen fiir das innere Produkt sind (z |
y) und (z | y).

In der Physik und der mathematischen Physik ist eine ge-
ringfiigig abweichende Konvention iiblich: das innere Produkt ist
dort konjugiert linear in der ersten Variablen und linear in der
zweiten Variablen.

Wir werden fiir Préhilbertrdume die Buchstaben X, ) reservie-
ren und Hilbertrdume mit H und K bezeichnen.

1.2.1 Def. (Prahilbertraum)
Es sei X ein K-Vektorraum und (-,-) : X x X — K ein
inneres Produkt auf X.

(i) Das Paar (X, {-,-)) oder kurz X heifit ein Préhil-

bertraum.

1.2.2 Bem. (Norm eines Prihilbertraumes)
Es sei X ein Prahilbertraum.

(i) X ist ein normierter Raum (vg. Anhang, Abschnitt
B) mit der Skalarproduktnorm(vgl. Korollar 1.1.10)

X3z |z =z, z).
(ii) Fiir x, y € X gilt die die Schwarzsche Ungleichung
(z,y) < llzllllyl fir z, y € X.

und die Minkowskische Ungleichung
Viz+y.o+y) < Viza) +V{yy)

1.2.3 Bem. (Stetigkeit des inneren Produktes)
Das innere Produkt eines Prahilbertraumes ist stetig. Es
ist auf jeder beschrinkten Teilmenge Lipschitz-stetig

Beweis.

(@1, y1) — (22, y2)|
= [(z1—22,91) + (T1,y1—y2) — (¥1—22, 91— 92|
< Kzr—mo, y1)| + Kz, y1—yo)| — (21 =22, y1 —12)]
<z — 22| lyall + 21| lyr — vl
+ |lz1 — 22| [lyr — |-

Wenn ||z||, [ly|]| < r < oo sind, so folgt

1
(21, y1) — (22, y2)| < (V2r+ 5)\/”961*552”2 + ly1 —12?

1.2.4 Bsp. (Inneres Prod. auf C([a,}],K))

Der Raum (C([a, b], K) der stetigen Funktionen auf dem
Intervall [a, b] ist ein Prahilbertraum mit dem Skalarpro-
dukt

(f.g) = / bLF(1)g(E) dt.
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Wenn fiir eine stetige Funktion f das innere Produkt (f,f) =
f: |f(®)|? dt =0, so ist f =0 (siche Analysis IT)

Zu dem dem inneren Produkt auf C([a,b],K) gehort
die sogenannte L2-Norm

I fll2 == (/ab|f(t)|2dt)%.

Anmerkung. Man kann die L2-Norm durch die sup-Norm nach

oben abschétzen:
£l < Vb= allfllsup-

Bekanntlich ist C([a,b], K) mit der Supremumsnorm || - ||sup ein
Banachraum. Dagegen ist C([a,bl],K) mit der L2-Norm nicht
vollstdndig, wie das Bsp 1.2.5 zeigt.

Wir werden den Prihilbertraum (C([a,b],K), || - ||2) zu einem
Banachraum zu L2([a,d],K) vervollstindigen. L? ist dann ein
Préhilbertaum, der in der zugehorigen Norm vollstédndig ist. Solche
Riume heiBen Hilbertrdume. L? ist eines der wichtigsten Beispiele
eines Hilbertraumes.

Um die Eigenschaften des Raumes L2 vollig zu verstehen,
braucht man einerseits die folgenden Resultate iiber abstrakte
Hilbertrdume und zusétzlich die Lebesguesche Integrationstheo-
rie. Man kann die Elemente z, y von L?([a,b]) durch quadratisch
Lebesgue-integrierbare Funktionen f, g so darstellen, so daf

llzll2 = fb |f(®)[?dt und (:v,y>=[fb] F()(g(t) at.

1.2.5 Bsp. (|| - ||;-Cauchyfolge ohne Grenzwert)
Wir geben ein Beispiel einer Folge in C([a, b]), die eine
Cauchy-Folge in der || - ||>-Norm ist, aber keinen Grenz-
wert in C([a,b]) hat.

Zu Vereinfachung nehmen wir fiir [a, b] das Intervall [0, 2] und
betrachten die Folge (fn)n € C([0,2]) mit

(v fir0<t<l,
f"(t)'*{ 1 fir1<t<2
Wie man leicht sieht, gilt lim  ||fm — fnll2 = 0.

m,n— oo

Die fn konvergieren punktweise gegen die charakteristische
Funktion 171 9], die sicher nicht stetig ist. Wir kénnen dies aber
nicht direkt ausnutzen, da wir aus der Konvergenz in der || - ||2-
Norm nicht auf die punktweise Konvergenz schlieffen kénnen. Wir
untersuchen stattdessen die Stammfunktionen.

Annahme: Es gibt ein g € C([1,2]), so daB nlem [|lfrn — gll2 = 0 ist.

Betrachten wir die Stammfunktionen F), mit F,(0) = 0 und G mit
G(0) =0 von f, bzw. g. Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt:

t
|Fu(t) — G(1)| s/o [ fn(r) — g(m)] dr < V3| f — glla.

Also ist

firo<t<l1,
firl<t<1.

n— oo t—1

G(t) = lim Fn(t):{ 0

Da diese Funktion G im Punkt ¢t = 1 nicht differenzierbar ist, kann g
im Widerspruch zur Annahme nicht stetig sein.

1.2.6 Def. (Hilbertraum)
Ein Hilbertraum ‘H ist ein Préhilbertraum, der in der

Norm ||z|| := \/{(x, z) vollstindig ist.

1.2.7 Bsp. (I7, euklidische und unitire Riume)
(i) der K™ mit dem Standardskalarprodukt

<$7y> = ngm fir z = (fu)a Y= (nu) e K"

v=1

wird mit 5 (K) bezeichnet. Mit [§ meinen wir im folgen-
den immer den komplexen Raum 5 (C).
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1 HILBERTRAUME

Die zugehorige Norm bezeichnen wir mit

lall = (" l6 )
v=1

In der Analysis II wurde gezeigt, dafl der K™ ist in der
Norm ||-||2 vollstéindig ist. {5 (K) ist also ein Hilbertraum.
(ii) Ein euklidischer Raum ist ein endlichdimensio-
naler reeller Prahilbertraum. Ein unitirer Raum ist
ein endlichdimensionaler komplexer Préahilbertraum.

In der lin. Alg. wurde gezeigt, dal jeder n-
dimensionale euklidische bzw. unitédre Raum X" eine Or-
thonormalbasis (b, - ,by,) hat (siehe Satz 1.5.7)). Mit
der Koordinatenabbildung

X3z=) &b, — (&) €K

v=1

erhélt man eine Isomorphismus von X mit K™, bei der
dem Skalarprodukt von X das Standardskalarprodukt
auf dem K" entspricht:

(wy) = &My fire=> &b,y=> nb,.
v=1 v=1 v=1

Die Koordinatenabbildung ist also eine Isometrie von X
auf den [3. Da der I3 vollstdndig ist, erhalten wir den
folgenden Satz.

1.2.8 Satz (endlichdimen. Prihilbertrdume)
Endlichdimensionale Préhilbertrdume sind Hilbert-
raume.

1.2.9 Satz (Hilbertraum Is)
(i) In Analogie zum I3 bildet man den linearen Unter-
raum

PNK) = {z = (&) | ) 1617 < oo}

v=1

des K-Vektorraumes K" aller Folgen. Fiir den komplexen
Fall schreiben wir kurz [ := [?(N, C).

(i) I?(N, K) ist ein Hilbertraum mit dem inneren Pro-
dukt

(@,y) = &, (%)

und der Norm

o0

el = (3 l61?) .

v=1

Die Reihe (*), mit der man das innere Produkt defi-
niert, ist absolut konvergent:

o0
dolem) < lelllyll - fir 2,y € (N, K).

v=1
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1.2 Geometrie des Hilbertraumes

Beweis. Der Beweis beruht darauf, daB fir z = (§,),,
y = (1) € la die n-Tupel (£,)7_;, (n,)7?—; € % sind und
fiir ihre Norm in [ die folgende Abschatzung gilt:

Il = (S 1aP)? < (Y1e?)? = .

Wir zeigen zunichst, daB fiir die Elemente von [y die Minkowski-
sche Ungleichung gilt. In dieser Ungleichung kommen nur Reihen mit
nichtnegativen Summanden vor.

(1) Es seien z und y € [? und A € K. Dann ist Az € Iy

und ||[Az|| = |All|z||. Da % ein normierter Raum ist folgt
n 1 n 1 n 1
(Sl +nP)? < (P + (O )
v=1 v=1 v=1

<l + [lyll < oo

Da diese Abschatzung fiir alle n € N gilt, folgt nun die
Minkowskische Ungleichung

o}

1
(D l& +m?)? < izl + llyll < oe.

v=1

Also ist x +y € l und [lz +y|| < [|[z]| + [ly||. Der Raum 2
ist ein K-Untervektorraum von K~ und || - || ist eine Norm
auf lg.

(2) Wir zeigen nun die Vollstindigkeit von [l5. Es sei
(zk)ken eine Cauchy-Folge in I3, wobei x;, = (k). Aus
der Abschatzng

|£k,u - gl,u

folgt, daB die Koordinaten der z;, eine Cauchyfolge (£x )k
in K bilden. Es sei £, = klim &k und = (&), € KN

Zu zeigen ist, daB = € I3 und klim |z — x| = 0 ist.
—00

<lzk — 2|

Da die Normen einer Cauchy-Folge in [5 eine Cauchyfolge
in R bilden (vgl. Satz B.1.3 (ii)) existiert fiir y € lo der
Grenzwert lim ||z — y|| und c := sup ||zx|| < oco.

k—oo kEN

In I3 gilt
n n
STl — &l = Tim D[ — &
v=1 v=1
< lim ||xg — le2 < 4%
k—oo

Da dies fiir alle n € N gilt, folgt

oo
S le — &2 < lim [lzg — @) < 4.
—1 k—oo

Also ist x —x; = (§, — &10)0 € 12 und folglich x = (z —
xl) 4+ x; € ls.

Da die (z1)x eine Cauchyfolge sind, folgt aus der letzten
Abschatzung

lim |lz; — z||? < lim lim |ja; — 2]/ = 0.
l—o00 l—00 k—o0

(3) Aus der Schwarzschen Ungleichung fiir den %

Sl < (1P (X ml?)* < iyl
v=1 v=1 v=1
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folgt, daB die Reihe >"°7 | £,7], absolut konvergent ist.

Aus den Rechenregeln fiir Reihen folgt nun, daB diese
Reihe ein inneres Produkt auf dem Is definiert und ||z|| =
((x,z))z die zugehdrige Norm ist.

1.2.1 Orthogonalkomplement

1.2.10 Bem. (Parallelogrammidentitiit)
Fiir die Norm eines Préhilbertraumes gilt die Parallelo-
grammidentitét (vgl. Feststellung 1.1.3)

Iz +yl1* + o — yl* = 2]|2]1* + 2lly]|*.

Anmerkung. 1. Umgekehrt kann man folgendes zeigen: Wenn
eine Norm auf einem K-Vektorraum die Parallelogrammidentitét
erfiillt, dann erhélt man durch die Polarisationsformel 1.1.4 (i) im
Fall K = C bzw. 1.1.4 (ii) im Fall K = R ein inneres Produkt auf
V', das die diese Norm erzeugt.
2. Man benutzt die Parallelogrammidentitéit in der Gestalt
XY
2
um den Abstand von z zu y durch die Normen von z, y und dem
Mittlpunkt %ﬂ auszudriicken. Man kann auch die Abstidnde zu
einem weiteren bel. Punkt z benutzen:

llz =yl = 2ll2|* + 2/ly||* — 4I

)

2 2 2 Tty 2
llz —yll* =2[lz — 2[I" + 2[ly — =|| *4HT*Z||-

1.2.11 Def. (konvexe Menge)
Eine Teilmenge C' eines K-Vektorraumes V' heif}t kon-
vex, wenn wenn mit je zwei Punkten x,y € C die Ver-
bindungsstrecke in C' liegt. D.h.

ryelC, 0<t<1 = ter+(1-t)yedl.
1.2.12 Festst. (Punkt kiirzesten Abstandes)

(i) Es sei C eine vollstéindige konvexe Teilmenge des
Prahilbertraumes X . Dann gibt es zu jedem x € X genau
ein y € C, daB3 unter allen Punkten in C den kiirzesten

Abstand zu x hat. D.h.
|z —y|l = min |l — z|| := dist(x, C).
(ii) Jede minimierende Folge (y,) in C, d.h. es gilt
lim |y, — z|| = dist(z, C),

ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Es sei p :=
Man wéhle eine minimierende Folge (yn)n
limy oo [[yn — 2| = p.

Aus der Parallelogrammidentitat

dist(C,z) = inf.e.|lz — |-
in C mit

Ym = ynll® = 20|ym — I +2[|yn — 2||* — 4| L2t — 2||?
m+Yn
und ¥=Yn ¢ O, folgt
lYm = ynll < 2lym — z[|* + 2/lyn — [|* — 4p°> = 0

fiir m,n — oo.
Die (yn)n sind eine Cauchyfolge. Da C vollstandig ist,
konvergieren die y,, gegen ein y € C. Nun folgt:

”y - .13” = lim ”yn - .23” = p.
n—oo

Wenn y; und y2 Punkte in C' mit kiizesten Abstand zu z
sind, so folgt offensichtlich y; = ys.
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Anmerkung. 1. Im Beweis brauch man nur die Mittelpunkts-
konvexitét
T+
z,ye C = Y eC.

Eine abgeschlossene mittelpunktskonvexe Menge ist aber konvex.

2. In der Geometrie fillt man von einem Punkt P das Lot auf ei-
ne Gerade oder eine Ebene. Der Fufipunkt des Lotes ist der Punkt
auf der Geraden oder der Ebene mit kiirzestem Abstand zu P.
Enstsprechendes gilt in Prahilbertrdaumen.

1.2.13 Lemma (Lot auf Unterraum)

Es sei X ein Prahilbertraum und Y C X ein linearer
Teilraum. Fiir xz € X,y € Y sind die folgenden Aussagen
dquivalent

|z —y|| = dist(z,)) < x—y L.

Beweis. “=" Fiir 0 <t und z € Y folgt aus

lz =yl < llo — (y — t2)II?
= |l =yl - 2Ret{z -y, 2) + * 2|,
daB 2Re(z — y,2) < t]|2]|>. Da 0 < t und z € Y beliebig

sind, folgt (x —y,z) = 0. Also istz —y L Y.
“<" Fiir alle z € Y gilt

lz = 21> = ll(z = y) + (y — 2)|I?
= lle = yll* + lly — 21* > [l= — y]I*.

Anmerkung. Es sei V ein Vektorraum und Uy,--- ,U, C V
Unterrdume. V heifit die direkte Summe von Uy, ..., Uy, in Zei-
chen

n
V:U1€B®Un:®UV7
v=1

wenn sich jedes € V auf eindeutige Weise in der Form

r=y1+---yn mity, €Uy, v=1...,n,

schreiben 1483t.

Fir n = 2 gilt

V=U®Uzs < V=U1+Uz und U;NUz={0}.

Man nennt dann Uz einen Komplementéirraum oder direkten Sum-
manden zu Uj.

1.2.14 Bez. (senkrechter Raum)
Es sei X ein Prahilbertraum und M C X.

Mt = {ye X | (z,y) =0 firallex € M}

heif3t der senkrechte Raum zu M.
BEs sei M++ = (M+)*.

1.2.15 Bem. (Regeln fiir M)

(i) M+ ist ein abgeschlossener linearer Teilraum von X.
(i) Fiir den Abschlu M~ von M gilt (M ~)+ = M*.
(iii) Die lineare Hiille lin M und die abgeschlossene li-

neare Hiille lin M haben den gleichen senkrechten Raum

wie M:

(lin M)t = (lin M)+ = M+,
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1.2.16 Bez. (orthogonale Summe)
Es seien X ein Prihilbertraum und ), Z Unterrdume.
(i) Y und Z heiflen orthogonal,

Y12z,

wenn y | z fur alle y € Y und z € Z ist.
(ii) Wenn Y 1 Z ist, dann ist der lineare Teilraum
Y+ Z C X die direkte Summe von Y und Z

Y1z = Y+Z=Y06Z.

Man nennt diese Situation kurz eine orthogonale direkte
Summe.

1.2.17 Festst. (Orthogonalzerlegung)
Es sei K ein vollstdndiger linerarer Teilraum eines
Préhilbertraumes X. Dann gilt

X=KaK"
Aus Satz 1.2.8 folgt speziell:

1.2.18 Folg. (Komplement endlichdim. Raum)
Fiir einen endlichdimensionalen linearen Teilrdume L ei-
nes Préhilbertraumes X gilt X = L @ L*.

Beweis. Da K vollstandig ist, gibt es nach Feststellung
1.2.12 zu jedem = € X genau einen Punkt y € K mit
kiirzestem Abstand zu . Nach Lemma 1.2.13 ist dann x—y
das Lot von z auf K:

|z —y|| = dist(z,K) < z:=z-yek*

Also ist x = y + z mit y € K und z € K*. Nach Bezeich-
nung 1.2.16 (ii) ist also X = K & K+.

1.2.19 Satz (Zerlegungssatz im Hilbertraum)
Es sei ‘H ein Hilbertraum.
(i) Fiir jeden abgeschlossenen Unterraum K von ‘H gilt

H=KoK.
(ii) Fiir einen abgeschlossenen Unterraum K C ‘H gilt
K+ =K.
(iii) Fiir einen linearen Teilraum )Y C H ist der Ab-
schluff Yy~ = y++. o
(iv) Fiir eine Teilmenge M von H gilt lin M = M++.
(v) lin M ist genau dann dicht in H, wenn M+ = {0}.

Beweis. (i) folgt aus Feststellung 1.2.17.
(ii) Offensichtlich ist X C K++. Da

H=Ka&kt und H=K'taeK*+t

ist, kann K kein echter Teilraum von K+ sein.

(iii) Da der AbschluB Y~ nach Korollar B.1.4 ein linearer
Teilraum ist und den gleichen senkrechten Raum wie ) hat
(vgl. Bem. 1.2.15(i)), folgt

Y =) =0
(iv) Nach (i) und Bem. 1.2.15(iii) ist linM =
((HM)J‘)J‘ = ML
(v) folgt aus (iv).
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1.3 Darstellungssatz fiir Linearformen

Anmerkung. Der Zerlegungssatz besagt, dafl es zu jedem abge-
schlossenen Unterraum eines Hilbertraumes einen abgeschlossenen
Komplementérraum gibt. Lindenstrauss und Tzafriri haben 1971
gezeigt, dafl jeder Banachraum mit dieser Eigenschaft isomorph
zu einem Hilbertraum ist.

1.3 Darstellungssatz fiir Linearformen

Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt:

1.3.1 Bem. (Dual eines Prihilbertraumes)
Es seien X ein Prahilbertraum und y € X.
(i) Die Linearform

oyt x— (x,y) firzeX

ist beschrédnkt und es gilt ||¢y|l = ||yl
(ii) Die Abbildung X > y +— @, € X* ist konjugiert
linear und isometrisch.

1.3.2 Satz (Darstellungssatz von Fréchet-Riesz)
Es sei H ein Hilbertraum und ¢ € H* eine beschrinkte
Linearform.

(i) Es gibt es genau ein y € H so, daB

o(z) = (x,y) fiir alle x € H.

(i) Es gilt [loll = [[yl-

Beweis. (1. Beweis) (i) Ohne Einschrénkung sei ¢ #
0. Nach dem Homomorphiesatz ist kodim Kern ¢ = 1. Da
( stetig ist, ist Kern ¢ abgeschlossen. Aus dem Zerlegungs-
satz 1.2.19 folgt

H =Kernp @ (Kernp)t  und  dim(Kern¢)* = 1.
Es gibt also genau ein
)L

y € (Kerng)® mit o(y) = [ly]*.

Fir H > x = z 4+ Ay mit z € Kern ¢ folgt nun
p(x) = 2eo(y) = My, y) = (z,y)-
(i) Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt ||¢|| = ||y]|.

Anmerkung. Einen anderen Beweis des Darstellungssatz erhilt
man aus den den folgenden beiden Bemerkungen:

1.3.3 Bem. (maximierender Vektor)
(i) Es seien ¢ € X* und y € X. Aus

lyll = llell und  ©(y) = |0l

folgt

p(r) = (x,y) firallex e X.

(ii) Es seien ¢ € X* und (yp), eine Folge in X mit
lynll = llepll und lim Reo(yn) = [l]*.

Dann ist (y,)n eine Cauchy-Folge
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Beweis. (i) Firz € X und 0 < ¢ gilt

1 1
et + o)l < eItz + syl
Aus ¢(y) = [ll* = [ly[|* folgt
t2]p(@)]” + 2Re p(z) ||
< llpl*(#[lz]|* + 2 Re(z, y))
Nun lasse man t — 0 gehen und erhalt

Re(p(x) — (z,y)) <0 firallex € X.

Da z € X beliebig ist, folgt ¢(z) = (z,y).
(ii) Ohne Einschrankung sei ¢ # 0. Aus der Parallelo-
grammidentitat folgt

1y = Ymll = 2llynll + 2/lym | — llyn + ym||2
| Re p(yn + ym)|?
el

—4lell?

Nach den Voraussetzungen an die y,, konvergiert die rechte
Seite fiir m,n — oo gegen Null.

Beweis. (2. Beweis des Darstellungssatzes 1.3.2) Nach
Definition von ||¢|| gibt es eine Folge (y,), mit

lynll = llell und  lim Rep(y,) = [lell*

Nach Bemerkung 1.3.3(ii) ist (yn)n eine Cauchy-Folge. Da
‘H vollstandig ist, gibt es den Grenzwert y = lim ¥, € H.
Aus .

Iyl = llell und - Rep(y) = [lo].
folgt nach Bemerkung 1.3.3(i), daB

o(x) = (x,y) firalleze X.

1.3.1

1.3.4 Folg. (Hilbertraum H*)

(i) Die Abbildung H* > ¢ — y € H, die jeder be-
schriankten Linearform ¢ ihren darstellenden Vektor y
zuordnet, ist eine konjugiert lineare Isometrie von H*
auf H.

(ii) Man erhélt ein inneres Produkt auf H* durch die
Vorschrift:

(o, 1) = (y, 2) = (2) = ¥(y)

wenn ¢ +— y und 1 — 2.

Identifizierung mit dem Dual

1.3.5 Bez. (Bidual)
Zu dem Hilbertraum H* bilde man den Dual H** :=
(H*)*. Der Raum H** heifit der Bidual von H.

Anmerkung. Fiir einen normierten Raum E und z € E ergibt
die Auswertung im Punkte =
Ug 1Y P(z) fir g € B

eine lineare kontraktive Abbildung E > z — u, € E**. Mit Hilfe
des Satzes von Hahn-Banach zeigt man, dafl diese Abbildung eine
Isometrie ist. Man identifiziert nun den Vektor x mit der Auswer-
tung ug und fafit so E C E** auf.

Ein Banachraum heifit reflexif, wenn E = E** ist.
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1.3.6 Festst. (Hilbertraum reflexiv)
Jedes © € 'H erzeugt eine beschrédnkte Linearform auf
‘H* durch die Vorschrift:

H* 3¢ — Y(x).

Die so definierte Abbildung von ‘H in seinen Bidual ist
eine lineare, isometrische Bijektion.
Man identifiziert iiblicherweise

H="H".

Beweis. Zu z,y € H bilden wir
ug 2P — P(x)  firp € H,
oy 2z (z,y) firzeH.

Wir zeigen zunichst, daB die Abbildung H > = — u, €
H** eine lineare Isometrie ist. Aus

e ()] = |o(z)| < [[¢]]]]]
folgt |Juz|| < ||z||. Nach Bemerkung 1.3.1 folgt

2]1* = ¢a(2) = ua(9e) < llualllieall = luallllz]

und somit ||z|| < [|lug]-
Da H* ein Hilbertraum ist, gibt es nach dem Darstel-
lungssatz 1.3.2 zu u € H** ein ¢ € H* mit

u(y) = (Y, ) fiirp € H*.

Zu ¢ gibt es ein y € H mit ¢ = ¢,. Nach Definition 1.3.4
des Skalarprodukte auf H* ist also

u(y) = (1, @y) = ¥(y)

und somit u = u,.

1.3.7 Bem. (H = H*)

(i) Um eine lineare Isometrie eines Hilbertraumes H
mit seinem Dual zu erhalten, fithrt man den konjugier-
ten Dual o

H={p|peH"}
ein. Das Funktional g : H — C, B(z) := ¢(x) ist konju-
giert linear und beschrénkt. L
Fiir die Vektorraumverkniipfungen auf H* gilt

Py =p+9, A=
(ii) Zu jedem @ € H* gibt es genau ein y € H mit
o(x) = (y,x) fiir allex € H.

Die Zuordnung @ — y ist eine lineare Isometrie von H*
mit 'H.

H* ist also ein zu H isometrischer Hilbertraum mit
dem inneren Produkt:

@7 @ = <y, Z) wenn @ — y und E — Z.

(iii) Fiir den Bidual gilt dann linear isomorph H* =
H** — H.
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1.4 Vervollstdndigung eines Préhilbertraumes

1.4 Vervollstiandigung eines Prihilbert-
raumes

Ziel. Man kann die Methode A.1.6 auf Prahilbertraume
anwenden:

Im Falle eines Prahilbertraumes X erhélt man wie im
Beispiel 1.3.1 eine lineare isometrische Abbildung von X
in den konjugiert dualen Raum X'*:

Xoy—={py 2z (2,y)}

Wir identifizieren den Vektor y mit dem Funktional
(y,-) = P, und fassen X C X* auf. Nach Feststellung
B.1.9 ist X* ein Banachraum. Wir kénnen also die Ver-
vollstandigung X~ als AbschluB von X in X'* auffassen.

Wir zeigen, dafl die Vervollstandigung X'~ ein Hilbert-
raum ist und sogar mit (X*) iibereinstimmt.

1.4.1 Lemma (Fortsetzung des inneren Prod.)
Es seien E ein normierter Raum und X C E ein dichter
linearer Teilraum. Wenn X ein Préahilbertraum mit der
Norm von E ist, d.h. auf X gib es ein inneres Produkt
(-,) das dieselbe Norm erzeugt, dann ist auch E ein
Préhilbertraum.

Beweis. Mit der Polarisationsformel definiere man eine
stetige Funktion

3
b(z,y) =% Zz””x +ivy|* fiir 2,y € E.
v=1

Auf dem dichten linearen Teilraum X' x X stimmt b mit dem
inneren Produkt iberein. Aus der Stetigkeit von b folgt nun,
daB b sesquilinear und hermitesch ist und ||z||? = b(z, )
fir € E gilt. D.h. b ist positiv definit und erzeugt die
Norm von F.

1.4.2 Satz (Vervollst. eines Prihilbertraumes)
Die Vervollstindigung X~ eines ein Prahilbertraumes X
ist ein Hilbertraum.

X~ kann mit dem konjugiert dualen Raum X* iden-
tifiziert werden.

Beweis. Fiir den Hilbertraum X~ gilt nach Korollar
1.3.4 bzw. Bemerkung 1.3.7, daB X~ = (X~)* ist. Da
X und seine Vervollstandigung X~ denselben Dual haben
folgt die Behauptung.

Man kann die Aussage, daB X C X'* dicht liegt, auch durch
eine Vorschrift zur Approximation der Elemente von X'* belegen:

1.4.3 Bem. (maximierende Folge)
Es sei X ein Préhilbertraum, ¢ € X* und (yn)n eine die Norm
ll¢|l maximierende Folge in X':

eyn) = llell* und  lim_lyn] = [l

Dann konvergieren die Funktionale @y, = (-,yn) gegen ¢.
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Beweis.

lo(tz + 1yn) 1> < ol lltz + Funll®,
lo(@)* + 2Re p(yn) () + |0 (yn)?
<ol (2 llz]1? + 2 Re(yn, «) + 7z llynll?),
2Re (¢(yn)e (@) — [l (yn, 2))
<E(llelPllel? = le@)1?) + & (lelllynll® — le(yn)

Mit ©(yn) = ||¢[|2 und Lemma 1.1.8 folgt

2)'

lell Re (2(@) — {un,2)) < \/llel2ll2l2 — o(@)2y/ w2 — o]
Also ist
17 ~ By, 12 < llymll? — llell-

1.4.1 L? als Vervollstéindigung

1.4.4 Bsp. (Dichte Teilrdume von L?([0,1]))
Wir definieren die folgenden linearen Teilrdume von
c([0,1]):

() Cper([0,1]) = {f € C([0,1]) [ £(0) = f(1)}
(i) Co([0,1]) ={f € C([0,1]) | £(0) = f(1) = 0}
(iii) Ce((0,1)) = {f € €([0,1]) [ supp(f) < (0, 1)}

Wie man leicht sieht, liegen
Ce((0,1)) € Co([0,1]) € Crex([0,1]) < C([0,1])

beziiglich der L?-Norm ineinander dicht. Als Préhil-
bertriume haben die Rdume C.((0,1)), Co([0,1],
Cher([0,1] und C([0,1]) also die gleiche Vervollsténdi-
gung L2([0,1]) (vegl. Bemerkung A.1.5)

Um die Dichtheit zu zeigen, éndere man eine Funktion f €
C([0,1]) auf zwei kleinem Teilintervallen um die Endpunkte 0 bzw.
1 durch Geradenstiicke stetig ab, so daf} die entstehende Funktion
g in einem der kleineren Riume zu liegen kommt. Die L2-Norm
[|f — gll2 wird beliebig klein, wenn man die Gesamtlinge A der
beiden Teilintervalle nur klein genug wahlt:

Ilf = gll2 <A~ 2l fllsup-

Anmerkung. Hiufig startet man bei der Konstruktion eines
Hilbertraumes mit einer positiv semidefiniten Sesquilinear-
form b auf einem Vektorraum V.

Durch die Vorschrift

p(z) = /b(z,z) firzeV

erhilt man nur eine Halbnorm p auf V. Auf dem Quotientenraum
X := V/Kern(p) induziert b dann ein inneres Produkt (-,-) (siehe
Bemerkung 1.1.11).

Anschlieflend vervollstdndigt man den Préahilbertraum X zu ei-
nem Hilbertraum H.

1.4.5 Bsp. (Prihilbertr. der Regelfunktionen)
Es sei R = R([0,1],K) der Raum der Regelfunktio-
nen auf dem Intervall [0,1]. Die Treppenfunktionen
Trepp([0, 1]) liegen beziiglich der sup-Norm dicht in den
Regelfunktionen. C([0,1]) ist ein in der sup-Norm abge-
schlossener echter Teilraum der Regelfunktionen.

Man betrachte auf R wie in Beispiel 1.2.4 die positive
semidefinite Sesquilinearform

b(f.g) = / F(Hg(E) dt
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und die L2-Halbnorm p(f) := /b(f, f). In R gibt es
Funktionen f # 0 mit

o0 =( [ wora)’ <o

Diese Nullfunktionen bilden einen linearen Teilraum
N :=Kern(b) C R.

Die Vervollstéindigung des Prihilbertraumes R/ N lie-
fert einen Hilbertraum, den wir voriibergehend mit Ro
bezeichnen. Wir zeigen R = L?([0, 1]).

1.4.6 Bem. (Prihilbertr. der Regelfunktionen)
Bei Ry (siehe 1.4.5) handelt es sich um denselben Hil-
bertraum wie L*([0,1]) (vgl. Beispiel 1.2.4).

Die Indentifizierung folgt daraus, daf3 die Abbildung
von (C([0,1]), || - |l2) in R/ N C Ro isometrisch ist und
dichtes Bild hat. D. h. Ry ist die Vervollstdndigung von
C([0,1] in der L?>-Norm.

Beweis. Da C([0,1]) NN = {0} ist, ist die Abbildung
von C([0,1]) in R/ N C Ry isometrisch. Wir zeigen, daB
sie dichtes Bild hat.

Man kann jede Regelfunktion in der sup-Norm durch
Treppenfunktionen approximieren. Aus der Abschatzung

o(f) = / FO1d)* < (1 oy

folgt, daB man jede Regelfunktion in der L2-Halbnorm p
durch Treppenfunktionen approximieren kann.

Jede Treppenfunktion 13Bt sich in der L?-Halbnorm p
durch stetige Funktionen approximieren. Man sieht das
leicht, indem man die Stufen einer Treppenfunktion auf
einem kurzen Teilintervall durch Geradenstiicke stetig aus-
gleicht.

Also kann man jde Regelfunktion in der L2-Halbnorm p
durch stetige Funktionen approximieren. Also liegt C([0, 1])
in R/ N C Ry dicht.

Nach Bemerkung A.1.5 haben die Prahilbertraume
(C([0,1]), ] - ||2) und R/ N die gleiche Vervollstindigung
D.h. L2([0,1]) = Ra.

Gerd Wittstock, UdS, FR 6.1 Mathematik, Lineare Operatoren auf dem Hilbertraum, WS 02/03
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1.5 Orthonormalsysteme

1.5 Orthonormalsysteme

1.5.1 Def. (Orthonormalsysteme)
Es sei X ein Prahilbertraum.

(i) Zwei Vektoren x, y € X heiflen orthogonal wenn
(x,y) = 0. Bezeichnung

zly: & (z,y)=0

(ii) Eine Familie (z4)acr von paarweise orthogonalen
Vektoren heifit ein Orthogonalsystem.

(iii) Fin Orthogonalsystem (eq)acr heifit ein Ortho-
normalsystem, wenn |le,| = 1 ist. Es gilt also

(60” €B> = 60&75’

wobei 6,3 das Kroneckersymbol ist.

(iv) Ein Orthonormalsystem (ey)qecr heift vollsténdig
oder eine Orthonormalbasis, wenn die lineare Hiille
lin{e, | @ € I} dicht in X ist (siehe Satz 1.5.6).

Anmerkung. Wir schreiben Orthonormalsysteme in Form einer
Famile (eq)a, da die eq vorwiegend in Summen iiber die Index-
menge I auftreten.

Da die e, paarweise verschieden sind, kann man genauso gut
die Menge S:= {en | o € I'} als Orthonormalsystem bezeichen.

Da die Zuordnung I 5 a +— eq € S bijektiv ist, ist die Indizie-
rung der Elemente von S eigentlich iiberfliissig und man koénnte
kiirzer sagen:

Ein Orthonormalsystem ist eine Teilmenge von X, deren Ele-
mente paarweise orthogonale Finheitsvektoren sind.

In konkreten Beispielen hat die Indexmenge I meist noch wei-
tere Struktur, die man in der Bezeichnung nicht verstecken sollte.
Unm ein einheitliches Bild der Formeln zu erreichen, verwenden wir
deshalb fiir Orthonormalsysteme die Indexschreibweise.

1.5.2 Bem. (Pythagoras)
x, y sind genau dann senkrecht, wenn die Formel von Pythagoras
gilt:

ely & Jotyl® =l +iyl® =zl + Iyl

1.5.3 Satz (Besselsche Ungl., Parsevalsche Gl.)
Es sei (eq)a ein Orthonormalsystem in einem Préhil-
bertraum X.

(i) Es gilt die Besselsche Ungleichung:

Z |(z,ea)* < ||z||? fiir alle x € X.
acl

Es sind also héchstens abzéhlbar viele (x,e,) # 0.
(ii) Gleichheit in der Besselschen Ungleichung gilt ge-

nau dann, wenn © = »_ (x,e4)e, Ist.
ael
Die Beziehung 5" |(z,e4)|? = ||x||? heifit Parsevalsche
aecl

Gleichung.
Beweis. (i) Fiir endliche F' C I ist
<Z <I7 ea>ea7 (J} - Z <-T7 6ﬁ>€ﬁ)>
acF BEF
= Z |<$,ea>|2 - Z <$,ea><$,€g> <ea7€ﬂ> =0
a€F a,BeF —

504,5
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Da Y (z,ea)ea L (z— X (z,eq)eq), gilt die Formel
a€elF acF
von Pythagoras:

2l = 11 Y (e, eateall® +llz = D ea)eal®

acF aceF
=D lwea)P+llz =Y (wea)eal® (%)
aEF acF

Da dies fiir alle endlichen F' C I gilt, folgt mit Feststellung
D.5

> I, ea) = sup 3 [(@,€a) * < ol

acl aEF

(ii) Nach Formel (x) gilt

sup 3 [{zea)? = ol

acF

genau dann, wenn

. i 2:
inf [l — 3" (1, ea)eal® = 0

aEF

ist. Dabei durchlauft F' alle endlichen Teilmengen von I.

1.5.4 Bsp. (Orthonormalbasis des [2)

(i) Die Standardbasis (eq,...,e,) des I5 ist eine Or-
thonormalbasis.

(ii) Die Vektoren e, := (0n,)ven nennen wir die Stan-
dardbasis des [3(N). Die lineare Hiille der e,,:

lin{e, | n € N} ={ax = (& ),en | fast alle §, =0 }

ist offensichtlich dicht in I3(N). Also ist (e,)nen eine
Orthonormalbasis des l3(N).

(iii) Die Elemente des l2(N) lassen sich nach den Ba-
sisvektoren e,, in eine unbedingt konvergente unendliche
Summe entwickeln:

T = Z(x,en)en

neN

fiir z € I2(N). (%)

Dies sieht man folgendermafien: Zu & = (£,),en € l2(N)

und £ > 0 gibt es ein ng € N so, dai > &2 < e.

v=nop+1
Es sei Fy :={1,...,n0}. Fiir alle endlichen G mit Fy C
G C N gilt dann:

0o
lz=> &el*< DY Gl <e
veG v=nop+1

Also ist z = > &,e,. Nach Definition des inneren Pro-
veN
duktes ist &, = (z,e,).

1.5.5 Bem.
Da die Koeffizienten &, der Reihe (x) nur in [? und nicht
in [! sind, ist die Reihe (x) i. a. nicht absolut konvergent.

Ziel. Wir werden eine (*) entsprechende Reihenentwicklung fiir
alle separablen Hilbertrdume herleiten.
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1.5.6 Satz (Entwicklng. nach orthonorm. Basis)
Es seien X ein Préhilbertraum und (e, )qcr eine Ortho-
normalbasis von X (vgl. Definition 1.5.1 (iv)). Dann gilt

x = Z(z,eo)ea

acl

fiir alle x € X.

Weiterhin gilt fiir x,y € X die Parsevalsche Gleichung
HxHZ = ZI |<x,ea)|2 und <xay> = Z <x,ea><y,ea>.
[e1S

acl

Beweis. Da nach Vorraussetzung lin{e, | o € I} in X
dicht liegt, gibt eszu z € X und € > 0 ein endliches Fy C I
und ein y € lin{e, | a € Fp}, so daB ||z — y|| < e. Fir
alle endlichen F', Fy C ' C I ist y € lin{e, | & € F'} und

daher
Y=Y (y,€a)Ca-
Fo

Mit der Besselschen Ungleichung 1.5.3 (i) folgt nun

lz = (@ ea)eall < lle =yl +lly = Y (@ ea)eall

aeF
= lle =yl + 11D _{y — 2, eadeal
F
<2f|x —y|| < 2e.

Nach Definition D.1 der Summe ist also z = ) (x,e4)€q.
a€cl

1.5.7 Satz (Gram-Schmidt Orthonormalisierung)
Es sei (zp)nen eine linear unabhingige Folge in dem
Préhilbertraum X . Dann gibt es eine orthonormale Folge
(en)n In X, so daB

lin{ey,...,en} =lin{zy,...,2,} firneN.
Die e,, sind bis auf einen Faktor A, € K mit |[\,| =1
eindeutig bestimmt.

Beweis. Man setze e; := ||1]|~!z1. Induktiv bilde man
dann

n

/
Tpy1 = Tpt1 — E (Tnt1,ev)es

v=1

ent1 = [T 4] 711”/”.4»1'
Da @41 & lin{ay,...,z,} = lin{ey, ..
0.
Die Eindeutigkeitsaussage stimmt offensichtlich fiir n =
1 und folgt nun induktiv fiir alle n € N

Sent,ist g F#

1.5.8 Folg. (unitarer Raum 2 [7)
FEin endlichdimensionaler Prahilbertraum X ist isome-
trisch zum I3, wobei n = dim X.
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Beweis. Aus einer Basis erhilt man durch Orthonormali-
sierung (vgl. Satz 1.5.7) eine Orthonormalbasis (b1, ..., b, )
von X. Die lineare Abbildung, die b, +— e, € K™ abbildet
ist eine Isometrie (vgl. Beispiel 1.2.7(ii)).

1.5.9 Satz (ONBasis separabler Prihilbertrdume)
(i) Ein unendlichdimensionaler separabler Préhilbert-

raum X hat eine abzédhlbare Orthonormalbasis (e, )nen-
(ii) Jede Orthonormalbasis eines unendlichdimensio-

nalen separablen Prahilbertraumes ist abzdhlbar unend-
lich.

Beweis. (i) Es sei M} eine absihlbare dichte Teilmenge-
von X. Induktiv findet man in M eine linear unabhangige
Familie (2, )nen. Aus (2, )nen bildet man mit dem Gram-
Schmidtschen Orthonormaliserungsverfahren ein Orthonor-
malsystem (€ )nen.

Da

M C lin{z, | n € N} =lin{e, | n € N}

ist, ist lin{e,, | n € N} dicht in X. Nach Definition 1.5.1
(iv) ist (en)nen eine Orthonormalbasis von X

(ii) Eine Orthonormalbasis (eq)qer ist eine zerstreute
Menge, da ||eq — egl|? = 2 fiir a # 3 ist.

Da X separabel ist, ist nach Bemerkung A.2.1 die zer-
streute Menge {e, | @ € I} hochstens abzihlbar. Da
dim X = oo ist, ist I nicht endlich.

Anmerkung. 1. Anders als in dem Beweis des Satzes 1.5.9 bil-
det man abzdhlbar unendliche Orthonormalbasen i.a. nicht mit
dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsverfahren, sondern
findet sie auf anderen Wegen, z. B. als Eigenvektoren symmetri-
scher Operatoren.

2. Man benutzt den obigen Satz 1.5.9 zumeist in der folgenden
Form:

1.5.10 Folg. (ONBasis in dichten Teilraum)

Ist Y ein dichter linearer Teilraum eines Préahilbert-
raumes X, so hat X eine Orthonormalbasis aus Elemen-
ten von ).

Bsp. L2([0,1]) hat Orthonormalbasen, die in
Cper([0,1]) oder in C*°([0,1]) oder in den Polynomen
liegen.

1.5.11 Festst.

Es sei H ein Hilbertraum mit Orthonormalbasis ( f,)nen
und (&n)nen € 12(N). Dann ist die Familie (&, fn)nen
summierbar in H:

=) &ufnc€M &

neN

(&n)n € L2(N).

Beweis. Aus der Besselschen Ungleichung folgt, daB
(&n fn)nen das Cauchy-Kriterium D.4 fiir summierbare Fa-
milien erfiillt.

1.5.12 Satz (separable Hilbertr. isomorph)
Jeder separable Hilbertraum ist isometrisch zu l2(N).
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1.5 Orthonormalsysteme

Beweis. Ein separabler Hilbertraum hat nach Satz 1.5.9
eine Orthonormalbasis (fy,),. Da nach Satz 1.5.6 die Par-
sevalsche Gleichung

2> =D e, fa)? fiir 2 € H

neN

gilt, ist die Folge ((x, f,.))n der Koeffizienten in I3(N). Die
Abbildung

H>x = Z<z7fn>fn = (<1'7fn>)n S lQ(N)

neN

ist eine lineare Isometrie von H in [3(N).
Diese Abbildung ist aber auch surjektiv, da nach Fest-
stellung 1.5.11 fiir (§,)nen € 12(N) die Summe

v=)Y &ufn €M

neN

konvergiert.

1.5.1 Fourierreihen

1.5.13 Satz (Fourierentwicklung in L2([0, 1]))

Die Familie (ey,)necz, mit
en(t) = 2™ fiir t € [0,1],

ist eine orthonormale Basis von L*([0,1],C). Die Ent-

wicklung

T = Z(x,en>en (%)

nez

heiBt die Fourierentwicklung von z € L*([0,1],C).

Anmerkung. 1. Die Fourierreihe (x) ist fiir stetiges f €
Cper([0,1]) i. a. nicht punktweise konvergent. Aus dem Satz von
Fejer folgt aber:

Wenn die Fourierreihe von f € Cper([0,1]) in einem Punkt
t € [0,1] konvergiert, so konvergiert sie gegen f(t).

2. Der Beweis beruht auf dem folgenden Approximationsatz fiir
Cper([ov 1]7 (C)

1.5.14 Festst. (Approx. mit trig. Polynomen)
Funktionen der Form

n
Trn(t) :== Z c, 2™ fiir t € [0, 1].

)

v=—m

heiflen trigonometrische Polynome.
Die trigonometrischen Polynome liegen in Cpe([0,1])
in der || - ||sup-Norm dicht.

Anmerkung. Zur Definition von Cper ([0, 1], C) siehe Bsp. 1.4.4.
Es gibt es unterschiedliche Beweise fiir die obige Feststellung.
Wir zeigen, wie die Behauptung aus dem Approximationssatz von
Weierstrafl folgt. Eine konkretere Approximation erhilt man aus
dem Satz von Fejer.
Approximationssatz von Weierstrafl. Es sei X C R" ei-
ne kompakte Teilmenge. Jede stetige Funktion f € C(X,K) kann
man gleichmdfig auf X durch Polynome aus K[¢1,...,&n] appro-
Timieren.
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Beweis. (von Feststellung 1.5.14) Es sei S' die
Einheitskreislinie in R2, oder mit komplexen Zahlen ¢ =
& + in geschrieben:

st={ceC|kl=1}

Die Funktionen aus C(S*, C) kann man nach dem Appro-
ximationssatz von WeierstraB durch Polynome P € C[¢, 7]
approximieren. Ersetzt man in P die Variablen &,n durch
die komplexe Variable (:

so erhdlt man ein Polynom in den Variablen ¢ und (. Da
¢ = (¢~ fiir ¢ € 8t ist, hat P die Gestalt

n

P& =Y ad”

v=—m

Wir bezeichnen mit 9 : [0,1] — S! die Exponentialab-
bildung [0,1] > t — €™ € S'. Die Komposition mit 9
erzeugt eine lineare isometrische Bijektion:

CSHC)op— fi=porpc Cher([0,1],C).

Also kann man jedes f € Cpe([0,1],C) gleichmiaBig auf
[0, 1] durch trigonometrische Polynome T der Form

T(t): i cyeQﬂ-iut

v=—m

approximieren.

Beweis. (des Satzes 1.5.13) Aus der Abschitzung
der Normen

1 1
12 = ( / FOP )Y < [l

folgt, daB eine Approximation in der | - ||sup-Norm eine Ap-
proximation in der L2-Norm impliziert. aus der Feststellung
1.5.14 folgt nun, daB die lineare Hiille lin{e,, | n € Z} dicht
in Cper([01],C) ist.

Da nach Beispiel 1.4.4 Cp.([01]) dicht in L%([0,1]) ist,
ist lin{e,, | n € Z} dicht in L%(]0, 1]).

Also ist (e, )nez eine Orthonormalbasis von L2([01],C)
(vgl. Definition 1.5.1 (iv)).

1.5.2 Hilbertraumdimension

1.5.15 Satz (Existenz von ONBasen)

(i) In einem Hilbertraum kann man jedes Orthonor-
malsytem zu einer Orthonormalbasis ergédnzen.

(ii) Jeder nichttriviale Hilbertraum hat eine Ortho-
normalbasis.

(iii) Alle Orthonormalbasen eines Hilbertraumes H
haben die gleiche Méchtigkeit.

1.5.16 Def. (Hilbertraumdimension)
Es sei 'H ein Hilbertraum. Die Méchtigkeit einer Ortho-
normalbasis von H heifit die Hilbertraumdimension von
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Der Beweis des Satzes lauft genauso, wie der Beweis F.1.3 des

entsprechenden Satzes iiber algebraische Basen.

Beweis. (i) Es sei Ly ein orthonormale Teilmenge des
Hilbertraumes H.

Man bilde die Menge S aller nichtleeren, orthonormalen
Teilmengen L von H, die Ly umfassen und ordne S durch
die Inklusion:

K<L: & KCcCL.

Behauptung: S ist induktiv geordnet.
Wenn M C S linear geordnet ist, so ist

S::UL

LeM

eine orthonormale Teilmenge von H. Also ist S eine obere
Schranke von M.

Nach dem Zornschen Lemma gibt es ein maximales Ele-
ment B € §. Da B eine maximale orthonormale Teilmenge
von H ist, folgt aus Aussage (v) des Zerlegungssatz 1.2.19,
daB lin B dicht in H ist. Somit ist B eine Orthonormalbasis
von H.

(i) Man wende (i) auf Lo := {e1 } an, wobei e; irgendein
Einheitsvektor ist.

(iii) Fir endlichdimensionale Riume ist die Behaup-
tung klar. Es sei also H unendlichdimesional und (e4)acr,
(f3)pes seien Orthonormalbasen von H.

Fiir 8 € J ist nach Satz 1.5.6 ||f5]|> = X |(f3, €a)|?

acl

Nach Feststellung D.2 ist also die Menge

Ip:={ael|[(fs ea)| # 0}

hochsten abzihlbar unendlich. Da lin{fs | 8 € J} in H
dicht ist, liegt jedes o € I in mindestens einer der Mengen
1. Dann ist aber die Machtigkeit von I = UﬁeJ 1 kleiner
oder gleich der Machtigkeit von .J.

Umgekehrt ist die Machtigkeit von J kleiner oder gleich
der Maichtigkeit von I. Also haben I und J die gleiche
Machtigkeit.
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2.1 Der adjungierte Operator

2 Beschrinkte lineare Operato-
ren

Eine Besonderheit der Hilbertraume H ist, daff man den
Raum L(H) der beschriinkten linearen Operatoren auf
‘H mit dem Raum B(H, H;K) der beschréinkten Sesqui-
linearformen auf H identifizieren kann:

T € L(H) entspricht die Sesquilinearform (-,T(-)).

Durch diese Isomorphie transportiert man die besonde-
re Struktur des Raumes B(H, H;K) auf L(H). Was sind
diese Strukturen B(H, H;K), die sich auf L(H) iibertra~
gen.

1. Zu jeder Sesquilinearform b gibt es die adjungierte
Form b*. Entsprechend werden wir zu T € L(H) den
adjungierten Operator T* bilden.

Den hermiteschen bzw. den positiv semidefiniten Ses-
quilinearformen entsprechen die selbstadjungierten Ope-
ratoren T' = T* bzw. die positiven Operatoren T > 0.

Die quadratischen Formen zu hermiteschen Sesquili-
nearformen sind reelle Funktionen und haben als solche
eine Ordnung. Wir untersuchen, welche Bedeutung die
entsprechende Ordnung auf den selbstadjungierten Ope-
ratoren hat:

Wie in der reellen Analysis kann man die Approzima-
tion von selbstadjungierten Operatoren durch Unglei-
chungen beschreiben.

Man kann aus einer Abschitzung 0 < S < T auf die
Wertevorrdte Bild S und Bild T schlieflen.

2. Die Existenz des adjungierten Operators hat aber
auch starke Auswirkung auf die multiplikative Struktur
der Banachalgebra L(H):

Man kann jeden positiven Operator T eindeutig als
Quadrat eines anderen positiven Operators schreiben.
Man nennt letzteren die Wurzel T2 aus T. Fir je-
des T € L(H) ist T*T ein positiver Operator und
IT| := (T*T)= hat die Bedeutung eines Betrages. Man
erklirt das sgnT und zerlegt T = sgnT - |T).

3. Im Fall K = C wird die Banachalgebra L(H) mit
den obigen Zusatzeigenschaften zu einer C*-Algebra, die
wir mit B(H) bezeichnen. Sie ist der Prototyp einer C*-
Algebra, denn alle anderen C*-Algebren erweisen sich
als *-Unteralgebren von B(H).

Man kann viele der Ergebnisse dieses Kapitels auch
abstrakter aus der Theorie der C*-Algebren herleiten:

Zum Beispiel nennt man einen Operator T normal,
wenn er mit seinem adjungierten Operator T kom-
mutiert, d.h. es gilt T*T = TT*. Die von normalen
Operatoren T und T™ erzeugte Algebra A ist eine kom-
mutative C*-Algebra. Im Fall von normalen Matrizen
wird diese Algebra mit Hilfe der komplexen Polynome
P(¢,€) untersucht. Anlich kann man auch im Unend-
lichdimensionalen vorgehen.

Wir wollen in diesem Kapitel davon noch keinen Ge-
brauch machen, sondern die Resultate aus den Eigen-
schaften des Hilbertraumes folgern.
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2.1 Der adjungierte Operator

2.1.1 Darstellung von Sesquilinearformen
Anmerkung. Definition und einfache Eigenschaften von be-
schriankten Sesquilinearformen und beschrénkten lineare Opera-
toren werden in Abschnitt B Normierte Rdume, Abschnitt B.1.3
und Abschnitt B.2 erklért.

2.1.1 Satz (Darstellung von Sesquilinearformen)
Es seien E ein normierter Raum, X ein Préhilbertraum.
Zu einem beschrénkter linearer Operator T € L(E,X)
bilde man die Sesquilinearform

br : (z,y) — (x,Ty) firce X, ye k.

br ist beschréankt mit ||bp|| = ||T||. Wir bezeichnen by :=
(- T())-

(i) Die Zuordnung L(E,X) 5 T — by € B(X, E;K)
ist eine konjugiert lineare Isometrie.

(ii) Im Falle eines Hilbertraumes H gibt es zu jeder
beschrénkten Sesquilinearform b € B(H, FE;K) genau
einen beschrénkten linearen Operator T € L(E,H), so
daB b= (-,T(-)) ist. Es gilt also

b(z,y) = (z, Ty)

Anmerkung. Wir hatten jeden Vektor z € H die beschrinkte
Linearform (-, z) zugeornet (siche Bem. 1.3.1) Der Darstellungs-
satz 1.3.2 von Fréchet-Riesz besagt, dafi dies eine konjugiert linea-
re Isometrie H =2 H* ergibt.

Wendet man dies Verfahren auf den Vektor Ty, so erhilt man
die Linearform (-, T'y). Betrachtet man hierin y als weitere Varia-
ble, so entsteht die Sesquilinearform by = (-, T(+)).

Diese Bildung kann man fiir jeden linearen Operator T vorneh-
men und erhélt so eine konjugiert lineare Isometrie L(E,H) =
B(H, E;K). Diese Konstruktion ist also die richtige Erweiterung
der konjugiert linearen Isometrie H =2 H*.

firallex e H,y € E.

Beweis. (i) by : X x E — K ist offensichtlich eine
Sesquilinearform. Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt,
daB b1 beschrankt ist:

bz (2, y)| = [(z, Ty)| < ||=[[[I Tyl < /[ T]]ly]l-

fir z € X, y € E. Nach Definition B.1.10 der Norm einer
Sesquilineaform ist ||br|| < ||T|.
Andererseits ist

ITy|* = (Ty, Ty) = br(Ty,y) < bl Tyl |yl

Nach Definition B.2.1 der Norm eines linearen Operators
ist also

1Tyl < [lorlllyll
Also ist | T < [|br |-

(i) Es sei b: H x E — K eine beschrankte Sesquiline-
arform. Fiir y € E ist die Abbildung

firye E.

H >z — b(z,y)

eine beschrankte Linearform, deren Norm hdchsten [|0]|]|y||
ist. Nach dem Satz von Fréchet -Riesz 1.3.2 gibt es genau
einen darstellenden Vektor in H, den wir mit T'y bezeich-
nen, so daB

b(z,y) = (z,Ty) firalleze™
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gilt. Wir erhalten so eine Abbildung T': £ — H.
Wir zeigen, daB T" homogen ist. Man beachte, daB in der
folgenden Rechnung zweimal konjugiert wird. Da

(@, T(\y)) = b(z, Ay) = Ab(, y)

=Mz, Ty) = (x, \(Ty)) firzecXx
ist, und da der darstellende Vektor eindeutig ist, folgt
T(M\y) = M(Ty). Ebenso sieht man, daB T" additiv ist:

(x,T(y1 +y2)) = b(z,y1 +y2) = b(w,y1) + b(z,y2)
= (z,Ty1) + (x, Ty2) = (@, Tys + Typ)

Also ist T(yl + yg) = Tyl + Tyg

Anmerkung. Zu eine Sesquilinearform b kann man ohne weite-
re Vorraussetzungen immer die adjungierte Form b* bilden (siehe
Def. 1.1.2). Mit Hilfe des Darstellungsatzes 2.1.1 iibertragen wir
die Bildung der Adjungierten auf beschriankte Operatoren zwi-
schen Hilbertrdumen.

2.1.2 Festst. (Bildung des adjungierten Operat.)
Es seien 'H ein Hilbertraum, X ein Prahilbertraum.

(i) Zu einem beschrédnkten linearen Operator T €
L(H,X) gehort nach Satz 2.1.1 (i) die Sesquilinearform
br := (-,T(-)). Zu by bilde man die adjungierte Sesqui-
linearform b}.. Zu b, gibt es einen eindeutig bestimmten
darstellenden Operator, den man mit T* bezeichnet, so
daB

br(z,y) = (2, T"y)

ist. Man nennt T* den adjungierten Operator zu T. Es
gilt

firallex e H,y € X

170 = I1]-

(ii) Die Abbildung L(H,X) > T — T* € L(X,H) ist
konjugiert linear und isometrisch.

(iii) Es gilt die sogenannte C*-Identitét
17| = 17>

Anmerkung.
gramm

1. Die Feststellung 2.1.2 (i) besagt, dafl das Dia-

B(X,H;K) 5 b —— b* € B(H, X;K)

LH,X)>T T € L(X,H)
kommutiert. In diesem Diagramm sind alle Pfeile konjugiert linea-

re Isometrien. Da H ein Hilbertraum ist, ist der rechte Pfeil sogar
eine bijektive Isometrie

B(H, X;K) 2 L(X, H)

2. Die Isomtrie 2.1.2 (ii) ist fiir einen Prihiilbertraum X i. a.
nicht surjektiv.

Beispiel: Es sei ¢2(N) der Préhilbertraum der finiten Folgen. Die
isometrische Einbettung S : ¢2(N) — [2(N) ist keine adjungierte
Abbildung.

Beweis. (von Feststellung 2.1.2) (i) Nach Satz
2.1.1 (i) ist die Sesquilinearform

br: Hx X5 (z,y) = (y,Tx) = (Tz,y) (%)
beschrankt und es gilt ||b%.|| = ||br|| = ||T|.
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Nach Satz 2.1.1 (iii) gibt es genau einen darstellenden
Operator T* € L(X,H), so daB

br(z,y) = (z, T"y)

gilt. Ferner st 7| = [[b3]| = [loz ]| = |

firallex e H, ye X

(ii) Die Bildung b — b* der adjungierten Sesquiline-
arform ist konjugiert linear. Die Zuordnung T — by =
(-,T(-)) ist ebenfalls konjugiert linear. Aus der Eindeutig-
keit des darstellenden Operators folgt also:

b(S+T)* = b>(ks+T) = bg + b; = bS* + bT* = b(S*+T*)
und somit (S + T)* = S* + T™. Analog folgt aus
bty = bip = (\br)" = AV = by,

daB \T)* = AT gilt.
Also ist die Bildung der Adjungierten konjugiert linear
und isometrisch nach (i).

(i) Da
1T Tl| < 1T Tl < T[T ]
ist, gilt |77 < [T 7] = |T*.
Andererseits folgt aus (*) und der Schwarzschen Unglei-
chung
| 72| = (T, Tx) = (2, T*Tx)
< T Tzl < 77|,

Also ist ||T'||? < ||T*T|.

Spéter benutzt man die Feststellung 2.1.2(i) in dem wichtigen
Fall zweier Hilbertraume in etwas vereinfachter Form. Wir formu-

lieren dies als eigensténdigen Satz.
2.1.3 Satz (adjungierte Operatoren)
Es seien H und K Hilbertrdume.

(i) Zu jedem beschréinkten linearen Operator T €
L(H,K) gibt es einen eindeutig bestimmten Operator
T* € L(K,H), so daB

(Tz,y) = (x,T*y) firallex e H,ye X

gilt. Man nennt T* den adjungierten Operator zu T'.

(ii) Fiir den biadjungierten Operator T** := (T%)*

gilt
T :=T.
(iii) Die Bildung des adjungierten Operators
LH,K)>T —T" € LK, H)

ist eine konjugiert lineare, bijektive Isometrie der Rdume

L(H,K) und L(K, H).

(iv) Fir die Komposition von Operatoren S €
L(H1, He), T € L(Ha, Hs) gilt

(TS)* = S*T*.
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(v) Wenn T € L(H,K) eine Inverse T~' € L(K,H)
hat, dann ist auch T* invertierbar und es gilt

(T*>—1 — (T_l)*.

Beweis. (i)

(i)

(iif)

(iv)

(v) Es existiere T-1 € L(K,H). Aus TT~! = id und
T~'T = idy folgt nach (iii), daB

(T~HY*T* = (idx)* = idk,
TH(T71)* = (idy)* = idy .

Also ist (T~1)* die Inverse von T*.

Anmerkung. (C*-Algebren) 1. Es sei A eine komplexe Al-
gebra. Eine konjugiert lineare Abbildung T' — T* von A, mit den
Eigenschaften
T =T und (TS)"=S"T"
heiflt ein Involution. A nennt man dann eine involutive Algebra.
2. Eine involutive Banachalgebra A, in der die C*-Bedingung

|T*T| = |T|? fir T € A

erfiillt ist, heif}t eine C*-Algebra. Beispiel von C*- Algebren:
e die komplexen Zahlen C mit der Involution ¢ — C.

e Die stetigen komplexen Funktionen C([0,1]) mit der sup-
Norm und der Involution f + f bilden eine kommutative
C*-Algebra.

e Die Banachalgebra B(H) := L(H) der beschrénkten Opera-
toren auf dem Hilbertraum mit der Involution T +— T ist
eine C*-Algebra.

3. Jede C*-Algebra ist isometrisch isomorph zu einer *-Unter-
algebra der Algebra B(H), fiir einen passenden Hilbertraum H.
Die C*-Bedingung ||T*T|| = ||T||? ist der Schliissel fiir eine mehr
algebraische Theorie der Operatoren auf dem Hilbertraum.

2.1.2

2.1.4 Def. (selbstadjungierte Operatoren L(H)s,)
Es sei ‘H ein Hilbertraum und T € L(H).

(i) T heiBt selbstadjungiert oder hermitesch, wenn
T =T*" ist.

Der Raum L(H)s, der der selbstadjungierten Opera-
toren ist ein R-linearer Teilraum von L(H).

Im Falle K = C reicht es, (Tx,z) € R zu fordern. Aus der

Polarisationsformel folgt dann T = T™.

(ii) Im Falle K = C definiert man den Realteil und
den Imaginéarteil von T':

selbstadj, positive und normale Op.

T+ T

ReT = — 1
2

ImT = ﬂ
21

ReT und ImT sind selbstadjungiert. Es gilt T =
ReT ++ImT.
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(iii) Im Falle K = R bildet man den symmetrischen
und den schiefsymmetrischen Anteil von T':

T+T* .
—5 (symmetrisch)
T-T" ) i
—5 (schiefsymmetrisch).
Anmerkung. 1. Fiir die quadratische Form g¢pr zu einem

Operator T gilt: Reqgr
Rebp # bre T ist.

2. Im allgemeinen kommutieren ReI" und Im 7" nicht. Beispiele
hierfiir findet man bereits bei 2x2-Matrizen.

= grer- Man beachte, dal im allg.

2.1.5 Def. (Ordnung unter Operatoren)
Es seien H ein Hilbertraum und S, T € L(H).

(i) T heiBt positiv, wenn T selbstadjungiert und
(Tx,xy >0 fiir alle x € H.

Man bezeichnet dies mit 0 < T oder T > 0.

(ii) Es seien S, T selbstadjungiert. S heifit kleiner als
T, wenn 0 <T — S ist.
Man bezeichnet dies mit S <T oder T' > S.

Anmerkung. 1. Bei Matrizen ist die Bezeichnung positiv semi-
definit statt positiv iiblich.

2. Im Falle K = C reicht es, (T'z,z) > 0 zu fordern. Aus der
Polarisationsformel folgt dann 7" = T*.

3. Die Relation < ist eine Ordnung auf dem Raum L(H)sa der
selbstadjungierten beschrinkten Operatoren (siehe Orthogonale
Projektoren 2.2.1, siche Ordnung auf den Operatoren 2.4)

4. Im allgemeinen werden Ungleichungen mit Operatoren
zerstort, wenn man sie einseitig von links oder rechts mit einem
positiven Operator multipliziert. Gut geht das nur, sofern die Fak-
toren kommutieren (siche Satz 2.4.5 ) Wenn man die Faktoren aber
symmetrisch links und rechts anbringt, so bleiben Ungleichungen
erhalten. Symmetrisch bedeutet hier, dafl man links mit A* und
rechts mit A multipliziert:

2.1.6 Satz (Symmetrischer Faktoren bei Ungl.)
Es seien H ein Hilbertraum, A, S, T € L(H).

(i) Da
(T*Tx,z) = ||Tz||* fiirz €M

gilt, ist T*T > 0.

(ii) Aus S < T folgt A*SA < A*TA.

(iii) T*T <idy <« |7 <1.

(iv) T"T <idyy & TT* <idy.

(v) Wenn S > 0 ist, so gilt

0<T*ST < ||S||T*T.
Insbesondere gilt fiir beliebiges A:
0 < (AT)*(AT) < | A|PT"T.

Anmerkung. 1. Mit Hilfe der positiven Wurzel aus einem po-
sitiven Operator kénnen wir des obigen Satz auf die Situation
0 < S < T ausdehen (siehe Festst. 2.5.6).

2. Beispiele mit 2x2-Matrizen zeigen, dafl man (T'A)*(T'A) nicht
durch ein Vielfaches von T*T abschétzen kann:

et mefg)
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(AT)*(AT) = [(1] g} — 7T,

wogegen fiir alle ¢ > 0

(ray @) =g

ist.
2.Man bevorzugt die Quadrate in der Reihenfolge T*T ge-
geniiber denen in der Reihenfolge TT*. Fiir die Quadrate T*T
gilt Satz 2.1.6(i):
qrer = |T|”
und fiir die Linksmultiplikation L4 : T — AT gilt Satz 2.1.6(v):

(LAT)*(LAT) < ||A|PT*T.

Fiir die Rechtsmultiplikation R, gibt es eine entsprechende
Abschitzung, wenn man das andere Quadrat TT™* verwendet. Man
bevorzugt aber die Linksmultiplikation gegeniiber der Rechtmulti-
plikation, da die Linksmultipliakation ein Algebrenhomomorphis-
mus ist:

Lpap=LpolLp.

Dagegen ist die  Rechtsmultiplikation ein  Algebren-
Antihomorphismus:

RAB = RB o] RA.
Beweis. (i) Nach Definition der Ordnung gilt

T"T>0 < (T"Tz,z)>0 firxze™H.

(i) Fir z € H gilt:
(A*SAz, z) = (SAz, Ax) < (T Az, Ax) = (A*T Az, z).

(iii) Nach Definition der Ordnung und der Norm eines
Operators gilt

T"T<idy <& fir z € H.
< |Tz| < [l

e i<

(T*"Tzx,x) < (idy z,x)
fir r € H.

(iv) Mit der C*-Identitat | T*T| = ||T* = ||TT~| (sie-
he Festst. 2.1.2 (iii)) und (iii) erh3lt man die Aquivalenzen:

T"T <idy o ||TT*| =T <1
o TT* <idy.

(v) Die Behauptungen folgen sofort aus (i) bzw. (iii).

Anmerkung. 1. Im allgemeinen ist T*T # TT* (siehe
2.1.7[normale Operatoren]). Beispiele hierfiir findet man bereits
bei 2x2-Matrizen:
0 1
r=[5 4

2. Fur T € L(H) folgt aber aus der C*-Identitét 2.1.2 (iii),
daB ||T*T|| = ||TT*|| ist. Eine entsprechende Aussage gilt fiir die
Ordnung (siehe Satz 2.1.6(iv)).

Fiir eine Matrix 7" haben T*T und TT* die gleichen Eigenwerte.
Eine dhnliche Aussage gilt fiir das Spektrum der Operatoren T*T
und TT* (siehe...).

2.1.7 Def. (normale Operatoren)
Es sei H ein Hilbertraum. Ein Operator T' € L(H) heifit
normal, wenn T und sein adjungierter T* vertauschen
(kommutieren):

T =TT".
Anmerkung.

Im Falle K = C gilt:
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T normal <  ReT und ImT vertauschen.

2.1.8 Bem. (Charakterisierung normaler Op.)
Es seien H ein Hilbertraum und T' € L(H). Die folgen-
den Aussagen sind dquivalent.

(a) T ist normal.
(b) ||Tz|| = ||T*x| fir alle x € H.
(c) (Tx,Ty) = (T*x, T*y) fiir alle z,y € H.

Beweis. (a)= (b): |Tz|? = (Tz,Tx) = (z,T*Tz) =
(2, TT*z) = (T*x, T*z) = || T*x|%.

(b)=(c): Im Falle K = C erhilt man dies aus der Po-
larisationsformel 1.1.4 (i) und im Falle K = R aus 1.1.4
(ii).

(¢)=(a): Da (z, T*Ty) = (Tx,Ty) = (T*z,T*y) =
(@, TT*y) fur alle z,y € H gilt, ist T*T = TT".

2.1.9 Bez. (adjunierbare Op. auf Prihilbertr.)
Es seien X, Y Prihilbertriume und T € L(X, D).

(i) T heiBt adjungierbar, wenn es einen Operator S €
hom(Y, X) so gibt, daf

(Tx,y) = (x,Sy) firzeX, ye)

gilt.
S ist eindeutig bestimmt und wird mit meist mit 7™
bezeichnet. Es gilt ||S|| = ||

Im Falle X = ) definiert man weiter:

(ii) T heiBt normal, wenn T adjungierbar ist und
TT* = T*T gilt.

(iif) T heiBt symmetrisch, wenn die zugehoérige Ses-
quilinearform hermitesch ist:

(Tz,yy = (x,Ty) firz,y € X.

Anmerkung. (symmetrisch—selbstadjungiert) 1. Im
Hinblick auf unbeschrinkte Operatoren ist der Begriff selbstadjun-
giert fiir den Hilbertraumfall reserviert. Im Falle unbeschrankter
Operatoren mufl man sorgfiltig zwischen selbstadjungierten und
symmetrischen Operatoren unterscheiden.

2. Man beachte, daf3 die obige Definitionen von normal so nur
fiir beschrankte Operatoren gilt. Bei der Definition unbeschréankter
normaler Operatoren kommen noch weitere Forderungen hinzu.

2.1.10 Bem. (stetige Fortsetz. adjunbierbarer Op.)
Es seien X, Y Préahilbertrdume. T € L(X,)) sei ad-
jungierbar mit der adjungierten S € L(),X). Fiir die
stetigen Fortsetzungen S~, T~ auf die Vervollstdndigun-
gen von X bzw. Y gilt dann

S~ = (T™)*.
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2.1.3 Operatoren von endlichem Rang

2.1.11 Bsp. (adjungierte Matrix)

Es seien H, K endlichdimensionale Hilbertrdume mit
Orthonormalbasen (e, -ep,) bzw (f1, -, fn). Ist T :
H — K ein linearer Operator mit der Matrix A, so
gehort zu T die adjungierte Matrix A*.

Anmerkung. Die Aussage von Beispiel 2.1.11 gilt nur, wenn
beide Basen Orthonormalbasen sind.

Beweis. Firz =3 _, ., € H gilt

Te =Y 6Te, =Y 6.3 (Ten fi)fo
n=1 =1 v=1
=3 (S Tew 16 ) fo
v=1 p=1

Folglich gehort zu T' die n x m—Matrix

A= la,, )i

mit a,,, = (Tey, fu).

Entsprechend gehort zu dem adjungierte Operator 7™ :
K — H die n x m—Matrix

v=1,...,n

B = [b“ﬂy] mlt b,UuV - <T*fl/a e,u>'

p=1,....m

Nach Definition des adjungierten Operators gilt:

by, = <T*fu,e#> = <fuaT€u> = <T€uafV> =

Ty -

Also ist B die adjungierte Matrix zu A:

2.1.12 Bem. (Adjungierte einer Linearform)

Es sei ¢ eine beschréinkte Linearform auf dem Hilbert-
raum H. Nach dem Darstellungssatz 1.3.2 von Fréchet-
Riesz gibt es genau einen darstellenden Vektor y, € 'H,
so daB

QD(Z’) = <xayap> fiir x € 'H.

Die adjungierte Abbildung ¢* : K — ‘H hat die Form

P A= Ay, fiir A e K.

Somit gilt

90*90 T QP(«T)?J@ = <x’y<p>ytp'

09" = (Yo p) = lloll-
Identifiziert man, wie iiblich, L(K, H) = H, indem man
einen Vektor y € H mit der linearen Abbildung y : A —
Ay identifiziert, so folgt

©" =Yy, und yp=(,y,) =¢.
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2.1.13 Bez. (Rang einer linearen Abbildung)

Es seien V, W K-Vektorraume. Der Rang einer linearen
Abbildung T' € hom(V, W) ist die Vektorraumdimension
des Bildraumes:

Rang T := dim Bild 7.
Wir sagen, T hat endlichen Rang, wenn RangT" € N ist.
Anmerkung. Wenn 7T injektiv ist, so ist RangT = dim V.

2.1.14 Bem. (Rang der Adjungierten)
Es seien 'H ein Hilbertraum, X ein Préhilbertraum und
T € L(H,X) habe endlichen Rang. Dann gilt

Rang T*T = Rang TT* = Rang T* = Rang T
Beweis. Da dimBild7T = RangT € N ist, gilt X =

BildT @ (BildT)t (siehe Folgerung 1.2.18). Wir zeigen,
daB Kern T* = (Bild T)* ist:

yeKemT* & 0= (z,T"y)=(TX,y) firzeH
& ye (BildT)*.
Aus X = BildT & KernT* folgt, daB Bild(T*) =

T*(Bild T') ist und daB T™*|g;;q 7 injektiv ist. Hieraus folgt
Rang T = dim(7T*(BildT')) = dim Bild 7' = RangT.

Weiterhin ist Rang T7*T = dim(7*(BildT')) = Rang T
Da RangT™* € N ist, folgt analog

H=BildT* & KernT.
Da T'|gjjq 7+ injektiv ist. erhalten wir

Rang TT* = dim(7T Bild T*) = dim Bild T*
= RangT* = RangT.

2.1.15 Bsp. (Gramsche Matrix)
Es sei X ein Préahilbertraum. Zu xq,...x, € X bildet
man die Gramsche Matriz

G: [(J;M,myﬂ“:l'“n

v=1l...n"
Der Rang der Gramschen Matrix ist geich der Anzahl

der linear unabhéngigen Elemente in {z1,...,2,}:

Rang G = dimlin{xy,..., 2, }.

Beweis.
mit

Man bilde die lineare Abbildung 7" : ¢ — X

T: ()i =Y Lty
v=1

Die adjungierte Abbildung T : X — (% und T*T € L(¢}
haben die Form

T:y— ((y,20)p=1,

7T (fz/)ﬁ:l = Z<xu7xu>5u~
pn=1
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Die Matrix von T*T beziiglich der Standardbasis des ¢3 ist
also die Gramsche Matrix:

G: [(zwx,,ﬂﬂ:l"'n

v=1...n"

Nach Bemerkung 2.1.14 ist also

Rang G = Rang T*T = Rang T = dimlin{xy,..., 2, }.

2.1.16 Bsp. (orthogonaler Proj. auf lin{e;,...,e,})
Es sei X ein Préhilbertraum. Fiir ein Orthonormalsy-
stem {ey,...,e,} in X hat der orthogonale Projektor
P, auf den Unterraum lin{ey,...,e,} die Gestalt:

Px = Z(x,e,,) firx € X.

v=1

Beweis.

2 BESCHRANKTE LINEARE OPERATOREN
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2.2 BildT und KernT™

2.2 Bild7T und KernT™*
2.2.1 Orthogonale Projektoren

Anmerkung. (direkte Summen und Projektoren) 1. Der
Vektorraum V sei die direkte Summe V = Vi @ Vo zweier Un-
terrdume V7 und Va. Jeder Vektor v € V' hat also eine eindeutige
Darstellung

v =21 +v2 mitwv; € Vi, va € V.

Zu dieser Zerlegung von V in eine direkte Summe gehoren die
Abbildungen P; : V' — V, die jedem Vektor seine Komponenten
zuordnen:

P:v— vy

(i=1,2),
Die P; sind linear und idempotent, d.h.

P?=P, <« P|BildP; =idgjg P;

und komplementdr, d.h.
idy = P1 + P».

2. Ein idempotenter Operator P € hom(V) heifle ein Projektor.
Es gibt immer die beiden trivialen Projektoren 0 und idy .

Wenn P ein Projektor auf V ist, dann ist V = Bild P ® Kern P.

3. Wenn P ein Projektor ist, dann ist auch @ := idy —P ein
Projektor:

Q% = (idy —P)? =idy —2P + P2 =idy —P = Q.

Zwei Projektoren P, Q mit id, = P + @ heiflen komplementdre
Projektoren.
4. Fur P, @ € hom V sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) P und Q sind komplementédre Projektoren.
(i) P+ Q =idy und PQ = 0.
(iii) P und @ sind Projektoren und

Kern P = BildQ, Bild P = Kern Q.

(iv) P und @ sind Projektoren. Es gilt PQ = QP = 0 und V hat
die Zerlegung V = Bild P ¢ Bild Q.

2.2.1 Bez. (orthogonaler Projektor)
Es sei X ein Prahilbertraum.

(1) Ein Projektor P € L(X) heifle ein orthogonaler
Projektor, wenn

Bild P L Kern P

gilt. Fiir einen orthogonalen Projektor P ist also X =
Bild P & Kern P eine orthogonale direkte Summe.

(ii) Ist Y C X ein linearer Teilraum und gilt X =
Y @ Y+, so nennen wir den zugehérigen Projektor

Py:x—y firzr=y+zeXmitye), ze Y+
den orthogonalen Projektor auf den Unterraum ).

Anmerkung. In der Theorie der Hilbertrdume kommen idem-
potente beschrinkte lineare Operatoren, die nicht orthogonal sind,
selten vor. Daher ist es hier iiblich, die orthogonalen Projektoren
kurz als Projektoren zu bezeichnen. Auf Grund der Aquivalenzen
in Feststellung 2.2.2 und Satz 2.2.3 ist i.a. klar, daf} ein betreffen-
der Projektor orthogonal ist.

2.2.2 Festst. (Char. orthogonaler Projektoren)
Es sei X ein Préhilbertraum und P € hom X idempo-
tent. Dann sind dquivalent:

(a) P ist ein orthogonaler Projektor.
(b) Bild P L Kern P.
(¢) (Pz,x) = ||Px|? fiir alle x € X.

o
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(d) 0 < (Pz,z) fir allex € X.
(e) P ist beschrinkt und | P|| < 1.

Beweis. (a)=(b) ist offensichtlich.

(b)=(c): Da Bild P L Kern P ist, gilt

(Pz,(idy —P)z) =0 < (Pz,z)=|Pz|*

(¢)=(d) ist offensichtlich.

(d) = (b): Fiir y € Bild P ist y = Py. Fur y € Bild P,
z € Kern P und 0 < t folgt aus

0 < (P(ty + 2), ty + 2) = £*||y[|> £ t{y, 2),

daB
+(y, 2) < ]yl
ist. Fir ¢t | O folgt hieraus (y,z) = 0. Also ist Bild P L
Kern P.
(b)=(e): Fiir alle z € X ist Pz L (idxy —P)z. Nach
dem Satz von Pythagoras folgt hieraus

|Pz|* < [|Pz|® + ||(idx —P)a|* = [l«|* firz € X.

Also ist ||P|| < 1.

(e)=(a): Fir y € Bild P ist y = Py. Fir y € Bild P,
z € Kern P und 0 < t folgt aus

Iyl = 1Py £ t2)|* < [|1PP[ly + =]
= |lyll” £ 2t Re(y, 2) + £*| 2||

daB
+2Rely, z) < t]|z]°

ist. Fir ¢ | O folgt Re(y, z) = 0.

Im Fall K = C gilt entsprechend Im(y, z) = Re(y,iz) =
0.

P ist also beschrankt, idempotent und Bild P L Kern P.

Nach Bezeichnung 2.2.1 ist P ein orthogonaler Projektor.

Anmerkung. Im Falle eines Hilbertraumes kann man die ortho-
gonalen Projektoren mit Hilfe des adjungierten Operators charak-
terisieren. Zusétzlich zu den Charakterisierungen 2.2.2(a)-(e) gilt
dann:

2.2.3 Satz (orthogonale Projektoren)
Es sei H ein Hilbertraum und P € L(H) sei idempotent.
Dann sind dquivalent:

(a) P ist ein orthogonaler Projektor
(@) P>0.

(f) P=P*.

(g) P ist normal.

(h) Kern P = Kern P*.

Beweis. (a)=(d’): Aus Bild P L Kern(idy —P) folgt

(Px,y) =

Also ist die Sesquilinearform (z,y) — (Pz,y) hermitesch.
Mit Feststellung 2.2.2 (d) folgt nun P > 0.

(Px, Py) firx,y € H.
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(d) = (f) und (f) = (g) sind klar.

(g) = (h) Da P normal ist, gilt ||Pz| = ||P*z|| fir alle
X € H. Folglich ist Kern P = Kern P*.

(h) = (a) Wir zeigen, daB (Bild P)*+ = Kern P* ist:

y€KemP* < 0= (z,Py)=(Px,y) fircxeH

&  ye (BildP)t.

Also ist Bild P L Kern P. Nach Bezeichnung 2.2.1 ist P
ein orthogonaler Projektor.

2.2.4 Satz (Ordnung unter orth. Projektoren)
Es sei H ein Hilbertraum und P, Q € L(H) orthogonale
Projektoren.
(i) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) Esist P <Q.
(b) Fir z € H ist |[Px| < |Qx].
(c) Es ist Kern@Q C Kern P.
(d) Es ist Bild P C Bild Q.
(e) Es gilt QP = P.
(f) Es gilt PQ = P.
(g) Q — P ist ein orthogonaler Projektor.
(ii) In diesem Fall ist Bild @ = Bild P @ Bild(Q — P)
eine orthogonale direkte Summe.

Bezeichnung. Man bezeichnet den obigen Fall 2.2.4 auch kurz
mit

Bild Q © Bild P := Bild(Q — P).
Bild Q & Bild P ist das relative Orthogonalkomplement von Bild P
in Bild Q:

Bild Q © Bild P = Bild(idy —P) N Bild Q
= (Bild P)1 NnBild Q.

Beweis. (i) (a)< (b): Da P und @ orthogonale Pro-
jektoren sind ist P = P* = P2 und ebenso Q = Q* = Q?
(siehe Satz 2.2.3 (f)). Fiir x € H folgt aus P < @Q:

|Pz||*> = (P*Pz,z) = (Px,z)
<{Qz,z) = (Q*Qz, ) = [|Qz|*.

(b) = (c) ist offensichtlich.
(¢)=(d): Aus Kern @ C Kern P folgt fiir die senkrech-
ten Raume:

Bild P = (Kern P)* C (Kern Q)" = Bild Q.
(d) = (e): Da Q| Bild @ = idgiia ¢ ist, erhdlt man:
BildP CBildQ = QP=P.

(e) < (f): Adjungiert man die Gleichung QP = P so
folgt PQQ = P und umgekehrt.
(f) = (g): Q — P ist selbstadjungiert und idempotent:

(Q—P)? =Q*-QP-PQ+P*=Q-P-P+P=Q-P.

Nach Satz 2.2.3 (f) ist P — @ ein orthogonaler Projektor.
(g) = (a): Da @ — P ein orthogonaler Projektor ist nach
Satz 2.2.3 (d") 0 < @ — P und somit P < Q.
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(i) Da Q — P < Q ist, ist nach (i)(d) Bild(Q — P) C
Bild Q. Da auch Bild P C Bild @ ist, folgt

Bild P + Bild(Q — P) C Bild Q.
Anderseits gilt
Qr=Px+(Q —P)x firxzeH.

Also ist Bild P + Bild(Q — P) = Bild Q.
Da

(Pz,(Q—P)y)=(z,P(Q—P)y) =0 firz,yeH

gilt, ist Bild P L Bild(Q — P). Also ist Bild Q = Bild P ®
Bild(Q — P) eine orthogonale direkte Summe.

2.2.5 Satz (Produkt und Summe orth. Proj)
Es sei H ein Hilbertraum und P, @ € L(H) orthogonale
Projektoren. Dann gilt:

(i) Die komposition PQ ist genau dann ein orthogo-
naler Projektor, wenn PQ = QP ist.
In diesem Fall ist Bild PQ = Bild P N Bild Q.

(ii) die folgenden Aussagen sind édquivalent:

(a) Die Summe P+ Q ist ein orthogonaler Projektor.
(b) PQ =0.

(c) Bild P L BildQ

In diesem Fall ist Bild(P + @) = Bild P ¢ Bild Q.

Beweis. (i) Wenn PQ ein orthogonaler Projektor ist,
so ist PQ = (PQ)* = QP (siehe Satz 2.2.4).

Wenn PQ = QP so ist PQ idempotent und selbstad-
jungiert:

(PQ)? =P?Q*=PQ und (PQ)"=QP=PQ.

Nach Satz 2.2.4 ist PQ ein orthogonaler Projektor.

(i) (a)=(b): Da P < P+ Q und P + Q orthogonaler
Projektor ist, gilt P(P+ Q) = P, d.h. PQ = 0 (siehe Satz
2.2.4).

(b) & (c) Da PQ = 0 ist, ist

(Pz,Qy) = (x, PQy) =0 fiir z,y € H.

Somit ist Bild P 1 Bild Q. Offensichtlich gilt auch die
umgekehrte SchluBweise.

(b)=(a): Es sei PQ = 0 und somit auch QP =
(PQ)* = 0. Da P + @ selbstadjungiert und idempotent
Ist:

(P+Q)P=P*+PQ+QP+Q*=P+Q,

ist P 4+ @ ein orthogonaler Projektor (siehe Satz 2.2.3).
Nach Satz 2.2.4 (ii) ist

Bild(P + Q) = Bild P & Bild((P + Q) — P)
= Bild P & Bild(Q).
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2.2.2 Isometrien und partielle Isometrien

2.2.6 Bez. (Isometrie)
Es sei X', Y Prahilbertrdume. Ein linearer Operator V' €
L(X,)) heiit eine Isometrie, wenn

V| = ||| fir z € M.

Anmerkung. 1. Eine surjektive Abbildung V :

(Va,Vy) =

X — Y, fiir die

(z,y) firz,yeX

gilt, ist linear und isometrisch.
2. Beachte: Eine Isometrie ist nicht notwendig surjektiv, wie das
Beispiel 2.2.7 des Shift-Operators zeigt.

2.2.7 Bsp. (Shift-Operator)
(i) Der Shift-Operator S : £5(Ng) — £2(Np) mit

SI($0,$1,$2,...)F—> (0,:170,(131,$2,...)

ist isometrisch aber nicht surjektiv.
Der Adjungierte Operator S* heifit der Rickwdirst-
Shift und hat die Form

S (y03y17y27"') = (yl,y%"')

S™* ist nicht injektiv, aber die Einschrénkung von S* auf
den Unterraum ei = {(0,y1,¥2,...) € £2(Ng)} ist iso-
metrisch. Man sagt, S* ist eine partielle Isometrie (siehe
Bez. 2.2.11)

(ii) Da jeder separable unendlichdimensionale Hil-
bertraum isometrisch isomorph zum I3(Np) ist, findet
man den Shift-Operator in vielerlei Gestalt auf anderen
Hilbertrdumen wieder.

(iii) Eine solche Realisierung des Shift-Operators
erhédlt man durch den Multiplikationsoperator M, auf
dem Hardy-Raum H?(D):

Zu der identischen Funktion z € A(D
Multiplikationsoperator

) bilde man den

M. : H*(D) — H*(D) mit  M.(f)(C) = ¢f(Q)

fir f € H*(D) und ¢ € D. Wir schreiben kurz zf :=
M. (f).

Die Potenzen (2")nen, bilden eine Orthonormalbasis
des H?(D). Die Hilbertriume I5(Ng) und H?(D) sind
isometrisch isomorph unter dem Isomorphismus

EQ(NO) o HQ(D)’ (an)nENo = f= Z a,z"

Unter diesem Isomorphismus entspricht dem Shif-
Operator S € L(¢2(Np)) der Multiplikationsoperator
M, € L(H*(D)).

2.2.8 Bem. (Adjungierte einer Isometrie)
Es seien 'H ein Hilbertraum, X ein Préhilbertraum und
Vel(H,X).

(i

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

)
(a) V zst eine Isometrie
(b) V*V =idy.

(c) V: 'H — Bild V' hat die Inverse V*|Bild V.

Gerd Wittstock, UdS, FR 6.1 Mathematik,

Lineare Operatoren auf dem Hilbertraum, WS 02/03

23

(d) V ist injektiv und V*|BildV ist eine Isometrie.

(ii) Fiir eine Isometrie V' ist
X = Bild(VV*) @ Bild(idy —VV*)

eine orthogonale direkte Summe. Die Projektoren auf

die Summanden sind VV* und idy -V V™.
(iii) Fiir eine Isometrie V ist
BildV = Bild(VV™),
Kern V* = Bild(idy —VV™)

und es gilt die Orthogonalzerlegung

X =BildV @ Kern V*.

Beweis. (i) (a) < (b): Aus der Polarisationsformel 1.1.1
und der Definition der Adjungierten gilt

V' Isometrie
& (Va,Vy) = (z,y)
&S V'V =idy

fur z,y € 'H.

(¢) ist nur eine andere Formulierung von (b).
(d) & (b):

IV*Vz| = |V fir z € M.
& (VVa, V*'Vy) = (Va,Vy) fir z,y € H.
& Vo, VV*'Vy) = (Va,Vy) fir z,y € H.
& VV*Vy=Vy firy € H.

S VvV =V & VYV =idy.
Letzteres folgt, da V' nach Voraussetzung (c) injektiv ist.
(ii) Da fiir alle y,z € X

(VV*y, (2 = VV*2)) = (V*y, V*2) = (VV*y, VV*2) =

gilt, ist Bild(VV*) L Bild(idy —VV*). Da firy € X
y=VV*y+ (idx —VV™¥)y
gilt, ist X = Bild(VV*) + Bild(idx —VV™). Somit ist
X die orthogonale direkte Summe von Bild(VV*) und
Bild(idxy —VV*) und VV* bzw. idy —VV* sind die Pro-
jektoren auf die Komponenten.
(iii) Da V*V =idy ist, folgt
yeBIdV & y=VV*y.
Also ist Bild V' = Bild(VV*). Genauso folgt
y € KernV*

& y=(idy —VV*)y.

Also ist Kern V* = Bild(idy —
X =BildV & Kern V*

V*). Aus (ii) folgt nun

2.2.9 Folg. (bijektive Isometrie)
Es seien ‘H, K Hilbertrdume und V € L(H,K). Dann
sind dquivalent:
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a) V ist eine Isometrie von 'H auf K.

(a)

(b) V* ist eine Isometrie von K auf H.
(¢) V und V* sind Isometrien.

(d) Bs gilt V*V = idy und VV* = idg.
(e)

e) V* ist die Inverse zu V.

Anmerkung. Ein wichtiger Spezialfall sind die isometrischen
Abbildungen eines Hilbertraumes auf sich.

Beachte: Wenn der Raum H unendlichdimensional ist, so muf}
man in 2.2.10 (d) beide Gleichungen U*U = idy und UU* = idy
fordern.

2.2.10 Bez. (unitdrer Operator)
Eine bijektive isometrischr Abbildung eines Hilbert-
raumes auf sich heiflt ein unitdrer Operator. Im Fall
K = R nennt man U auch einen orthogonalen Opera-
tor.

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) U ist unitér.
(b) U* ist unitér.

(¢) U und U* sind Isometrien.
(d) U*U = UU* = idy

(e) U ist bijektiv und U~ = U*.

Beweis. (der Folgerung 2.2.9) (a) &
aus Bemerkung 2.2.8 (i) (a) und (d).

(b): Dies folgt

(b) = (c): Wenn V* eine Isometrie ist, so ist, wie oben
gezeigt, auch V** eine Isometrie.

(¢) & (d):
(d) < (e) ist offensichtlich.

(¢)= (a): Nach Bemerkung 2.2.8 (iii) ist K = BildV &
Kern V* und nach Voraussetzung ist Kern V* = 0.

Dies folgt aus Bemerkung 2.2.8 (i) (a) und (b).

2.2.11 Bez. (partielle Isometrie)
Es seien H, K Hilbertrdume.

(1) Ein Operator V' € L(H, K) heifit partielle Isome-
trie, wenn es einen Unterraum ) C H gibt, so dafl

V|Y:Y — K isometrisch und V|Y*+ =0

ist.

Da V|Y isometrisch ist, ist auch V|Y~ isometrisch.
Man kann also ohne Einschrinkung ) als abgeschlossen
vorraussetzen.

(ii) In diesem Fall ist Kern V' = Y+ und V*V ist die
orthogonale Projektion auf ) (siehe Bez. 2.2.1)

Beweis. (ii) Da Y ein abgeschlossener Unterraum ist, ist

H =Y @Y. Essei Py die orthogonale Projektion auf ).
Da V|Y+ =0 ist, ist Y C Kern V.
Esseiz=y+2€KemnV mityecYund z€ Yt Aus

lyll =IVyl = Vy + Vz|| = [[Vz]| = 0

folgt KernV C Y+, Also ist Kern V = Y+.
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Firzr=y+z€Hmityec)Yund z € Y+ ist

(V*Va,z) = [Va|* = [Vy|* = ly)* = (y,2)
= <Py$,l‘>.

Hieraus folgt V*Va = Pyz. Also ist V*V ist die orthogo-
nale Projektion auf ).

2.2.12 Satz (partielle Isometrie)
Es seien H, K Hilbertrdume und V € L(H, K). Die fol-
genden Aussagen sind dquivalent:

(a V ist eine partielle Isometrie.
b

)
(b) V
(c)
(d)

V' ist ein orthogonaler Projektor.
VV* ist ein orthogonaler Projektor.
d) vV

* ist eine partielle Isometrie.

Beweis. (a)< (b): Nach Bezeichnung 2.2.11 (ii) gilt
(a) = (b).

Wir zeigen (b) = (a): Es sei Y := BildV*V. Da V*V
ein orthogonaler Projektor ist, ist Kern V*V = Y+ und

H =Y ®Yt. (siehe Bez. 2.2.1) Da

(V*Vyy) = (y.y) = ylI> firyed,
Vz||> = (V*Vz,2) =0 fiirze Yt

2
Vyl™ =

ist, ist V' eine partielle Isometrie.
(b) < (c): Da

(V*Vz,x) = ||Voc||2

gilt, ist Kern V = Kern V*V. Da V*V ein Projektor ist, ist

Kern V*V = Bild(idy —V*V). Also ist V (idy —V*V) =
0. Hieraus folgt nun
(VV*2 =V(VVI)V* =Vidy V¥ = VV*,

Nach Satz 2.2.3 (f) ist VV* ein orthogonaler Projektor.
Vertauscht man in der Implikation (b) = (c) die Rollen
von V* und V = V**, so erhdlt man (c) = (b).
(¢) < (d): Man wende die Aussage (a) < (b) auf V* an.

2.2.3 Linkstriger und Bildprojektion
2.2.13 Festst.
Es seien 'H ein Hilbertraum, X ein Préhilbertraum und
T € L(H,X). Dann gilt
(i) KernT = (Bild T*)+
(ii) BildT* = (KernT)+
(iii) H = BildT*®Kern T ist eine orthogonale direkte

Summe.
Beweis. (i) Nach Definition des Adjungierten Operators
folgt
BildT*)*: ={z e H| (z,T*y) =0 fiiry € X}

={zeH|(Tz,y)=0 firye X}
= KernT.
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(ii) Hieraus und Satz 1.2.19 (iii) folgt fiir den AbschluB von
Bild T*:

BildT* = (BildT*)** = (KernT)*.

(iii) Nach dem Zerlegungssatz 1.2.19 (i) erhilt man die
Orthogonalzerlegung

H =KernT @ (KernT)* = Kern T @ BildT™.

2.2.14 Bem. (dichtes Bild)
Es seien ‘H, K Hilbertrdume und T € L(H,K). Dann
sind dquivalent:

(a) T ist injektiv und Bild T ist dicht in K.
(b) T* ist injektiv und Bild T* ist dicht in H.

2.2.15 Bez. (Rechttriger und Bildprojektion)

Es seien H, K Hilbertrdume und T € L(H,K. Zu der
orthogonalen Zerlegung H = KernT & (KernT)* bzw.
K = BildT @ Kern T* gehéren die Projektoren auf die
Komponenten.

(i) Der orthogonale Projektor:

Pr = Pgggp: K — BildT = (Kern T%)*

mit  Kern Pr = (BildT)*
heifit der Linkstrager oder die Bildprojektion von T. Es
gilt PrT =T.

(ii) Der orthogonale Projektor

Pr- = Pemryt : H — (Kern T)t  mit
Kern Pr = KernT'

heifit der Rechstiriger von T. Es gilt TPr« =T.
Da (KernT)L = BildT* ist, ist der Rechtstriger von T die
Bildprojektion von T*. Die Bezeichnung Pr« fiir den Rechtstrager

von T ist also sinnvoll.

(iii) Fiir einen normalen Operator T € L(H) ist
KernT = Kern T*(siehe Bem. 2.1.8). Also sind Rechts-
und Linkstrager gleich . Pr heifit in diesem Fall der
Tréger von T

2.2.16 Bem. (Vertauschung mit der Bildprojekt.)
Es sei H ein Hilbertraum und R, T € L(H).

(i) Wenn R mit T und T* vertauscht, dann vertauscht
R mit den Bildprojektionen Pr und Prpx.
Weiterhin gl]t PTPR = PRPT-

(ii) Wenn T normal ist und RT = TR ist, dann gilt
PrR = RPr.

Beweis. (i) 1. Aus RT = TR folgt RBildT C
Bild T und somit PrRPr = RPr. Aus RT* = T*R folgt
RKernT* C KernT* = (BildT)*. Also gelten die Glei-
chungen

PrRP; = RPy.
(idy —Pr)R(idyw —Pr) = R(idy —Pr).
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Aus der zweiten Gleichung folgt:

PrRPr = PrR.

Also ist RPr = PrR.

(i) Adjungiert man die Gleichung RPr = PrR, so folgt
PrR* = R*Pr. Wir in 1. gezeigt, folgt aus diesen beiden
Gleichungen PrPr = PrPr.

(iii) Aus RT = TR folgt RBildT < BildT und
RKernT C KernT. Da T normal ist, gilt KernT =

KernT* = (Bild T)*. (siehe Bem. 2.1.8). Also gelten die
Gleichungen

PrRPp = RPr,
(idy; — Pr)R(idy —Pr) = R(idy — Pr.

Wie in (i) folgt hieraus RPr = PrR.

Anmerkung. Es sei V ein Vektorrraum und 7' € hom(V). Ein
Unterraum Vo C V heifit ein invarianter Unterraum von 7', wenn
TV CV ist.

Noch hilfreicher ist eine Zerlegung V' = Vp @& Vi in Unterrdume,
die unter T invariant sind.

Im Fall eines Hilbertraumes fragt man nach orthogonalen Zer-
legungen in invariante Unterrdume:

2.2.17 Bez. (reduzierender Unterraum)
Es seien ‘H ein Hilbertraum, X C H ein Unterraum und
T € L(H). Man sagt X reduziert den Operator T', wenn

TXCX und TX+tcxt

ist. Mit anderen Worten: X und X' sind invariant unter
T.

Man beachte, wenn X den Operator 1" reduziert, dann
reduziert X auch den adjungierten Operator T*:

"X cX und T*xtcxt

und der adjungierte Operator der Einschrinkung T'|X
ist die Einschrinung T%*|X des adjungierten Operators
T.

2.2.18 Bem. (reduzierender orth. Projektor)

Es seien H ein Hilbertraum, T € L(H) und Q € L(H)

ein orthogonaler Projektor. Dann sind dquivalent

(a) QT =TQ.

(b) (idy —Q)T =T (idy —Q).

(¢) TBildQ C Bild@ und TKern@ C Kern@. D.h.,
der Unterraum Bild Q reduziert den Operator T'.

(d) TBildQ C BildQ und T* BildQ C Bild Q.

In diesem Fall sagt man auch, der orthogonale Pro-
jektor Q) reduziert den Operator T.
Beweis. (a)< (b) ist offensichtlich.

(a) < (c) Aus SQ = QS folgt

SBildQ C Bild@Q und SKern@ C Kern@
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Andererseits folgen hieraus die Gleichungen
SQ=0QSQ und QS(idy—-Q)=0

und somit SQ = QSQ = SQ.
(a) < (d): Aus SQ = QS folgt S*Q = QS*. Aus diesen
Gleichungen folgt

SBildQ ¢ BildQ und S*BildQ ¢ Bild Q.

Andererseits folgen hieraus die Gleichungen
SQ=QSQ und S*'Q=0QS*Q
und somit SQ = QSQ = (QS*Q)* = QS.

Anmerkung. (Operatormatrizen) Man kann die Begriffe in-
varianter Unterraum und reduzierender Unterraum sehr pragnant
mit 2 X 2-Operatormatrizen beschreiben.

Der Hilbertraum H ist die direkte Summe aus dem abgeschlos-
senen Unterraum X und dem senkrechten Raum X-. Man schrei-
be die Elemente von H = X @& X1 als 2-tupel

xr = Bl} mit x1 € X und a:zeXJ‘.
2

Zu dem Operator T' € L(XG}.XL bilde man die vier Komponenten

Ty1 := PyTPx T12 := PxTPy.
To1 := Py 1 TPx Ti2:=Py1 TPy
und schreibe diese in Form einer Operatormatrix T = {%1 E; ]
Beachtet man, dal Operatoren nicht kommutieren, so gelten fiir
Summe und Produkt von Operatormatrizen die tiblichen Rechen-
regeln. Insbesondere gilt also

Ty — Ty Tig| |z1| _ [Tuzy + Ti2ao
To1  Ta2| |z2 To1x1 + Thowe

Zu dem adjungierten Operator gehort die adjungierte Matrix:
T — [T1:1 T2il:|'
T73 Ty
Dies kann man folgendermaflen einsehen:

Rechnung ...
X ist genau dann invariant unter 7', wenn T5; = 0 ist. D. h.,
T = [T(l)l %2] ist eine obere Dreiecksmatrix.

X reduziert den Operator T' genau dann, wenn 772 = 0 und

Ti2 = 0sind. D.h., T = {Tél T(2)2]

ist eine Diagonalmatrix.
2.2.19 Satz (Monotonie der Bildprojektion)

Es seien H ein Hilbertraum, S, T € L(H) und Q € L(H)
ein orthogonaler Projektor. Dann gilt

(i) Aus 0 < S < T folgt Ps < Pr.
(ii) Aus =T < S < T folgt Ps < Pr.

Anmerkung. 1. Aus Satz 2.2.19 (ii) folgt natiirlich (i) wir
werden fiir (i) aber einen unabhingigen Beweis geben.

2. In Folgerung 2.5.18 wird mit anderen Mitteln eine schérfere
Aussage hergeleitet.

Satz 2.2.19 (i) kann man auch leicht beweisen, wenn man die
positive Wurzel S1/2 verwendet (siche Satz 2.5.2):

Aus 0 < S < T folgt ||(idy —Pr)S(idy —Pr)|| = 0. Mit der
C*-Gleichung folgt hieraus

. 2 . .
l|(ids —Pr)S*/2||” = ||(id — Pr)S(ids —Pr)|| = 0
und somit

S = (822 = Pr(S'/?)% = PrS.
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Beweis.
folgt

(i) Aus der Reidschen Ungleichung 2.4.4

1Sz))* = (S°x,z) < [|S[(Sz, ) < |S|(Tw, )
fir x € H. Also ist KernT' C Kern S und folglich
Bild S = (Kern S)* C (KernT) = Bild T.

(siehe Festst. 2.2.13). Nach Definition der Bildprojektion
folgt mit Satz 2.2.4 Ps C Pr.

(i) Es gelte
-T<S<T. (%)

Multipliziert man die Ungleichung (*) symmetrisch mit
idy —Pr so folgt

0 < (idy —Pr)S(idy —Pr) < 0.

und somit

Multipliziert man die Ungleichung (*) symmetrisch mit
tPr +t~1(idy —Pr), so folgt fiir t > 0 mit (*):

—t*T < t*S + PrS(idy —Pr) + (idy —Pr)SPr < t*T
Fiir t — 0 erhdlt man
PrS(idy —Pr) + (idy —Pr)SPr =0 (k)
Addiert man die Gleichung (xx) und (*#x), so folgt
S = PrSPr und folglich S =PrS=S5Pr.

Also ist Pg < Pr.
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2.3 Nach unten beschrinkte Operatoren

Wir untersuchen Operatoren 7' mit abgeschlossenem
Bild. Eine engverwandte Frage ist, wie man einem be-
schréinktem linearen Operator T € L(H,K) ansechen
kann, ob er eine beschriankte Inverse hat.

1. Ein einfache Antwort auf die Frage nach der In-
versen ist, da3 T' injektiv und surjektiv sein muf. Aus
der linearen Algebra wiefl man, dafl dann die Inverse
T~ existiert und linear ist. Wir werden spéter zeigen,
daB die Inverse sogar beschrinkt ist (siehe Prinzip der
offenen Abbildung).

Fiir einen konkreten Operator T ist es i. allg. schwie-
rig, die Surjektivitdt dadurch nachzuweisen, dafl man
die Gleichung Tz = y fir y € K explizit 16st, d.h. ein
Losungsverfahren angibt.

Die Untersuchung der homogenen Gleichung Tz =
0 ist meistens einfacher. Wenn diese nur die triviale
Losung hat, ist T injektiv. Wenn H endlichdimensio-
nal ist, reicht es aus, da3 7" und 7™ injektiv sind, um zu
schlieflen, dal T" bijektiv ist. Im Fall dimH = dim K <
oo reicht es sogar zu zeigen, dafl T injektiv ist (siehe
Lineare Algebra).

Wenn H und K unendlichdimensional sind versagen
die Schluflweisen aus der linearen Algebra, wie das Bei-
spiel 2.3.2 zeigt. Wenn der adjungierte Operator 7™ in-
jektiv ist, dann liegt Bild T im Zielraum K i. allg. nur
dicht. Wir werden die Forderung ,T" ist injektiv“ soweit
verschérfen, dafl wir schlieflen kénnen, T ist injektiv und
Bild T ist abgeschlossen. Wenn Bild T" abgeschlossen und
dicht in K ist, so ist BildT = K. Mit diesem Kriterium
kann man hiufig zeigen, dafl ein Operator T bijektiv ist,
ohne ein explizites Losungsverfahren fiir die Gleichung
Tz =y zu kennen.

Dies Kriterium beinhaltet, dafl man die Norm ||7Tz||
auf der Einheitssphére ||z|| = 1 durch eine Konstante
¢ > 0 nach unten abschétzen kann. Man sagt hierfiir, T
ist nach unten beschrdinkt.

Anmerkung: Diese Forderung ist auch notwendig. Wir
werden spiter das Prinzip der offenen Abbildung ken-
nen lernen, und daraus folgern, daf} injektive Operatoren
T € L(H,K) mit abgeschlossenen Bild nach unten be-
schrinkt sind. Wir erinnern, Beschrianktheit nach oben
besagt, dafl T stetig ist. Die Beschrénktheit nach unten
besagt, dafl T : H — Bild T offen ist.

2. Nach unten beschriankte Operatoren T haben abge-
schlossenes Bild und und eine beschriankte Linksinverse.
Unter allen Linksinversen zu T gibt es genau eine, die
man mit 7 bezeichnet, derart daB ||77(7)|| minimal
ist. Diese Linksinverse T(7) ist beschrinkt und T77(")
ist der orthogonale Projektor auf Bild T". Deshalb heifit
T auch die orthogonale Linksinverse von T'.

3. Wenn T nicht injektiv ist, untersucht man, ob die
Einschriankung T'|(Kern T)* nach unten beschriinkt ist.
Die optimale untere Schranke von 7'|(Kern T')* heif}t der
Minimalmodul v(T') von T. Wenn v(T') > 0 ist, so gibt
es die orthogonale Linksinverse zu T|(Kern T)*, die man
die Pseudoinverse von 1" nennt.

Wir werden jedoch den Minimalmodul und die Pseu-
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doinverse unabhéngig von den vorangehenden Entwick-
lungen herleiten und untersuchen. Das ist einmal schnel-
ler getan, als alle Zitate aufzubereiten. Der entscheiden-
de Grund ist aber die Symmetrie in den Eigenschaften
von T und T%, die erst in dieser allgemeinen Situation
gegeben ist. Es ist y(T) = v(T™*) und die Adjungierte
der Pseudoinversen von 7' ist die Pseudoinverse von T*.

4. Allgemeiner betrachten wir am Ende dieses Ab-
schnittes die Frage, wann sich ein Operator S iiber einen
anderen Operator T faktorisieren 148t. D. h., wann gibt
es einen beschrinkten Operator A, so dafl S = AT ist
und wie kann man unter den moglichen Losungen eine
optimale eindeutig charakterisieren? Auch hier ist eine
Abschitzung zwischen ||Sz|| und ||Tz|| der Schliissel.

Der Fall S = id ergibt die Frage nach der Linksinver-
sen zu 1" und der Fall S = Pge 1)+ fiihrt auf die Frage
nach der Pseudoinversen von 7. Ein anderer Spezialfall
ist die Polarzerlegung 2.5.3 eines Operators. Solche Fak-
torisierungen helfen bei der Charakterisierung von Ord-
nungsidealen (siehe Satz 2.5.17) und Operatoridealen.

2.3.1 Inverse und Linksinverse

2.3.1 Bez. (nach unten beschrinkt)

Es seien H, K Hilbertraume. Ein Operator T' € L(H, K)
heifit nach unten beschrénkt, wenn es gibt ein 0 < ¢ < oo
gibt, so daf

clz|| < ||Tz|| fir z € H.
Man nennt ¢ eine untere Schranke von T.
2.3.2 Bsp. (nicht nach unten beschréinkter Op)

Auf dem ¢5(Np) definiere man einen beschrinkten Ope-
rator T" durch

T: (En)n — (277%6,),  fiir (€2)n € £o(No).

Es ist ||T|| = 1. Da T ist injektiv und selbstadjungiert
ist, folgt:

BildT = (Kern T*)* = {0}* = /5(No).
(siehe Bem. 2.2.14). T ist aber nicht surjektiv, da z. Bsp.
Y= (27" pen, € l2(Np) aber y¢BildT
ist. Als mogliche Losung der Gleichung Tx = y kidme
nur die Folge (1,1,...) & ¢2(Np) in Frage.

2.3.3 Lemma (nach unten beschrinkt)

Es seien 'H, K Hilbertrdume und T € L(H,K). Wenn T
nach unten beschrénkt ist, dann ist KernT = {0} und
Bild T ist abgeschlossen.

Anmerkung. Die allgemeinere Aussage lautet: Wenn der Mini-
malmodul (T > 0 ist, dann ist Bild T" abgeschlossen (siehe Lem-
ma 2.3.11)

Beweis. Da T nach unten beschrankt ist, gibt es ein
¢ > 0, derart daB

cllz|| < ||Tx| fir xz € H.
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T ist offensichtlich injektiv.
Wir zeigen, daB Bild T' abgeschlossen ist: Es sei (yn)n
eine Cauchy-Folge in Bild T und y := lim v,. Es gibt eine

Folge (z,), in H mit Tx,, = y,. Fir n,m € N gilt:
2 = 2w < ¢ THIT (@0 = 2zm) | = ¢ Hlya = ymll-

Also ist (x,,), eine Cauchyfolge in H. In dem Hilbertraum
‘H existiert der Grenzwert z := lim z,, und es folgt

n—oo

Tx=T lim z, = lim y, =y.
n—oo n—oo

2.3.4 Festst. (Existenz des Inversen Op.)
Es seien H, K Hilbertraume und T € L(H, K).

(i) Dann sind dquivalent:

(a) T hat eine beschrinkte Inverse.

(b) Bild T ist dicht in K und T ist nach unten be-
schrankt.

(c) T* ist injektiv und T ist nach unten beschrinkt.

ii) Im Fall (i) gilt:
(i) g
|77'|7' = max{c| c untere Schranke von T}.

(iii) Im Fall (i) gilt: Die Adjungierte T* ist nach unten
beschrankt mit derselben unteren Schranke wie T.

Anmerkung. 1. Es seien H, K Hilbertraume und T €
L(H, K) ein bijektiver Operator. Aus dem Prinzip der offenen Ab-
bildung bzw. dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt, dafl
die Tnverse T—! beschrinkt ist.

Zu den dquivalenten Aussagen (a) - (d) in Festst. 2.3.4 kommen
noch die folgenden beiden Aussagen hinzu:

(a’) T ist bijektiv.

(b”) T* ist bijektiv.

2. Man kann auch den Operator T*T oder TT* fiir weitere
Charakterisierungen heranziehen (siehe Festst. 2.3.7).

3. Zur Aussage (iii) sieche Folg. 2.3.13).

Beweis. (i) (a)=(b): Da fiir alle z € H
] = |7~ || < |77 ||| 7]
gilt, ist ¢ := ||T~1||~! eine untere Schranke fiir T'.

(b) = (a): Da T nach unten beschrankt ist, ist T : H —
Bild T injektiv. Es sei S : BildT — 'H die Inverse. S ist
linear und beschrankt, da nach Voraussetzung

1 1 ) ,
[Syll < gllTSyll = EIIyH fiir y € Bild 7.

ist. Es ist ||S]| < c™ 1.

Nach Lemma 2.3.3 ist BildT" abgeschlossen. Da nach
Vorrausetzung BildT in K dicht liegt, ist BildT =
BildT = K. Also ist T invertierbar und S ist die beschrank-
te Inverse von T

(b) < (c): Nach Feststellung 2.2.13 (iii) ist

K =BildT & KernT™.
Somit gilt:

BildT =K <« KernT* = {0}

Gerd Wittstock, UdS, FR 6.1 Mathematik,

Lineare Operatoren auf dem Hilbertraum, WS 02/03

2 BESCHRANKTE LINEARE OPERATOREN

(i) In dem SchluB (a)=-(b) wurde gezeigt, daB
|T=1)|"" eine untere Schranke ist.

In dem SchluB (b) = (a) wurde gezeigt, daB jede untere
Schranke ¢ < |71 " ist.

(i) Nach Satz 2.1.3 (v) ist (T*)~! = (T—1)*. Aus die-
ser Gleichung und (ii) folgt nun die Behauptung iiber die
untere Schranke von T*

Anmerkung. (beschrinkte Inverse von T € L(H)) Wenn
dim’H endlich ist, so folgt fiir lineare T" : H — H aus der
Rangformel, daf§ 7" genau dann injektiv ist, wenn es surjektiv ist.

Das Beispiel 2.2.7 des Shift-Operators S : ¢2(Ng) — ¢2(No)
zeigt, dafl dieses Prinzip in unendlichdimensionalen Hilbertraum-
en nicht mehr gilt. Da S eine Isometrie ist, ist S nach unten be-
schréankt. S ist aber nicht surjektiv.

Daher benétigt man in Feststellung 2.3.4 (b) bzw. (c) aufler
der Beschrianktheit von 7" nach unten i. allg. noch eine weitere
Bedingung.

Eine Ausnahme hiervon bilden die normalen Operatoren (siche
Folg. 2.3.5)

2.3.5 Folg. (nach unten beschr. normale Op.)
Es seien 'H ein Hilbertraum und T € L(H) normal. Dann
sind dquivalent:

(a) T hat eine beschrinkte Inverse.
(b) T ist nach unten beschrinkt.

Beweis. (a)=-(b) erhilt man aus der obigen Feststel-
lung 2.3.4 (a) und (c).

(b) = (a): Da T nach unten beschrénkt ist, ist T" injek-
tiv. Nach Bemerkung 2.1.8 ist KernT' = KernT™. Nach
Feststellung 2.3.4 (c) existiert also T~! € L(H).

2.3.6 Bez. (Linksinverse)
Es seien H, K Hilbertriume. Ein Operator T' € L(H, K)
heifit linksinvertierbar — genauer: beschrankt linksinver-
tierbar, — wenn es einen Operator A € L(KC,H) so gibt,
daB

AT =idy

gilt. Der Operator A heifit dann eine beschrdnkte Links-
inverse von T'.

2.3.7 Festst. (Linksinverse)
Es seien H, K Hilbertrdume und T' € L(H, K).

(i) Dann sind dquivalent:
(a) T ist nach unten beschrinkt.

(b) Es gibt ein ¢ > 0, so daff ¢ idy < T*T ist.

(c) T*T ist nach unten beschrinkt.

(d) T*T hat eine beschrinkte Inverse.

(e) T hat eine beschrinkte Linksinverse.

(ii) Im Fall (i) ist T(-) := (T*T)~'T* eine beschréink-
te Linksinverse von T'. Es ist

-1
T = max{c| ¢|jz| < ||Tz| firz e H.}
Man nennt T(-) die orthogonale Linksinverse von T.

Anmerkung. 1. T hat genau dann eine beschridnkte Links-
inverse, wenn der Minimalmodul y(7") > 0 und Bild T* dicht in H
ist (siehe Lemma 2.3.11).
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2. Die Linksinverse T(~) aus Feststellung 2.3.7(d) werden wir
noch anders charakterisieren (sieche Bem. 2.3.9).

Beweis. (i) (a)=>(b) und (b)=(c) Es gelte

clz|| < ||Tx|| firz e H.

Dann folgt
2 2 * *
Al < |\ Ta|” = (T*Tw,z) < || T*Tx| ||
und somit ¢?idy < T*T und

Azl < | T*Tx| fiir z € H.

(¢)=(d): Da T*T selbstadjungiert und nach unten be-
schréankt ist, hat T*T eine beschréankte Inverse (siehe Folg.
2.35).

(d) = (e): Der beschrankte Operator

T = (T*T) 1T,
ist eine Linksinverse zu T', denn es gilt
TOT = (T*T) ' T*T = idy, .
(e)=(a): Es sei A € L(K,H) eine beschrankte Links-
inverse von T'. Da

]| = [[ATz|| < [|A[ | T=]| firz € H

gilt, ist ||A]~" eine untere Schranke von T'.

(i) T := (T*T)~'T* ist eine beschrinkte Linksin-
verse von T' (vgl. auch (i)(d)).

Es sei ¢ eine untere Schranke von T'. Fiir y € Bild T,
x € H mity =Tz und z € (BildT)" gilt

_ 2 ) 2 2
1Ty +2)[" = ITOylI” = ||l
< 2| Tal® = 2yl

_ 2 2 — 2
< <2yl + 1201 = ¢ 2lly + 21"

Also ist ¢ < [T~

Im Beweis (i) (¢) = (a) wurde gezeigt, daB ||T(’)||_1 ei-
ne untere Schranke von T ist. Also ist [T()[| " die groBte
untere Schranke von T'.

2.3.8 Bem. (Rechenregeln: Linksinverse)
Es seien ‘H, K Hilbertrdume, T € L(H,K) sei linksin-
vertierbar und A € L(K,H) sei eine Linksinverse. Dann
gilt:

(i) Der Operator TA : K — Bild T ist idempotent mit
BildTA = BildT und KernTA = Kern A. Es ist

K =BildT @ Kern A

eine direkte Summe von abgeschlossenen Unterrdumen,
die aber nicht notwendig orthogonal sind.

(ii) Fir C € L(K,'H) ist auch
B:= A+ C(idg —TA)

eine Linksinverse von T. Jede Linksinverse B ist von
dieser Gestalt, denn es gilt B = A+ B(idx —TA).
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Anmerkung. Wenn dim(Bildt)* = oo ist, so kann man den
Operator C' in Bemerkung 2.3.8 (ii) auch unbeschrinkt wéhlen,
und erhélt so eine unbeschrankte Linksinverse.

Beweis. (i) TA ist idempotent, da

(TA? =T(AT)A =Tidy A=TA

gilt. Dann ist (idg —T'A) ebenfalls idempotent und K ist
die direkte Summe der abgeschlossenen Unterrdaume

BildT A = Kern(idg —TA),
Bild(idg —T A) = Kern T A.

Aus T = (TA)T, folgt BildT = BildTA und aus A =
A(TA), folgt Kern A = Kern T A. Also ist £ = BildT @
Kern A.

(i) Essei B := A+ C(idx —TA). Aus T = T AT, folgt
BT = AT +C(id —TA)T = idy +C(T — TAT) = idy, .

Also ist B eine Linksinverse von T'.
Fiir eine beliebige Linksinverse B gilt

B=A+(B—idyA) = A+ B(idgc —TA).

2.3.9 Bem. (Charakterisierung von 7(~))
Es sei H, K Hilbertrdume. T € L(H,K) sei nach unten
beschrinkt und T~ sei die orthogonale Linksinverse
von T (siehe Festst. 2.3.7 (ii)).

Es sei A € hom(K, H) eine linksinverse Abbildung zu
T. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) A=T0)

(b) Kern A D (BildT)*.
(c) TA= Pgiar-

(@) |TA] < 1.

Beweis. (a)= (b) gilt nach Definition von T(=) (siehe
Festst. 2.3.7 (ii)).

(b)=(c): Da T nach unten beschrinkt ist, ist Bild T
ageschlossen (siehe Lemma 2.3.3). Fir y € BildT, z € H
mit Tz =y und z € (BildT)* gilt

TA(ly+2)=TAy =Tz =y = Peaar(y + 2).

Also ist TA = PgjlaT.

(¢)=(d): Da TA = Pgjar ein orthogonaler Projektor
ist, ist ||TA|| <1 (siehe Festst. 2.2.2 (e)).

(d)=(a) Da A ist eine Linksinverse von T ist, ist TA
idempotent und BildTA = Bild T' (sieche Bem. 2.3.8 (i)).
Aus ||TA|| < 1 folgt nun, daB T'A ein orthogonaler Projek-
tor ist (siehe Festst. 2.2.2 (e)). Also ist TA = Pgjqr.

Da T nach unten beschrankt ist, hat 7*1T eine be-
schrinkte Inverse (siehe Festst. 2.3.7 (i)(d)). Aus der Glei-
chung

T*TA=T"Pgiar = T"Pkernr)r =T"

folgt nun A = (T*T)~'T* = T(-). (siehe Festst. 2.3.7
(i)).
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Anmerkung. (Charakterisierungen von T(~)) Es sei T €
L(H, K) nach unten beschrinkt und Bild T" abgeschlossen.

1. Wie fiir jeden orthogonalen Projektor gilt fiir Pgjjq 7 die Mi-
nimumformel (siehe Lemma 1.2.13)

I1Peiiary —yll = llz —yll

min
2€Bild T
und Pgjq 7y ist durch diese Gleichung eindeutig bestimmt.

Da TT(=) = Py ist, ist  := T(7)y das eindeutig bestimmte

Element in H, fiir das

T% — y|| = min ||Tz —
1Tz — yl| gg}ll z — 1y

ist.
2. Wenn (zy)n eine Folge in H ist, fiir die das Funktional
Hozw— || Tz — 1y
gegen sein Minimum konvergiert:

A ([Tzn —y|l = min Tz —y],

dann ist die Folge (T'zy)n eine Cauchy-Folge (siche Festst. 1.2.12).
Da T nach unten beschrénkt ist, ist auch () eine Cauchy-Folge.
Es ist also
Ty =%= lim zn.
n—oo

3. Es sei A eine Linksinverse von T'. Da alle Linksinversen auf
Bild T iibereinstimmen, ist

T2 .= APp

2.3.2 Minimalmodul

Anmerkung. Wenn T € L(H,K) nicht injektiv ist, so zerlege
man den Raum H = KernT @ (KernT)» und wendet die obige
Feststellung auf die injektive Abbildung Ty := T|(KernT)+ an.
Es ist Bild T' = Bild Tp.

Die Suche nach der gréfiten unteren Schranke von Tj fiithrt zur
Definition des Minimalmoduls v(7"). Wir lassen auch den Fall zu,
dafl Ty nicht nach unten beschrénkt ist und setzen dann v(7') = 0.

2.3.10 Def. (Minimalmodul)
Es seien H, K Hilbertrdume und T' € L(H, K). Die Zahl

Y(T) := max{c | ¢||z|| < ||Tz| fiir alle z € (KernT)*}
= inf{||Tz|| | x € (Kern T)*, ||z|| = 1}.

heiB3t der Minimalmodul von T Dies ist eine sehr wért-
liche Ubertragung der englischen Bezeichnung fiir (T):
minimal modulus = minimaler Betrag

Anmerkung. 1. Minimalmodul ist eine sehr wértliche Ubert-
ragung der englischen Bezeichnung fiir v(7T): minimal modulus =
minimaler Betrag
2. Es sei T € L(K,H). Aus der Vollstiandigkeit von H und K
gilt:
(T)>0

Wir zeigen hier die einfachere Richtung:

<  BildT abgeschlossen.

2.3.11 Lemma (positiver Minimalmodul)
Es seien ‘H, K Hilbertrdume und T € L(H,K). Wenn
~(T) > 0 ist, dann ist Bild T abgeschlossen.

Beweis. Es sei (y,)n eine Cauchy-Folge in Bild T und
y := lim y,. Es gibt eine Folge (x,,), in (KernT)* mit
Tz, = y,. Firn,m € N gilt:

= 2]l < AT) T (@0 = 2l = YT) " lyn = ymll-
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Also ist (x,,), eine Cauchyfolge in (Kern 7). In dem abge-
schlossenen Unterraum (KernT) existiert der Grenzwert
lim x, und es folgt

n—oo

T =

Tr=T lim z, = lim y, =yv.
n—oo

n—oo

2.3.12 Festst. (Pseudoinverse)
Es seien 'H, K Hilbertrdume und T € L(H,K) und T #
0.

(i) Dann sind dquivalent:
(a) %(T) > 0.
(b) Es gibt genau ein A € hom (K, H), so daf3

AT = Pgemmry. und A|(BildT)" =0

ist. Man nennt A die Pseudoinverse von T

(c) Es gibt einen beschrinkten Operator B €
L(K,H), so daBB BT = Pgern1)s ist.

Dann ist 0 < | B ™" < ~(T).

(ii) Im Fall (i) gilt weiterhin: Die Pseudoinverse A ist
beschrdnkt mit

Al = (1)~

Anmerkung. Wenn T € L(H,K) injektiv und ~(T) > 0 ist,
dann ist 7" nach unten beschrénkt und die die orthogonale Links-
inverse T'(=) ist gleich der Pseudonversen von 7' (siehe Bem. 2.3.9).

und TA= PBildT-

Beweis. (i) (a)= (b): Wenn es einen derartiges A €
hom(/C, H) gibt, dann gilt

Ay =z firyeBildT, z € (KernT)* mit Tz =y

und A : (BildT)t — 0.

Nach Lemma 2.3.11 ist Bild T" abgeschlossen und folg-
lich K =BildT @ (Bild T")*.

Wir priifen, ob A : BildT — (KernT)‘ wohldefiniert
ist. Fiir z € (KernT)* gilt ||z|| < ~(T)~!(|Tz||. Wenn
also 1,75 € (KernT)* sind, mit Tx; = Ty, so ist

lw1 = @2l < Y(T)~H| Ty — Tz = 0.

Daher ist A : BildT — (KernT)* ein wohldefinierter
Operator.
Wir schitzen die Norm von A : K — (KernT')* ab: Fiir
y €BildT, z € (KernT)* mit Tx = y und z € (Bild T+
gilt
2 2 2 - 2
IAGy + )1 = [|AylI” = ll=]|” < 1(T)7*|| T
_ 2 - 2 2
= (D)2 llyl” < @)l + 1211
= (1) ly + =II*.
Also ist ||A| <~(T)~ %
Fiir dieser Operator A € L(K, H)gilt also

Permt)t = AT und  A|(BildT)" =0
und A ist hierdurch eindeutig bestimmt.
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2.3 Nach unten beschrinkte Operatoren

Fiir y € BildT, z € (KernT)* mit Tz = y und z €
(BildT)* gilt

TA(y+2) =Tz =y = Puar(y + 2).

(b) = (c) ist offensichtlich.
(c) = (a) Fiir x € (KernT)* gilt

loll = | BTl < || B[ T]].

Also ist 0 < ||BH71 <~(T).

(
(i) Im Beweis von (i)(b) haben wir ||A|| < y(T)~! ge-
zeigt. Nach (i)(c) ist v(T)~! < ||A|. Also ist v(T)~! =
1Al

Fiir y € BildT, z € (KernT)* mit Tz = y und z €
(BildT)* gilt

TA(y+2) =TAy =Tz =y = Peuar(y + 2).

Also ist TA = Pgjlq .-

2.3.13 Folg. (minmaler Modul von T%)
Es seien ‘H, K Hilbertrdume und T' € L(H,K). Dann
gilt

(i) Es sei v(T)) > 0 ist und A € L(K,H) die Pseu-
doinverse von T'. Dann ist y(T*) = v(T) und A* ist die
Pseudoinverse von T*.

(ii) Es gilt immer ~v(T) = v(T*).
Beweis. (i) Nach Feststellung 2.3.12 (ii) gilt fiir die
Pseudoinverse A die Gleichung
TA = Pgiar = Pern 1)L+
und somit A*T™ = Pgern+)+- Da
Kern A* = (Bild A)* > (Kern T)** = Kern T

gilt, ist A* die Pseudoinverse von T*.
Weiterhin folgt ~(T*) = ||A*||—1 _ ||A||_1 — (7).
(ii) Nach Teil (i) gilt: Wenn ~«(T") > 0 oder y(T™*)

>0
ist, so ist Y(T™*) = ~(T). Also gilt immer v(T™*) = ~(T).
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2.3.3 Faktorisierung eines Operators

2.3.14 Festst.
Es seien G, H, K Hilbertrdume und S € L(H,G), T €
L(H,K). Es gelte S*S < T*T, d.h.

|Sz|| < ||T=| fiirz € H.

(i) Dann gibt es genau einen linearen Operator A €
hom(K, G), so daB

S =AT und A|BildT)*: =0

ist. Der so bestimmte Operator A ist beschrédnkt mit
[A] < 1.

(ii) Im Fall H = G = K gilt weiterhin: Wenn R €
L(H) mit S, T vertauscht und R(BildT)* c (Bild T")*
ist. dann vertauscht R mit A.

(iii) Im Fall H = G = K gilt: Wenn R € L(H) mit S,
T und T vertauscht, dann vertauscht R mit A.

Beweis. (i) Wenn es ein derartiges A gibt, dann gilt
Ay = Sz fir alle z € H mit Tx = y. Wir definieren daher
A :BildT — Bild S durch

A:y— Sz firzeH, yeBildT mity =Tz,

und A : (BildT)*t — 0. Da K = BildT @ (Bild T")* ist,
miissen wir nur priifen, ob A auf BildT" wohldefiniert ist.
Fir z € H gilt

|Se|? = (5" Sz, a) < (T"Ta,z) = ||Ta|”

Wenn also 1,29 € H sind, mit Tz; = Txo, so ist
|Sz1 — Sz2|| < ||Txy —Tx2|| = 0. Daher ist A|BildT
ein wohldefinierter Operator.

Wir schatzen die Norm von A ab. Es gilt

2 2 2 2 2

[ACy +2)II” = [[Ay[]” = |S2|” < [|T=]]" = ||yl
2 2 2
< yll” + 120" = lly + =l

fiiry = Tx € BildT und 2 € (Bild T)L. Also ist ||A]| < 1.
Da BildT @ (Bild T)* in K dicht ist und H vollstindig
ist, hat der beschrankte lineare Operator A genau eine ste-
tige Fortsetzung zu einem Operator aus L(/C, H). Wir be-
zeichnen diese eindeutige Fortsetzung wieder mit A.
Dieser Operator A € L(K,H) erfiillt also die Bedingun-
gen
S=AT und A|BildT)* =0

und ist hierdurch eindeutig bestimmt.

(ii) Es seien H = K. Fiir R € L(H) gelte
RS=SR, und RT=TR, RIT*=T"R.

Ohne Einschrankung sei ||R|| < 1. Dann ist R*R < idy
und folglich

(RS)*(RS) = S*(R*R)S < §*S < T*T.
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Nach (i) gibt es also genau einen Operator B € L(H) mit
RS = BT und B|BildT = 0.

Wir zeigen, daB RA = B und AR = B ist:

1. Da

RS = RAT und RA|(BildT)* =0

gilt, ist RA = B.
2. Da R(BildT)* C (BildT)™ ist, folgt
RS = SR = ATR = (AR)T,
ARBIAT)* ¢ ABIldT)* = 0.
Also ist RA = B.

(iii) Aus RT* = T*R folgt R(KernT*) C KernT*. Da
(BildT)+ = Kern T* ist, folgt die Behauptung aus (ii).

2 BESCHRANKTE LINEARE OPERATOREN

Gerd Wittstock, UdS, FR 6.1 Mathematik, Lineare Operatoren auf dem Hilbertraum, WS 02/03 Version: 7. Februar 2003



2.4 Ordnung auf den Operatoren

2.4 Ordnung auf den Operatoren

1. Nach Satz 2.1.1 ist die Norm eines Operators T €
L(H) gleich der Norm der zugehorigen Sesquilinearform
br(z,y) := (x,Ty). Man kann aber auch die Norm der
zugehorigen quadratische Form ¢r(x) := (x,Tx) be-
trachten:

lar|l = {lgr(z)| | = € H und |[z]| <1}.

Offensichtlich gilt |lgr|| < ||T|.

Auf reellen und auf komplexen Hilbertraumen gilt fiir
selbstadjungierte T immer ||T|| = ||qr]|.

Der Raum L(H)s, der selbstadjungierten Operatoren
ist also linear isometrisch zum Raum der beschrénkten
quadratischen Formen auf H.

2. Der Raum L(H)s, hat nach Definition auch diesel-
be Ordnung wie die quadratischen Formen. Letztere ist
die Ordnung unter reellen Funktionen.

Dem identischen Operator idy entspricht die quadra-
tische Form ||-||>. Die beschrinkten quadratischen For-
men ¢ bilden einen Ordnungseins-Raum (siehe Abschn.

. 2 .
C) mit [|-||” als Ordnungseins:

ldl <1 & —lz]® < @) < o] fiir alle o € .

Der Isomorphismus T +— g macht L£(H)s, zu einem
Ordnungseins-Raum. Wir untersuchen diese Ordnung

auf L(H)sa.

3. Wir formulieren die Regeln fiir die Ordnung auf
L(H)sa ohne Bezugnahme auf die quadratischen For-
men. Dies macht zunéichst die Aussagen pragnanter und
die Formeln werden kiirzer!

Wichtiger ist aber, dal man mit Operatoren Regeln
leicht formulieren kann, die sich mit quadratischen For-
men nur duflerst umstédndlich beschreiben lassen. Dies
betrifft alle Aussagen, in denen Produkte, Inverse, Po-
tenzen und Wurzeln vorkommen.

Der wichtigste Grund, die Ordnung abstrakt als Ord-
nung unter Operatoren zu beschreiben, ist, dafl das Pro-
dukt die Ordnung schon eindeutig festlegt. Wir werden
zeigen:

FEin selbstadjungierter Operator T ist genau dann po-
sitiv, wenn er ein Quadrat ist:

T>0 <& esezistiert S € L(H)ga mit T = S°.

2.4.1 Ordnungseinsraum L(H)g,

Anmerkung. Um die Ordnung auf den selbstadjungierten Ope-
ratoren zu beschreiben benutzen wir die Begriffe des geordneten
Vektorraumes und des Ordnungseins-Raumes(sieche Abschn. C).

Anmerkung. 1. Im Falle K = C folgt aus der Polarisationsfor-

mel
larll <71l < 2llgr |-
Fiir beliebige T' € L(H) kann man diese Abschétzung nicht ver-
bessern, wie das folgend Beispiel zeigt:
2. Beispiel: In l% bilde man den Operator
T:z+— (z,e1)ea mit T :z+— (x,e2)er.
T ist nicht normal:

T*T :x— {(x,e2)ea und TT":x+— (z,e1)er.

Es ist ||T]| =1 und ||qr|| = %
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3. Im Fall K = R gibt es schiefsymetrische Operatoren 0 # S =
—S* € L(H). Fiir dies ist gs = 0.

Ein Beispiel hierfiir ist der Operator S = T — T*, wobei T
der Operator aus dem obigen Beispiel (3.) ist. Betrachtet man S
auf dem R? mit dem Standardskalarprodukt, so ist ||S|| = 1 und
qgs = 0.

4. Auf reellen und auf komplexen Hilbertrdumen gilt fiir selbst-
adjungierte T immer ||T|| = ||lgr]|

Im Falle K = C gilt diese Gleichung auch fiir normale Operato-
ren T (siehe...)

2.4.1 Festst. (Norm der quadratischen Form)

Es sei H ein Hilbertraum und T = T* € L(H). Dann
ist die Norm von T gleich der Norm der zugehdrigen
quadratische Form qr : © — (Tx, x):

IT[| = sup{[(Tz, z)| | z € H und |lz|| <1}

Beweis. Einerseits gilt immer

lar| = sup [Re(Tz,z)[< |[T].
l=ll<1

Andererseits erhalt man fiir die hermitesche Sesquilinear-
form by mit der Polarisationsformel 1.1.4 (ii) und der Par-
allelogrammidentitdt 1.1.3 die Abschatzung

Re(Tz,4)| = [(T(x ), +3) — (T~ 9),2 )|
< Jlarll 3 (e -+ P + 1 — ol1)

1 2 2
= ||qT||§(||~”U|| +1lyll)

= llgr|l fir z,y € H mit ||z]| = [ly| = 1.

Somit ist | T < |ler |-

2.4.2 Satz (Ordnungseinsraum L(H)s,)

Der Raum L(H)s, der selbstadjungierten beschrénkten
Operatoren auf einem Hilbertraum H ist ein Ordnungs-
einsraum mit der Ordnungseins idyy:

Ball(L(H)sa) = {T € L(H)sa | —ids < T < idp}

Anmerkung. Fir T =T* € L(H) gilt also
|IT|| = min{c > 0 | —cidy < T < cidy}.

Beweis. Essei T =T* € L(H). Nach Feststellung 2.4.1
und der Definition der Ordnung 2.1.5 auf L(H)s, gilt:

ITH<1 & —(e.0)< (Te2) < (v2) firzeH

& —idy < T <idy.

2.4.3 Folg. (Norm und Ordnung auf L(H)s,)
Es sei 'H ein Hilbertraum.

(i) Fiir ein T € L(H)sa sind die folgenden Aussagen
dquivalent

(a) 0<T.

(b) ||eidy —T|| < ¢ fiir alle ¢ > || T

(¢) [T idye =T < || 7.

(d) Es gibt ein ¢ > |T||, so daf ||cidy —=T|| < ¢ gilt.
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(ii) Der positive Kegel L(H)4 ist abgeschlossen.
(iii) Es seien (Sy), und (T},), konvergente Folgen in
L(H). Aus

S, <T, firneN folgt lim S, < lim T,.

n—oo n—oo

(iv) Die Ornung ist archimedisch, d.h., wenn S < 1T
fiir allen € N, so ist S < 0.

Beweis. Die Folgerung ergibt sich sofort aus der Bemer-
kung C.2.3.
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2.4.2 Produkt und Inverse positiver Operator.

Anmerkung. Die Ordnung unter den Operatoren und das Pro-
dukt von Operatoren harmonieren nur unter Einschrdnkungen.

1. Wenn 0 < S und 0 < T ist, so ist i.a. ST nicht selbstadjun-
giert. Wenn ST positiv ist, mufl notwendigerweise ST = (ST)* =

TS sein. Wir werden zeigen (siehe Satz 2.4.5) )
0<S, 0<T, ST=TS = 0<ST.

2. Man kann Ungleichungen i.a. nicht quadrieren, d.h. aus 0 <
S <T # S2 < T2 Ein Beispiel hierfiir findet man bereits in

den 2x2-Matrizen:
1 0 2 1
o<lo o <[t 1]

Aber fiir die Quadrate gilt keine Abschétzung:

1 0 5 3
o o %5 3
Wir werden aber sehen, daf3 die Ungleichungen fiir die Quadrat-
wurzel erhalten bleiben (siehe Satz 2.5.10 )

3. Zwei selbstadjungierte Operatoren S und T haben i.a. keine
kleinste obere Schranke. Ein Beispiel hierfiir findet man bereits in
den 22-Matrizen:

0 0
T= {0 J .

10
5=l o]

Untere Schranken von S und T sind

-1 2 0 0
A= = .
va ] o-[o )
Annahme: Es gédbe eine groBte untere Schranke M. Aus
0<M<ZS,T folgt M=0.

Da A indefinit ist, ist A ﬁ 0 = M im Widerspruch zur Annahme.

Man kann zeigen: Wenn zwei nxn-Matrizen S, T ein groBte untere
Schrank haben, dann gilt S < T oder T" < S und die kleinere von
beiden ist die groBte untere Schranke.

2.4.4 Satz (Reidsche Ungleichung)
Es seien H ein Hilbertraum, S, T € L(H). Wenn 0 < S
und ST =TS ist, dann gilt

[(STz,z)| < ||T||(Sz,z) firx e H.

Anmerkung. Unter den Voraussetzungen der Reidschen Un-
gleichung gilt:

1. Die Sesquilinearform bg(z,y) := (Sz,y) ist ein beschrénktes
Semiskalarprodukt auf H:

bs(z,y) < [ISI(z,2) % (y,y) .

2. Der Operator T hat beziiglich des Semiskalarproduktes bg
dieselbe adjungierte Abbildung 7™ wie beziiglich des Skalarpro-
duktes (-, -):

bs(Tx,y) = (STx,y) = (T'Sz,y) = (Sz, T"y)
=bg(z, T"y).

3. T ist auch bziiglich des Semiskalarproduktes bg beschriankt
und die entsprechend Norm ist kleiner oder gleich ||T|.

1 1
|bs(Tz,y)| < bs(Tx, Tx)2bs(y,y)2
= bs(T* T, ) Tbs(y, y)

Aus der Reidschen Ungleichung folgt
o L 1 1
<NT*T(|2bs(z,2)2bs(y, y) 2.

1 1
= Tlbs(z,z)2bs(y,y)2.
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Beweis. 1. Zur Vereinfachung behandeln wir zunichst
den Fall, daB 7' = T™ ist. Nach Voraussetzung gilt

ST?" =7T%"S fiirn € N.

Da 0 < S ist, ist die Sesquilinearform bg(z,y) := (Sx,y)
positiv semidefinit. Wir wenden die Schwarzsche Unglei-
chung auf bg an und erhalten

o—(n+1)

ST z,2) 2" < (ST 2, 7% 2)2 """ (Sz, z)

<ST2n+1x’ x>2—(n+1) <S.7j, x>27(n+1)

IN

fiir n € Ny. Induktiv folgt also
(STz,z)| < (ST* z,2)* "(Sz,z)' 2"

fir n € N. Wenden wir nun die Schwarzsche Ungleichung
auf das innere Produkt (T%"z, Sz) = (ST?"z,z) an, so
erhalten wir

n

n, 277 -n - _9—mn
(ST, )| < || |l=|® " [|S2||* (S, 2)' >
<\ T\ fll* |1S2|*  (Sa )"
fir n € N. Fir n — oo folgt nun
(ST, x)| < ||T|[(Sx, ). (%)

2. Nun sei T € L(H) mit ST = TS. Dann ist auch
ST* = (T'S)* = (ST)* = T*S. Wir wenden wieder die
Schwarzsche Ungleichung auf die positiv semidefinite Ses-
quilinearform bg an und erhalten mit (%)

(ST, )| < (STx, Tz)? (S, z)*
= (S(T*T)x, z)é (Sx, :17>%
< (1T T|(S, ) * (S, )b = | T)(Sa, ).

2.4.5 Satz (Produkt vertauschender pos. Op.)
Es seien ‘H ein Hilbertraum, R, S, T € L(H).

(i) Wenn 0< S, 0 <T und ST =TS gilt, dann ist
0<ST.

(i) Wenn < S < T, und RS = SR, RT = TR gilt,
dann ist
RS < RT.

Beweis. (i) Es seien 0 < S, 0 < T und ST = TS.
Ohne Einschrénkung sei |T'|| < 1. Nach Satz 2.4.2 ist
OSTSldH <~ OSidH—TSidH

und somit ist ||idy —7'|| < 1. Aus der Reidschen Unglei-
chung folgt nun

[(S(idy =T)x, z)| < [lidy =T (S, z)
< (Sz, ).

Da S und ST selbstadjungiert sind, ist also

0 < (STx,x) firxzeH.
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(i) Aus 0 < T — S und R(T — S) = (T — S)R folgt
nach (i)

0<R(T-S) < RS<RT

2.4.6 Folg. (Potenzen vertauschender Operatoren)
Es seien H ein Hilbertraum, S, T € L(H). Wenn 0 <
S <T und ST =TS ist, dann gilt

0<S"<T™ firneN.
Beweis. Die Ungleichung folgt aus der binomischen For-
mel
n—1
T"— 8" =(T—S)Y T"S"~ '~ firneN.
v=0

und Satz 2.4.5.

2.4.7 Satz (Inverse eines positiven Operators)
Es seien ‘H ein Hilbertraum und 0 < T € L(H).

(i) Wenn T eine beschrénkte Inverse T~ € L(H) hat,
soist 0 < T-1.

(ii) T hat genau dann eine beschréinkte Inverse, wenn
es ein ¢ > 0 gibt, so daf} cidy < T ist. D.h.

clz|® < (Tw,z) fiirz € H.

In diesem Fall ist

1T~ = max{c > 0] cidy < T} (+)
=max{c >0 | c|lz| < ||Tz| fiir x € H}.

(%)

Anmerkung. 1. Mit Hilfe des Prinzips von der offenen Ab-

bildung kann man Satz 2.4.7(ii) verschérfen:
Es sei 0 < T € L(H). Der Operator T ist genau dann bijektiv,
wenn es ein ¢ > 0 gibt, so dafl ¢ idy < T ist.

2. Weitere Eigenschaften invertierbarer positiver Operatoren
findet man in Satz 2.5.7.

Beweis. (i) Da T bijektiv ist gilt
(T 'z 2) = (y, Ty) >0 firxecH,y=T "a.
(i) ,=": T sei nach unten beschrankt:

cHxH2 <(Tz,z) <||Tz| <|z| firzeH

Also ist T* = T injektiv. Nach Feststellung 2.3.4 (i) und
(ii) hat T eine beschrinkte Inverse und esist || 71| < ¢ 1.

,<=" Wenn T—1 € L(H) existiert, so folgt aus der
Schwarzschen Ungleichung

D=

| = (TT~ w, 2) < (T2, T~ 2) = (T, )
1.5 1
< e 177HP (T, )=
Also ist [T ||z|? < (T, z) fir z € H.
Damit ist die Gleichung |7-1|"' = max{c > 0 |

cidy < T} gezeigt.
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Fiir T'> 0 und ¢ > 0 erhilt man mit (i), Satz 2.4.5 und
Folgerung 2.4.6:
62 idH < T2
= 0< (Fidy —T?)(cidy +T)" = cidy T
= cidy <T = cidy<T.

Also sind die beiden Maxima () und (xx) gleich.
Man kann die Gleichit von () und (*+) auch aus Feststellung 2.3.4

folgern.
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2.4.3 Spektrum positiver und selbstadj Op.

Anmerkung. (Spektrum und Eigenwerte.) 1. Die Ei-
genwerte einer selbstadjungierten Matrix sind immer reell und
es gibt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. (siehe Lineare
Algebra). Eine selbstadjungierte Matrix A € M,, ist genau dann
positiv semidefinit, wenn alle Eigenwerte A1, ..., Ay nicht negativ
sind.

Dagegen sind die Eigenwerte einer orthonormalen Matrix im
allg. komplex und man findet erst im C eine Basis aus Eigenvek-
toren. Allgemeiner zeigen die normalen Matrizen dieses Verhalten.

2. In einem unendlichdimensionalen Hilbertraum H hat ein
Operator T' € L(H) nicht notwendig Eigenwerte. Man betrachtet
statt dessen das Spektrum o(T") des Operators. Im allg. macht
es nur Sinn, das Spektrum fiir Operatoren auf komplexen Ba-
nachrdumen zu untersuchen. Das Haupthilfsmittel zur Untersu-
chung des Spektrums liefert die Theorie der komplex analytischen
Funktionen, also die Funktionentheorie.

3. Eine einfache Ausnahme bilden die selbstadjungierten Ope-
ratoren, deren Spektrum immer reell ist. Fiir diese Klasse von
Operatoren erhilt man mit den Techniken des Hilbertraumes und
Methoden der reellen Analysis wie Maf3 und Integrationstheorie
viel stidrkere Resultate, die sowohl auf reellen wie komplexen Hil-
bertrdumen gelten.

Daher definieren wir fiir diesen Fall:

2.4.8 Def. (Spektrum selbstadj. Operatoren)
Es sei H ein Hilbertraum und T = T* € L(H).
(i) Die Menge

p(T) = {\ € K| exist. (\idy —T)"' € L(H)}.

heif}t die Resolventenmenge von T'.

(ii) Das Komplement der Resolventenmenge heift das
Spektrum o(T) von T':

o(T) = (A€ K| A ¢ p(T)}.
(ili) Die Abbildung

R(.,T): p(T) — L(E),
R\T) = (Nidg —T)*

heifit die Resolvente von T'.

Anmerkung. (Spektrum und Resolventenm.) 1. Das
Spektrum einer selbstadjungierten Matrix A € M, ist die Menge
{M1,..., A} der verschiedenen Eigenwerte von A. Feinheiten,
wie die Vielfachheit eines Eigenwertes werden durch den Begriff
Spektrum nicht erfafit. Bekanntlich sind alle Eigenwerte reell. Die
Resolventenmenge ist K\ {A1,..., Ax}

2. Man formuliert die Ergebnisse bevorzugt als Aussagen iiber
das Spektrum. Das fiihrt meistens zu kiirzeren und einfacheren
Formulierungen.

2.4.9 Lemma (Spektrum selbstadj. Op. reell)
Es sei ‘H ein komplexer Hilbertraum und T = T* €
L(H). Dann ist

Im Al ||z|| < |[(Aidy =T)z|| fiir x € H.

Das Spektrum von T ist reell.

Beweis. Fiir x € H ist

A flz]* = [Tm((Nidy ~T)z, )]
< |(Aidy =T)z||[||
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Fiir Im A # 0 ist also Aidy —T" nach unten beschrankt:

Im Al ||z]] < [[(Aidy =T)z|| fiir x € H.

und normal. Nach Folgerung 2.3.5 existiert die Inverse
(Nidy —T)~1 € L(H).

2.4.10 Festst. (Resolventenmenge offen)
Es sei H ein Hilbertraum und T = T* € L(H). Dann ist
die Resolventenmenge p(T) offen K.

Beweis. 1. Wir zeigen, daBB p(T)NR offen in R ist. Es
sei pt € p(T)NR und ohne Einschrankung sei ;x = 0 (siehe
Bem. 2.4.14). Da T invertierbar ist, ist auch T2 invertierbar
in L(H). Nach Satz 2.4.7 (ii) gibt es ein ¢ > 0, so daB

? idy < T2
ist. Fir0 < A < cist
(= X?)idy < T? — N idy
und folglich existiert (7% — A% idy) ™! € L(H) (siehe Satz
2.4.7 (ii)).

Aus der Gleichung (T+\idy ) (T —Nidy) = T? — A idy
folgt nun

(T 4+ Xidw ) (T — Nidy ) (T? — N2 idyy) ™" = idyy .

Da alle Faktoren kommutieren, existiert die Inverse (T' +
)\id’}-{)71 S L(H)

Insgesamt gilt: Wenn = 0 € p(T) ist, so gibt es ein
¢ > 0 derart, daB das offene Intervall (—c,c) C p(T) ist.

2. Nach Lemma 2.4.9 ist o(T) C R. Da R\ o(T) offen
in Rist, ist o(T) eine abgeschlossen Teilmenge von R. Also
ist p(T') =K\ o(T) offen in K.

Anmerkung. Mit einer analogen Uberlegung folgt auch, da8
fiir einen normalen Operator die Resolventenmenge offen ist. Mit
der Neumannschen Reihe zeigt man, dafl die Resolventenmenge
grundsétzlich offen ist (siehe Satz E.1.3).

2.4.11 Lemma (Inverse eines pos. Op)

Es seien ‘H ein Hilbertraum, 0 < T € L(H). Wenn T
invertierbar ist, so ist T~ € BAlg(T,idy).

Beweis. Ohne Einschrinkung sei ||T|| < 1. Da T~! €
L(H) existiert, gibt es nach Satz 2.4.7 (ii) ein ¢ > 0, so
daB cidy < T ist. Aus cidy < T < idy folgt

0 § idH—T S (1 —C)idH

und |lidy —7'|| < (1 — ¢) < 1. Entwickelt man die Inverse
in eine Neumansche Reihe (siehe Satz B.2.7), so folgt

T~ = (idy —(idy —T))*

= (idy —T)" € BAIg(T, idy).

n=0
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2.4.12 Festst. (Inverse in C*-Algebra)
Es seien H ein Hilbertraum, T € L(H) habe eine Inverse
T—! € L(H). Dann liegt T~ € C*(T,idy).

Beweis. Wenn T invertierbar ist, so ist auch T*T
invertierbar und nach Lemma 2.4.11 ist (T*T)~! €
BAlg(T*T,idy) C C*(T,idy). Also ist

T =(T*T)"'T* € C*(T,idyn).

2.4.13 Bem. (Resolvente in BAlg(T,idy))

Es seien H ein Hilbertraum, T = T* € L(H) und X €
p(T). Dann ist die Resolvente R(\,T) = (Xidy —T)7! €
BAlg(T, idy).

Anmerkung. Fiir invertierbare normale T' € L(H) ist die Inver-
se T~1 i. allg. nicht in BAlg(T,ids), wohl aber in der erzeugten
C*-Algebra C*(T,idy) (siehe Bsp. E.3.5).

Beweis. Nach Feststellung 2.4.12 ist die Resolvente

R(\,T) € C*(Nidy —T,idy) = C*(T, idy).
Da T =T~ ist, ist C*(T,idy) = BAlg(T,idx).

Anmerkung. Wir untersuchen zunéchst das Spektrum positi-
ver Operatoren. Die Beweise sind hierfiir etwas kiirzer und die
Aussagen werden hiufig in dieser Form gebraucht.

Den allgemeinen Fall selbstadjungierter Operatoren T' = T™* &€
L(H) fithren wir auf den positiven Fall zuriick, indem wir a7 +
bidy mit a = 1 und passendem b betrachten, so dafl dieser
verschobene Operator positiv wird. Dabei wird das Spektrum ent-
sprechend transformiert:

2.4.14 Bem. (Verschiebung des Spektrums)
Fiir Konstanten a,b € R gilt

o(aT 4+ bidy) = ac(T) + b.

Beweis.

2.4.15 Lemma (Charakterisierung positiver Op.)
Es sei H ein Hilbertraum und T = T* € L(H). Dann
sind dquivalent:

(a) T >0.
(b) Fiir alle X > 0 existiert (\idy +T)~! € L(H).

Beweis. (a)=(b:) Fir A > 0 ist

Mlz||? < (Nidy +T)z, ) fiir z € H.

Nach Satz 2.4.7 (ii) existiert (Aidy +7)~* € L(H).
(b)=-(a) Es ist sicher ||T||idy +T > 0 (siehe Satz
2.4.2). Man bilde

Ao = inf{\ | Aidy +7 > 0}

Annahme: A¢g > 0. Dann existiert nach Voraussetzung
(Aoidy +T)~1 € L(H). Nach Satz 2.4.7 (ii) gibt es ein
¢ >0 so daB

cidy < Agidy +T
ist. D.h. (Ag — ¢)idy +T > 0 im Widerspruch zur Wahl
von Ag. Also ist A\g < 0 und somit ist 7' > 0.
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2.4.16 Satz (Spektrum eines pos. Op.)
Es sei H ein Hilbertraum und T € L(H) eine positiver
Operator.

(i) Das Spektrum o(T) liegt im Intervall [0, ||T)|].
(ii) Esist |T|| € o(T).

(iii) Die grofite untere Schranke von T ist der kleinste
Wert im Spektrum:

mino(T) = max{c > 0| cidy < T}
=max{c>0|c|z| < ||Tz| fir z € H}
Anmerkung. Wenn 0 < T € L(H) nicht injektiv ist, so be-
trachte man statt der grofiten unteren Schranke den Minimalmo-

dul (T (siche Abschn. 2.3.2).
Es sind 0 € ¢(T") und der Minmalmodul (T € o(T). Es gilt

o(T) € {0} U [y(T), IT]-
Fiir den Minmalmodul gilt:
¥(T) = max{c > 0| cPigenyr < T3

Beweis. Essei 0 <T € L(H).

(i) 1. Nach Lemma 2.4.9 ist o(T) C R,

2. Fiir A < 0ist T—\idyy invertierbar in £(H) und somit
A & o(T) (siehe Lemma 2.4.15). Also ist o(T) C [0, 00).

3. Essei A > ||T'||: Nach Satz 2.4.2 ist ||T'|| idy —T > 0.
Also ist Aidy; —T nach unten beschrankt:

Aidy =T = (A = |[T1]) idp +([|T]| id# =T
> (A= |IT[]) idx

Nach Satz 2.4.7 (ii) existiert (Aidy —T)~% € L(H) und
A o(T).
Insgesamt folgt (7)) C [0, ||T]|].

(i) Nach Satz 2.4.2 ist
IT)) = minfe > 0|0 < T < cidse},
Es ist also ||T||id —7 > 0 und fiir alle € > 0 ist
eidy L ||T| idy —T.

Da der positive Operator ||T'||idy —T nicht nach unten
beschrankt ist, ist er nicht invertierbar (siehe Satz 2.4.7
(). D. h., ||T]| € o(T).

(iii) Es sei ¢co = max{c>0|cidy < T}.
1. Dannist 0 < T — cgidy und fiir alle € > 0 ist
eidy €T — coidyy -

Da der positive Operator T' — ¢g idy nicht nach unten be-
schrankt ist, ist er nicht invertierbar (siehe Satz 2.4.7 (ii)).
Also ist ¢y € o(T).

2. Wenn X\ € o(T), so ist (siehe Satz 2.4.7 (ii)):
gidy £ T — Nidy  fiir alle e > 0.
D. h., fiir alle e > 0 ist
A+e)idy £T.
Folglich ist ¢ < A.
Insgesamt folgt also co = mino{\ | A € (T)}.
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2.4.17 Satz (Spektrum selbstadj. Op.)
Es sei H ein Hilbertraum, T = T* € L(H)

(i) die Zahlen

Amin = inf{ (Tz,z) |z € H, ||z| =1}
Amax = sup{ (Tz,z) |z € H, [Jz| =1}

liegen im Spektrum o(T') und es gilt
U(T) C [)\mina Amax]-

Insbesondere liegt o(T) C [—||T|, ||T||] und mindestens
einer Werte —||T||, ||T|| liegt im Spektrum.

(ii) Das Spektrum o(T) ist kompakt.

Anmerkung. Man vergleiche den obigen Satz 2.4.17 und sei-
nen Beweis mit den Resultaten iiber das Spektrum belieger be-
schrinkter Operatoren auf Banachriumen (siehe Satz E.1.3 und
Satz E.1.5).

Beweis. (i) Der Operator T := T — Apin idp ist po-
sitiv und seine groBte untere Schranke ist ¢y = O:

0 =inf{ (T — Ain idy)z, z) | z € H, ||z| = 1}.
Nach Folgerung 2.4.16 (iii) ist
0 =min{c > 0| cidyy < Tp} = mino(Tp).

Aus 0(Tp) = o(T) — Amin folgt nun Ay = mino (7).
Da T} := Amax idy —T > 0 ist, folgt ebenso, daB

0 =mino(T1)

ist. Aus 0(T1) = Amax—0(T) folgt nun Apyax = max o (7).
Nach Satz 2.4.2 ist | T|| = max{|Amin|, | Amax|}
(i) Nach Feststellung 2.4.10 ist das Spektrum eines

selbstadjungierten Operators abgeschlossen. Das Spektrum
o(T') ist beschrankt und somit kompakt.
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2.5 Waurzel und Betrag

2.5.1 Wurzel eines positiven Operators

Anmerkung. (Potenzreihe der Wurzelfunktion) Wie in
der reellen Analysis werden wir die Quadratwurzel aus einem
positiven Operator mit Hilfe der Binomialreihe berechnen. Hier

1

ist die bekannte Gestalt der Binomialreihe fiir den Exponenten 5.

1. Die Binomialkoeefizienten (;\1) mit gebrochenem A € R sind
definiert als (3) =1 und

n—1

A A—v  AA=1)---(X
(") .7111;1011—‘,-17 n!

—(n-1))

(n €N).
2. Die Wurzelfunktion hat um den Punkt 1 die Taylorreihe

Vi—z= i(q)n(lf)xn
n=0

fiir |z| < 1.
Der Konvergenzradius ist R = 1. Sie konvergiert auch in den

Endpunkten des Konvergenzintervalls [—1, 1].
Insbesondere gilt

( 1) 1/2

MS

oo
0=v1-1= Z (*/3)
Die Wurzelreihe konvergiert absolut und gleichméafig auf dem In-
tervall [—1,1].
Wir zdhlen in dem folgenden Lemma die Eigenschaften der
Whurzelreihe auf, die wir fiir die Konstruktion im Satz 2.5.2 benéti-
gen.

0

n

2.5.1 Lemma (Wurzelreihe)
(i) Die Funktion v/1 — x hat die Potenzreihenentwick-
lung

fiir |x| < 1.

\/lfx:icnaz"

n=0

(ii) Fiir die Koeffizienten gilt
co=1 und ¢, <0 fiirnéeN.

(iii) Insbesondere gilt

oo o0
O:\/l—l:chzl—an\.
n=0 n=1

Die Reihe konvergiert absolut in der sup-Norm auf dem
Intervall [-1,1].

(iv) Aus der Cauchyschen Produktformel

oo n

l—z=vV1—-z%= z (chcn_k>x"
n=0 k=0
folgt durch Koeffizientenvergleich
1 fiirn =0,
chcn k=1 —1 firn=1,
k=0 0 firn=2,3...,

2.5.2 Satz (Wurzel eines positiven Op.)
Es seien ‘H ein Hilbertraum und 0 < T € L(H).

(i) Es gibt einen eindeutig bestimmten positiven Ope-
rator S € L(H) mit S* =T

Man bezeichnet T'/? = \/T := S und nennt T*/? die
Wurzel von T.
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(ii) Wenn ein Operator R € L(H) mit T vertauscht,
dann vertaucht R auch mit der Wurzel T/?:

RT=TR = RTY?=TY2R,

Beweis. 1. Es sei zundchst 0 < T < idy.

Wir zeigen: Setzt man in die Potenzreihe \/1 —x =
Yoo o cnx™ (siehe Lemma 2.5.1) fiir x den Operator
idy —T ein, so erhdlt man eine absolut konvergente Rei-
he in L(H). Der durch diese Reihe definierte Operator
S € L(H) ist positiv und erfiillt S? =

Nach Satz 2.4.2 folgt aus 0 < T € Ball(H), daB 0 <
T <idy ist. Also ist 0 < idy —T < idy und somit

lidy —T| < 1.

Nach Lemma 2.5.1 (iii) konvergiert die Reihe

3 lea llidy ~T||" < oo.

n=0
absolut und die Reihe

o0

S:=Y " enlidy —T)" € L(H)

n=0
konvergiert in der Norm.

Wir zeigen, daB S > 0 ist: Nach Definition von S und
Lemma 2.5.1 (iii) folgt

o0

(Sz,z) = co(x,x) + Z\cﬁ/((idH Tz, z)

=1
"TU<0 o< < (aa)

oo
> (co—l—ch)(x,x) =0
n=1
=y/I=1=0

Wir zeigen S? = T': Fiir das Quadrat von S gilt

-
= Z Z cnep(idy —T)"Fk

n=0 k=0

"ep(idy —=T)" )

Da die Reihe absolut konvergent ist, kann man die Doppel-
sume wie in der Cauchyschen Produktformel umsortieren:

S2 = i i Ckcn—k(id’)‘-{ 7T)n.
n=0 k=0

Aus den Summenformeln fiir die Koeffizienten (siehe Lem-
ma 2.5.1 (iv)) folgt
S? =idy —(idy —T) = T.

2. Wir zeigen die Vertauschungsrelation fiir S: Es sei
R € L(H) und es gelte RT = TR. Induktiv folgt dann

RT™" =TRT™ '=...=T"R firn eN.

Da R linear und stetig ist, gilt

RS = lim Z ¢, RT” = lim Z ¢, T"R = SR.
v=0 v=0
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3. Im Fall, daB ||T'|| > 1 bilde man

T =TT
und wie in (1.)
oo
Sl = Z Cn(idH —Tl)n.
n=0

und setze S := ||T||1/2Sl.

Dannist 0 < S und S% = T. Jeder Operator R € L(H),
der mit T vertauscht, vertauscht nach (2.) auch mit dem
so konstruierten Operator S.

4. Wir zeigen nun die Eindeutigkeit der positiven Wurzel:
Es sei S die oben in (1.) bzw. (3.) konstruierte Wurzel.
Annahme: Es sei 0 < R € L(H) mit R2 =T. Da RT =
R3 = TR ist, ist nach (2.) bzw (3.) RS = SR. Nach Satz
2.1.6 ist

0<(S—R)S(S—R) und 0<(S—R)R(S—R).
Addiert man diese beiden Ungleichungen, so folgt
0<(S—R)S(S—R)+(S—R)R(S—R)
=(S—R)(S+R)(S—R)
=(S*-R*)»(S—-R)=0
Da die beiden Summanden positiv sind, folgt
(S—R)S(S—R)=0 und (S—R)R(S—R)=0.
Subtrahiert man diese beiden Gleichungen, so folgt
(S—R?=(S—R)S(S—R)—(S—R)R(S—R)=0

und (S — R)* = 0. Aus der C*-Gleichung (siehe Feststel-
lung 2.1.2 (iii)) folgt nun

2

IS = R|I* = II(S = R)*|I” =

Alsoist R=S.

ly(S = R)*|| =

Anmerkung. (erzeugte B-Algebra BAlg(T)) Fiir einen
Operator T bilden die Polynome p(T) ohne konstanten Term
eine Algebra Alg(T). Der Normabschlul BAlg(T') von Alg(T) ist
eine Banachunteralgebra von L(H). Man beachte, daf i. allg. idy
nicht in BAlg(T) liegt. (sieche Bez. B.2.5).

2.5.3 Bem. (T"/? € BAlgy(T))
Es seien 'H ein Hilbertraum und 0 < T € L(H). Dann

liegt die Wurzel T'/? € BAlgg(T). D. h., man kann T"/?
durch Polynome P(T) mit reellen Koeffizienten und oh-
ne konstanten Term approximieren.

Beweis. LImFall 0 < T <idyist 0 < idy —T <
idy und somit

0 < idy —(idp —T)™ < idyp

(siehe Folg. 2.4.6). Da die Wurzelreihe absolut konvergent
ist folgt mit Lemma 2.5.1 (jii)

i Cn (ld'H
n=0
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n

2 (=

Da (ld'H —T)n—idH =
BAlg(T).

2. Der allgemeinen Fall folgt nun aus (i) und der Ein-
deutigkeit der Wurzel:

T)” € Alg(T) ist, ist T'/? €

_ 1/2
TV = |7V (|7)|~'T) "/ € BAlg(T).

2.5.4 Folg. (Einige Potenzgesetze)
(i) Es seien ‘H ein Hilbertraum. 0 < T € L(H) habe
eine beschrinkte Inverse T~ € L(H). Dann ist T'/?

invertierbar und es gilt

() = ()
Wir bezeichnen den gemeinsamen Wert mit T—1/2.
(ii) Fiirn € Z gilt
(Tn)1/2 (T1/2) (T—1/2)—n _ (T—n)_l/Q.

Wir bezeichnen den gemeinsamen Wert mit T"/2.

Beweis. (i) Es sei 0 < T € L(H) habe eine Inverse
T-1 € L(H). Nach Satz 2.4.7 (i) ist T~! positiv und nach
Satz 2.5.2 gibt es die eindeutig bestimmte positive Wurzel

(T_l)l/Q.

Der Operator T/2 vertauscht mit 7—' und somit vertau-
schen T1/2 und (T~1)'/2. Es ist

(TYHT )2 =TT = idy = id%
und ebenso ((T’1)1/2T1/2)2 = id}, Da die positive Wurzel
nach eindeutig bestimmt ist, folgt

Tl/Q(T—l)l/Q —_ (T—1)1/2T1/2 _ ldH .

Also ist (T/?)~1 = (T~
(i) Nach Satz 2.4.5 sind fir n € N:

1)1/2.

(Tn)l/Z und (T1/2)n

positive Wurzeln aus T™. Aus der Eindeutigkeit der Wurzel
folgt (T™)Y/2 = (T"/?)" fiir n € N.
Aus Teil (i) folgt nun fiir n € N:

(T2 = (%) ~H)"
= (T2 = (1))
= (1)

= (1))

= (") )V = (T2
Invertiert man diese Gleichungen nochmal, so erhilt man
fiir —n die analogen Gleichungen:

(T71/2)7n _ (T1/2)n _ (Tn)1/2 _ (Tfn)fl/Q (*)
Also gilt () fiir £n. Fir n = 0 ist () sicher richtig. Also
gilt (x) fiir alle n € Z.
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Anmerkung. Man kann nun TV/* := (71/2)1/2 und induktiv

T2 " bilden und entsprechende Potenzgesetze herleiten. Wir un-
terlassen dies an dieser Stelle, da wir spdter mit dem Spektralsatz
einen einfacheren Zugang zur Potenzfunktion erhalten. Wir leiten
nur noch einige Regeln fiir die 4-te Wurzel her, die wir im Beweis
zu Satz 2.5.10 bendtigen.

2.5.5 Lemma (4-te Wurzel)

(i) Es seien H ein Hilbertraum und 0 < T € L(H).
Der Operator T'/* := (T'/?)Y/2 ist der eindeutig be-
stimmte positive Operator, fiir den (T'/*)* =T gilt.

(ii) Hat T eine beschrinkte Inverse T~ € L(H) so ist
TY/* invertierbar und es gilt (T'/*)~' = (T—1)'/4. Wir
bezeichnen den gemeinsamen Wert mit T—/4.

Es gilt also (T~Y/*)2 = T-1/2,

Beweis. (i) Essei 0 < T € L(H) und TV* =
(T*/2)'/2. Offensichtlich gilt

(T1/4)4 _ ((T1/4)2)2 _ (T1/2)2 T
Wir zeigen die Eindeutigkeit: Wenn 0 < S € L(H) und
S = (5§%)2 = T ist, so folgt aus der Eindeutigkeit der

Waurzel S? = T%/2 und weiter S = (T''/2)1/2 (siehe Satz
2.5.2) (i).

(i) T/* vertauscht mit T—% und somit vertauschen
TY* und (T~1)'/*. Es ist

(TYVHT YY) =TT = idy = id},

und ebenso ((T’1)1/4T1/4)4 = id7, Da die positive 4-te
Waurzel nach (i) eindeutig bestimmt ist, folgt

T1/4(T71)1/4 _ (T71)1/4T1/4 — ld'H .

Also ist (T1/4)=1 = (T—1)1/4,
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2.5.2 Monotonie: Wurzel und Inverse

2.5.6 Festst.

Es seien H ein Hilbertraum und S, T € L(H) und es exi-
stiere T~! € L(H). Die folgenden Aussagen sind dqui-
valent:

(a) 0<S<T.
(b) 0 <T-Y28T-1/2 <idy.
(c) 0<SYV2T=18Y/2 < idy.
(d) 77172812 <1

a

Beweis. (a)=(b): Nach Vorraussetzung ist 0 < T — S.
Nach den Rechenregeln fiir 7—1/2 (siehe Folg. 2.5.4 und
Satz 2.1.6 (ii)) folgt

0<T VT - S)T™Y? =idy, —T~V/28T71/2,

und somit T-1/28T—1/2 < idy.
(b)=(c): Aus

0 S (Sl/QT—l/Q)*(Sl/QT—l/Q) _ T—I/ZST—I/Z S ld’H
folgt nach Satz 2.1.6 (iv)

0 < SV2T=181/2 — (§1/27=1/2)(S1/27=1/2) < id,, .

(¢)=(d): Aus

0 § (S1/2T71/2)<SI/QT71/2)* — 51/2T71S1/2 S ldH .

folgt nach Satz 2.1.6 (ii)
||T_1/251/2|| <1

2.5.7 Satz (Monotonie der Inversen)
Es seien H ein Hilbertraum und S, T € L(H). Wenn
0 < S < Tist, und S eine Inverse S~! € L(H) hat,
dann existiert T~ € L(H) und es gilt

0<7Tt<s

Beweis. 1. Nach Satz 2.4.7 (ii) gibt es ein ¢ > 0, so daB

clzll® < (Sz,x) < (Tw,z) firzeH

gilt. Nach Satz 2.4.7 (i) hat T eine beschrinkte Inverse
T-1. Nach Satz 2.4.7 ist 0 < T,
2. Aus 0 < § < T folgt mit Feststellung 2.5.6 (c):

0< SY2T=1812 < idy.

Multipliziert man von beiden Seiten mit S—1/2, so folgt aus
den Rechenregeln fiir S~'/2 (siehe Folg. 2.5.4) und Satz
2.1.6 (i))

0<T'<sh

Anmerkung. Das folgende Lemma ist ein Spezialfall von Satz
2.5.10. Seine Folgerung 2.5.9 wird aber zum Beweis dieses Satzes
gebraucht.
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2.5.8 Lemma
Es seien H ein Hilbertraum und S, T € L(H) mit ST =
TS. Dann gilt

0<S<T = 0<S8Y2<TY2

Beweis. Fiir e > 0 ist eidy < T2 + SY/2 4+ £idy und
folglich existiert (7/2 + S1/2 + £idy) ™! > 0 (siehe Satz
2.4.7).
Da S'/2 und T"/? vertauschen gilt
(TH? + 812 1 cidy)(TY? — SY2 4 cidy)
= (T —8)+2eT"? +&%idy > 0

Multipliziert man mit dem positiven Operator (T'/% +
S1/2 4 idy) ! so folgt nach Satz 2.4.5

TY? — SY2 feidy >0 fiir e > 0.
Da L(H) archimedisch geordnet ist, ist 7/% — §/2 > (.
2.5.9 Folg.

Es sei H ein Hilbertraum und 0 < T € L'H). Fiir alle
e >0 gilt

TV? < (T + cidy) /2 < T2 4 £/ idy, .

Beweis. 1. Essei0<7T € L(H) unde>0.

Aus 0 < T < T + eidy folgt T2 < (T + eidy)*/?
(siehe Lemma 2.5.8).

2. Die zweite Abschatzung folgt mit einem analogen
SchluB: Da

0 < (T +eidy) < (T + 2Y2TY? 1 cidy)
folgt mit Lemma 2.5.8

(T + eidy)/? < (T 4 2Y2TY2 + cidy)'/?
= (TY? + &'/2idy).

2.5.10 Satz (Monotonie der Wurzel)

Es sei H ein Hilbertraum. Die Quaratwurzel L(H)y >
T — T'/? ist monoton wachsend. D.h., fiir S, T € L(H)
gilt:

0<S<T = 0<S8Y2<TY2

Beweis. 1. Wir behandeln zunichst den Fall 0 < S <
T und T-' € L(H): Wir zeigen in diesem Fall die
Abschitzung:

||1ﬂ71/4‘91/2||2 _ HT71/451/2T71/4|| S 1.
Nach Feststellung 2.5.6 (d), (a) folgt hieraus
51/2 _ (51/4)2 < (T1/4)2 _ T1/2.
Da 0 < S < T ist, ist nach Feststellung 2.5.6 (d)

|SYAT 12 = TSR < 1,
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Fiir n € N erhalten wir hiermit3:

|‘T—1/451/2T_1/4H2n
= |[(T~YASI 212
= HT*1/4(SI/2T*1/2)2"_1S]/QT,1/4H
< T AT SR T

n—1
= T2 S 2 S22
< |7V sv2|

Fiir n — oo folgt hieraus
IS AT <l (T 1S3 <1

2.Fire >0und 0 < T € L(H) ist 0 < T + eidy
invertierbar (siehe Satz 2.4.7). Es sei 0 < S < T. Nach
Teil 1. des Beweises gilt dann:

(S + eidy)'/? < (T + eidy) /2.
Nach Folgerung 2.5.9 folgt
SY/2 < (S+eidy)/? < (T+eidy)/? < TY? 4+ e1/2idyy.
Da ¢ > 0 beliebig ist, erhalten wir $1/2 < T1/2.

Anmerkung. Essei0 <t € R. Die Wurzel t!/2 ist die eindeutig
bestimmte nichtnegative Nullstelle s der Funktion z +— x2 — t.
Das Newtonverfahren zur Bestimmung dieser Nullstelle ergibt das
Iterationsverfahren

sp:=1

Sn41 = l <sn + i) fiir n € Np.
2 Sn

Da die Parabel 22 — t strikt konvex ist, konvergiert die Folge

(sn)22, strikt monoton fallend gegen einen Grenzwert s > 0. Fiir

diesen gilt s2 — ¢t = 0.

Da dies Verfahren zur Approximation der Wurzel bereits im Al-
tertum bekannt war, nennt man es auch das Babylonische Wur-
zelziehen.

Die folgende Bemerkung zeigt, dafl dies Iterationsverfahren
auch fiir positive Operatoren gegen die Wurzel konvergiert. Zur
Vereinfachung betrachten wir nur den Fall 0 < T < idy.

Mit Hilfe dieser Approximation der Wurzel kann man ebenfalls
zeigen, dafl die Wurzelfunktion fiir Operatoren monoton wachsend
ist (siehe Satz 2.5.10)

2.5.11 Bem. (Babylonisches Wurzelziehen)
Es seien ‘H ein Hilbertraum. Zu T € L(H) mit 0 < T <
idy bilde man iterativ:
fo (T) = idH,
1 _ .
fni1(T) := 5(fn(T) + fo(T)"'T) fiirn€N.

Die Funktionen f,, : T — f,(T) fiir 0 < T < idy haben
die folgenden Figenschaften:

(i) fnx1 ist wohldefiniert, da fiir n € Ny gilt:

27 "idy < fn, und 0<(f,)" "

3 Man beachte bei der folgenden Rechnung: Aus der C*-
Identitét folgt

A" = [|A%"|| fir A= A* € L(H).
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(ii) Die Folge (fy)n ist monoton fallend:
fo = o = 2f) " (fa = fa-1)? 20
(iii) Die Folge (fn)n konvergiert, da

0< fn - fn-i-l < 2—(n+1) id'H .

(iv) Es ist fo(T) + 2.2 (fa(T) = fuer(T)) =
lim fo(T) =112,

Beweis. Man beachte, daB alle Funktionswerte f, (T),
fm(T) miteinander und mit T vertauschen.

(i) Aus 27%idy = fo folgt induktiv
1 —1 1 (n+1)
fn+1:§(f71+(fn) T)Z?fnz2 ldH'

(i) Fur n € N gilt

fo—fax1=Fo =27 fa+ (fn)"'T)
2fn )N (fa)? = T) (*)
= 2f) T [2Fa) 2 (far)? + 1)) = T]
2f) 7 [(2fn-1) >
A(Fam1)? + 1) = A fu1)*T)]

— 2f) M [@Fae) () 1))

Die Formel (*) gilt auch fiir n = 0. Wendet man (x) fir
n — 1 an, so erhilt man:

Fa Far1 = F) " o — faa]”
Hieraus folgt mit der Abschitzung (i):
o= far1 <277 [ fu — faoa] (%)

(i) Esist fo— f1 < 271idy. Aus (*x) folgt nun induk-
tiv:
fo = frr <270 idy

Da nach (iii) || fn —
skopsumme

fiir n € Np.

fn—1l] <27 ™ ist, konvergiert die Tele-

R = fo(T Xj ) = faa(T)) = lim fu(T).

(iv) Nach Definition der Folge (fy)n ist

(£2(T)* +T)

N)I)—l

fn(T)fn+1( )

1
und folglich R? = §(R2 +T) und somit R2 =T. Da R

nach (i) positiv ist, ist R die eindeutig bestimmte Quadrat-
wurzel T1/2,

Anmerkung. Wir geben noch eine weiteren Beweis fiir die Mo-
notonie der Quadratwurzel (siche Satz 2.5.10):
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Beweis. (von Satz 2.5.10) Der Beweis beruht darauf,
daB die in Beispiel 2.5.11 definierte Funktion

fn A fn(T)a

in der Variablen T (0 < T < idy), monoton wachsend
ist. Dann ist auch die Grenzfunktion T/2 = lim f,(T)

monoton wachsend. Den allgemeinen Fall 0 < § < T
kann man durch Skalieren auf die Situation 0 < T < idy
zuriickfiihren.

1. Wir beschranken uns darauf, die Monotonie der f,, fiir
invertierbare T' zu zeigen. Hierzu fiihren wir die Hilfsfunk-
tionfunktion

gn T — fn(T)ilT

ein. Esist fo(T) =idy und fry1 =1/2(fn + gn).

Nach Beispiel 2.5.11(i) existiert f,,(T)~!. Da T inver-
tierbar ist, ist auch g, (7T") invertierbar. Fiir die Inverse gibt
es eine Rekursionsformel:

gn(D) " =T fu(T)
= %(T_lfn_l(T) + fn—l(T)_l)
= %(gn—l(T)_l + fnfl(T)_l)'

Wir beweisen induktiv die folgende
Behauptung: Es seien 0 < § < T < idy mit Inversen

S=1, T € L(H). Dann gilt fiir n € N:
gn-1(5) < gn—1(T). (*n)
fn(S) < fu(T), (+%n)
Falln =1: go(S) =S5 <T = go(T),
f1(S) = 3 (idw +90(9)) < 5(idy +90(T)) = f1(T).

SchluB (1, n) = n+ 1: Aus den Voraussetzungen (x;,)
und (##,_1) folgt mit Satz 2.5.7:
9n-1(9) < g1 (T) = guo1(S) 7' = gna (1),
Jae1(8) € farr(T) = faa(S)7H 2 fua (D)7

Addiert man die rechten Seiten, so folgt mit der Rekursions-
formel fiir (g,,)~! und Satz 2.5.7 die gewiinschte Aussage

(*ng1):

()2 gD = ga(S) = ga(T)

Aus x,11 und der Voraussetzung () folgt mit der Re-
kursionsformel fiir f,, die Behauptung (xx,,41):

fn-i—l(S) = %(fn(s) +gn(S))
2.Fire >0und 0 < T € L(H) ist 0 < T + eidy

invertierbar (siehe Satz 2.4.7). Es sei 0 < S < T. Nach

Teil 1. des Beweises gilt dann:
(S + eidp)? < (T + eidy)*/?.

Nach Folgerung 2.5.9 folgt

g1/2 TV? 4 1/%5d,, .

< (S+eidp)/? < (T+eidy)'/? <

Da € > 0 beliebig ist, erhalten wir S/2 < T1/2,
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2.5.3 Polarzerlegung
2.5.12 Lemma (Kern von T, T*T und (T*T)'/?)
Es seien H, K Hilbertrdume und T' € L(H,K). Dann ist
KernT = Kern(T*T)'/? = Kern T*T,
Bild 7" = Bild(T*T)'/? = BildT*T.

Beweis. Es ist sicher KernT' C KernT*T'. Da

|Tz|| = (T*Tx,x) = ||(T*T)1/2x|| firxe™
ist, gilt andererseits
Kern T = Kern(T*T)'/? > Kern T*T.

Die zweite Gleichung folgt nun aus Feststellung 2.2.13.

2.5.13 Satz (Polarzerlegung)
Es seien H, K Hilbertrdume und T € L(H, K).

(i) Es gibt genau einen positiven Operator in L(H),
den man mit |T| € L(H) bezeichnet, und eine partielle
Isometrie V- € L(H,K), so daB folgendes gilt:

T=V|T| und V*V = Py

Dabei ist P die Bildprojektion von |T'.
(ii) Weiterhin gilt:
1. |T) = (T*T)"? und |T| = V*T.
2. V*V st die orthogonale Projektion auf Bild T*.
3. VV* ist die orthogonale Projektion auf Bild T

(iii) Im Fall H = K gilt weiterhin: Wenn R € L(H)
mit T und T* vertauscht, dann gilt
VR=RV und R|T|=|T|R.

(iv) Wenn T € L(H,K) die Polarzerlegung T = V|T|
hat, so hat T* die Polarzerlegung
™ =V*(V|T|V*)

Es gilt V|T|V* = |T*|

(v) Wenn T normal ist, dann ist V normal und V
vertauscht mit T, T*, |T| und Pr.

(i) Man setze |T| = (T*T)'/2. Da T*T =
|T\2 ist, gibt es nach Feststellung 2.3.14 genau einen Ope-
rator V € L(H, K), so daB

Beweis.
T=V|T| und V|BildT)* =0
ist. Wie zeigen, daB 'V ein partielle Isometrie ist: Da
VT[] = | Tal|* = ||| T]e||* firz € H
gilt, ist V' : Bild|T| — M isometrisch. Es ist V :
(Bild [T])* — 0. Also ist V*V der orthogonale Projektor
auf Bild |T).
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Wir zeigen die Eindeutigkeit der Polarzerlegung: Es gelte
T = WB und W*W = Pp, wobei W € L(H,K) eine
partielle Isometrie ist und 0 < B € L(Hr). Aus

T*T = BW*WB = BPgB = B?

und der Eindeutigkeit der positiven Wurzel folgt B =
(T*T)'/? = |T|. Aus der Gleichung

W|T|x =Tz =V|T|z firzeH
folgt W|Bild|T| = V| Bild |T|. Da W*W = Py = V*V
gilt, ist Kern W = (Bild |T|)* = Kern V. Alsoist W = V..
(i) 1. |T| = (T*T)"/? haben wir in (i) gezeigt. Es ist
V*T =VV*|IT| = Pp||T| = |T|.
2. Da V'V = Pgyg g, ist, folgt (siehe Lemma 2.5.12)
Bild V*V = Bild |T| = (Kern |T|)* = (Kern T*T)*
= (KernT)* = Bild 7.
3. Da V eine partielle Isometrie ist, ist V*V = Pgjqv+.
Mit V|T'| = T folgt nun
BildVV* =VBildV* =V BildV*V = VBild |T|
= BildV|T| = BildT.
(iii) Wenn R € L(H) mit T und T* vertauscht, dann
vertauscht R mit der Wurzel (T*T)'/2 = |T| (siehe Satz

2.5.2 (ii)) Nach Feststellung 2.3.14 (iii) vertauscht R mit
V.

(iv) Es sei T = V|T| die Polarzerlegung von T'. Da
VAV = Py ist, gilt
" =TV =V (V[T|V"). (%)
Der Operator V|T'|V* ist positiv und fiir sein Quadrat gilt
(VIT|V*)? = (VIT)) Py (IT|T%) =TT
Aus der Eindeutigkeit der positiven Wurzel folgt V|T|V* =
|T*|. Nach (ii) ist
VVE = Pm’]’ = 1:)(KernT*)L = ]D(KernTT*)L
= P(ern|7))+ = Poitars|

D.h. VV* ist der orthogonale Projektor auf Bild V|T'|V*
und somit ist (*) die Polarzerlegung von T™*.

(v) Wenn T*T = TT* ist, so gilt |T'| = |T*|. aus den
Polarzerlegungen
T =VI|T"
T =V*|T"

mit V*V = Py
mit V*V = P,

folgt nun V*V = P = Pp- = VV™. Also ist V normal.

2.5.14 Folg. (unitire Polarzerlegung)
Es sei H ein Hilbertraum und T € L(H).

(i) Wenn T injektiv ist und Bild T' dicht in H ist, dann
ist die partielle Isometrie V' in der Polarzerlegung T =
VI|T| ein unitérer Operator.
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(i) Wenn T normal ist, so gibt es genau einen
unitédren Operator U € L(H) mit den folgenden Eigen-
schaften:

T=U|T| und U|Kern|T|=idgem 7| -

Dieser Operator U vertauscht mit allen Operatoren,
die mit T und T* vertauschen. Insbesondere vertauscht
U mit T, T* und |T|.

Beweis. (i) Nach Voraussetung ist BildT* = H =
Bild T (siehe Festst. 2.2.13). Nach Satz 2.5.13 (ii) ist also

D. h., V ist unitar.

(i) Es sei T = V|T| die Polarzerlegung von T. Da T
normal ist, ist

Y :=BildT* = (KernT)* = (Kern T*)* = Bild T
(siehe Bem. 2.1.8) und weiterhin
Y = Bild|T| = Bild |T%|.
(siche Lemma 2.5.12). Nach Satz 2.5.13 (ii) sind also
VIY: Y=Y und VIYV:Y =Y
bijektive Isometrien und es gilt (V|Y)~1 = V*|).
1. Wir bilden den Operator

U:yey:—-yeyt
U:y+z—Vy+z firye)und ze Yt

Der inversen Operator ist

Ultiy+z—-Vy+z firyeYund ze Yt
U ist eine bijektive Isometrie:

2 2 2 2

U+ 21" = Vy + 2" = [IVyll” + =]l
2 2 2
= lyll” + 120" = lly + 2|

und somit ist U unitér. Nach Konstruktion gilt T = U|T|
und U ist offensichtlich eindeutig bestimmt.

2. Wenn R € L(H) mit T und T* vertauscht, dann gilt
RX C X und RX+ C Xt und RV = VR (siehe Bem.
2.2.16 (ii) und Satz 2.5.13 (iii)). Nach Konstruktion von U
gilt also RU = UR.

2.5.15 Satz (Zerlegung in +-Anteile)

(i) Es sei H ein Hilbertraum und T = T* € L(H).
Dann gibt es eindeutig bestimmte positive Operatoren
Ty und T in L(H), derart dafi

T=T,-T- und T,T-=T.T, =0

ist.

Gerd Wittstock, UdS, FR 6.1 Mathematik,

Lineare Operatoren auf dem Hilbertraum, WS 02/03

45

(ii) Weiterhin gilt |T| = T4 + T— und
T = (Py - P)IT|

ist die Polarzerlegung von T', wobei Py := Pr, die Bild-
projektionen von T4 sind.
Beweis. 1. Wir geben eine Lésung an: Dazu setzen
wir

Ty :=%(T|+£T) und Py:=Prp,.

Man beachte, daB die Operatoren |T'| = (T%)'/2,T, T, Py
vertauschen (siehe Satz 2.5.2 und Bem. 2.2.16). Dann ist
T=T,—T_ und
T\T_ =T+ T)(|T|-T)=T>-T%=0.
Hieraus folgt (T'yx, T_y) = 0 fir 2,y € H. Also ist
BildTy L Bild7- wund PyP_=0.

(siehe Satz 2.2.5 (ii)). Aus den Gleichungen P T_ = 0
und P_T =0 folgt

Ty = P.T =P|T|=Py|T|P; 20,
T_=—P.T=P_|T|=P_|T|P_ > 0.

2. Eindeutigkeit der Zerlegung T = T, — T_ folgt aus
der Eindeutigkeit der Polarzerlegung T = (Py — P_)|T

die wir zugleich mit herleiten.
Es seien 0 < Ty € L(H) derart, daB

’

T = T+ — Tf und T+/1’:, =0

ist. Es seien ]Bi die Bildprojektionen von fi. Aus irf, =
0 folgt, wir oben gezeigt;

Bild7T, L Bild7_- und P,P_=0.
Nach Satz 2.2.5 (ii) ist also

Bild(P; 4+ P_) = Bild T, @ BildT_.

Da Ty = (T + T_)Py ist:

BildT, ¢ Bild7_ C Bild(Ty +T_)
Da (T+ + T,) = (ﬁJr + ﬁ,)(TJr + T\;) iStZ
Bild(Ty +T_) C Bild(P, + P_).
Da nun
T = (ﬁJr - ﬁ*)(jir +T*)7
~ ~ . = - ~ (%)
(P+ - P,) =P, +P_ = P”I"++7~l

gilt, ist dies die Polarzerlegung von T'. Aus der Eindeutigkeit
der Polarzerlegung folgt T. +T_ = |T| (siehe Satz 2.5.13)
Addiert und Subtrahiert man die beiden Gleichungen

T,—T-=T und T, +T_=|T|

so folgt B
Ty =5(T|£T). (%)

3. Die Formel (x) ergibt also die eindeutige Zerlegung
von T den positiven und negativen Anteil und die Formel
(x) die Polarzerlegung von T
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2.5.4 Ordnungsideale

Ordnungsideale sind ein wichtiges Hilfmittel bei der Un-
tersuchung von algebraischen Idealen und Linksidealen
in C*-Unteralgebren von L(H).

2.5.16 Bez. (Ordnungsideal L(H)7)

Es seien ‘H ein Hilbertraum. 0 < T' € L(H). Wir be-
zeichnen das Intervall mit den Endpunkten —7 und T
mit

[T, 7] :={SelL(H)| -T<S<T.

Die Menge

(@

L(H)r := | J[-nT,nT]

n=1

heifit das von T erzeugte Ordnungsideal in L(H)sa.-
Offensichtlich ist L(H)r ein R-linearer Teilraum von

L(H)sa-

Anmerkung. (Struktur eines Ordnungsideals) 1. Wir
zeigen in Folgerung 2.5.18, dafl jedes Element S € [-T,T]
eine eindeutige Darstellung der Form S = TY2ATY2 mit
A€ [*PT,PT] hat.

Es gilt also kurz L(H)7 = T2 L(H)saT"/?

2. Die Abbildung
L(H)p; 3 A TY2ATY? € L(H)r
ist also ein bijektiver, linearer Ordnungsisomorphismus.

Man beachte, dal L(H)p,, = L(Pr(H))sa ist.

2.5.17 Satz (Faktorisierung positiver Op.)
Es seien H ein Hilbertraum und S, T' € L(H). Es gelte
0<S<T.

(i) Dann gibt es genau einen positiven Operator B €
L(H), so daB
S =TY2BTY? und B|KernT =0

ist.

(ii) Fiir diesen so bestimmten Operator gilt 0 < B <
idgy.

Der Operator B vertauscht mit jedem Operator R,
der mit S und T vertauscht.

Beweis. (i) 1. Da SY/281/2 < T1/2T'/2 gilt, gibt
es nach Feststellung 2.3.14 genau ein A € L(H) mit
S12 = ATY? und  A|BIATY?HE =0. (¥
Man setze B := A*A. Dann gilt

S — gl/2g1/2 _ (ATl/Q)*(ATl/Q) —Tl/2gT1/2.
Da T > 0 ist, gilt

(BildT?)* = Kern TY/? = Kern T = (Bild T)*
und folglich B|(KernT') = 0.
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2. Wir zeigen, daB B eindeutig bestimmt ist: Es sei 0 <
C € L(H und C erfiille ebenfalls die Bedingungen (i):

S =TY2CTY? und C|(BiIdT)* =0.
Dann ist Kern C'/?2 = KernC' O KernT = KernT'/?
und somit
CY?|(Bild T2t =o0. )
Da S1/281/2 < (CY/2T/2)*(CY/?T1/?) ist, gibt es nach
Feststellung 2.3.14 genau ein V € L(H), so daB (*x*x):
S22 —y(CcY?1Y?) und V|(BildCY2TY%)t =0

Ist.

Nach (%) ist VO'/2|(Bild T*/?)+ = 0. Der Operator
VC'/? erfiillt also auch (). Aus der Eindeutigkeit von A
folgt nun VC1/2 = A.

Wir zeigen in (3.), daB V*V die orthogonale Projektion
auf Bild C'/2 ist. Wenn wir dies gezeigt haben, folgt die
Eindeutigkeit von B:

C =CY2vvel? = A*A = B.
3. Da
|CH2T 20 = |52 = VO AT 2|
gilt, ist

vV :BildCcY?*1'? - H
V. (BildCY2TY%)+ — 0.

isometrisch

D.h. V ist eine partielle Isometrie und V*V ist der ortho-
gonale Projektor auf Bild C'*/271/2,
Nach (#x) ist

Bild /2 = Bild ¢'/?| Bild T*/2. = Bild C*/21/2

Also ist V*V der orthogonale Projektor auf Bild C'*/2

(ii) Nach Feststellung 2.3.14 ist | B| = ||A|*> < 1} und
somit 0 < B <idy.

Wenn RS = SR und RT = TR so ist auch R*S = SR*
und R*T = T R*. Nach Satz 2.5.2 vertauschen R und R*
mit S'/2 und T'/2. Nach Feststellung 2.3.14 vertauschen
R und R* mit A und also auch mit A*. Somit vertauscht
R mit A*A = B.

2.5.18 Folg. (Faktorisierung: Ordnungsintervall)
Es seien H ein Hilbertraum und S, T € L(H). Es gelte
-T<S<T.

(i) Nach Satz 2.5.17 gibt es genau einen selbstadjun-
gierten Operator B € L(H), so daf3

S=TY?BTY? und B|KernT =0

ist.

(ii) Fiir diesen so bestimmten Operator gilt | B < 1.
Der Operator B vertauscht mit jedem Operator R,
der mit S und T vertauscht.
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3.1 Selbstadjungierte und unitére Op.

3 Spektralsatz fiir normale Ope-
ratoren

1. Fiir einen Operator T" auf dem Hilbertraum H bilde
man die von ihm erzeugte unitale C*-Algebra

C*(T,idy) == BAlg(T, T*, idx),

also die kleinste unitale Banach-Unteralgebra von L(H),
die T und T™* enthélt. Diese Algebra ist ein niitzliches
Hilfmittel bei der Untersuchung von 7.

2. C*(T,idy) ist genau dann kommutativ, wenn T
normal ist. Der Spektralsatz fiir normale Operatoren be-
sagt:

Die Algebra C*(T,idy) ist auf natiirliche Weise iso-
metrisch *~isomorph zu der Algebra C(o(T'),C) der ste-
tigen komplexen Funktionen auf dem Spektrum von T.

Wir werden den Satz in Abschnitt 3.5 beweisen.

3. Wir geben im Abschnitt 3.1 fiir zwei wichtige Spe-
zialfille des Spektralsatzes 3.5.1 unabhéngige einfachere
Beweise. Dies ist einerseits der Fall eines selbstadjun-
gierten Operators (siehe Satz 3.1.2) und andererseits der
Fall eines unitédren Operators (siehe Satz 3.1.3).

In beiden Fillen kann man die besondere Lage des
Spektrums und eine Entsprechung von Polynomen einer
Variablen mit einer dichten Unteralgebra von C* (T, id)
ausnutzen.

T =T*: Das Spektrum o(7') ist reell. Nach dem Satz
von Weierstraf} liegen die Polynome dicht in den stetigen
Funktionen auf dem Spektrum.

Andererseits liegen die Polynome p(7) dicht in
C*(T,idy). Die Isomorphei folgt nun aus dem spektrale
Abbildungssatz E.1.2 fiir Polynome einer Variablen.

U* = U~': Das Spektrum liegt in der Einheitskreis-
linie T. Den trigonometrischen Polynomen p(¢) auf T
entsprechen die Operatoren p(U). Diese Polynome liegen
dicht in C(o(T),C) bzw. C*(U,idy). Aus dem spektra-
len Abbildungssatz E.1.2 fiir Polynome einer Variablen
folgt sofort der entsprechende Abbildungssatz fiir trigo-
nometrische Polynome und damit das Resultat.

Der allgemein giiltige spektrale Abbildungssatz E.1.2 fiir
Polynome einer Variablen fithrt also in beiden Fillen
zum Ziel. Dieser Satz folgte unmittelbar aus der Zerle-
gung eines Polynoms einer komplexen Variablen in Li-
nearfaktoren.

4. Fiir beliebige normale Operatoren 7" kommt man
mit Polynomen einer Variablen nicht aus. Erst Polyno-
me der Form p(T,T*) bilden eine dichte Unteralgebra.
Der Beweis des entsprechenden spektralen Abbildungs-
satzes 3.4.4 fiir Polynome der Form p(¢,¢) beruht nicht
mehr auf algebraischen Eigenschaften der Polynome in
zwei Variablen sondern folgt aus den besonderen Ei-
genschaften der Ideale und Charaktere der C*-Algebra
C*(T,idy).

5. Alle Beweise benutzen zusétzlich die C*-Gleichung
ITI1* = |77

Alle Aussagen dieses Kapitels gelten sinngeméf fiir
beliebige C*-Algebren. Die Beweise miifl man hierfiir
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geringfiigig erweitern, da man vorerst nicht auf das Ab-
schnitt 2 iiber Operatoren auf dem Hilbertraum zuriick-
greifen kann. In den Anmerkungen zu den jeweiligen
Satzen wird dies genauer erklért.

3.1 Spektralsatz fiir selbstadjungierte

und unitire Operatoren

3.1.1 Bem. (Spektralradius normaler Op)
Es seien 'H ein Hilbertraum. Fiir einen normalen Ope-
rator T' € L(H) ist der Spektralradius von T gleich der
Norm von T':

r(T) = [IT1].

Beweis. Die Behauptung folgt aus der C*-Gleichung
(siehe Festst. 2.1.2) und der Formel fiir den Spektralradius
(siehe Satz E.1.5).

Fiir selbstadjungierte S € L(H) und n € N gilt

n n-1,2 =1 n
12" ) =18 = = 1821 = SIS

Wenn T normal ist, folgt:

n, 2 LN n £\ 27 n
121" = @) T | = [(T)* T |
* n * 2”
=T | = |T*T|* = |7

2n+1

Aus der Formel fiir den Spektralradius folgt nun

H(T) = lim VT = 7).

3.1.2 Satz (Spektralsatz fiir selbstadj. Op.)
Es sei H ein Hilbertraum und T =T* € L(H).

(i) Das Spektrum von T ist eine kompakte Teilmenge
des Intervalls [—||T, ||T|] € R.

(ii) Es gibt genau einen *Homorphismus ¥
C*(T,idy) — C(o(T),C) mit

U(T)=¢ und W(idy) = Ty,

wobei ¢ : o(T) — C die identische Funktion bezeichnet.
U ist isometrisch und bijektiv.
(iii) Zur Abkiirzung bezeichne 5= U(S). Es gilt der
spektrale Abbildungsatz:
o(S) ={S(\) | Aeo(T)} fiirS e A

Das Spektrum von S sind die Funktionwerte von S.

Beweis. (i) 1. Wir konstruieren zunichst einen
*-Homomorphismus ¥ Alg(T,idy) — C(o(T),C).
Alg(T,id() besteht aus den Polynomen p(T) mit p € C[(].
Fiir ein Polynom p € C[(] bilde man die Einschrankung
p:=p|lo(T). Aus dem spektralen Abbildungssatz E.1.2

p(o(T)) = a(p(T))

und der Spektralradiusformel fiir normale Operatoren (siehe
Bem. 3.1.1) folgt

IPllou := max [PA)] = r(p(T) = [IP(T)]]

A€o
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Fiir zwei Polynome p, q € C[¢, (] mit p(T) = ¢(T) ist also
/;\q

||I/)\_ aHsup = Hp
= (e = )(D)I| = [Ip(T") — ¢(T)|| = 0.
Die Abbildung ¥ : Alg(7,idg) — C(o(T),C) mit

lsup

p(T) —p firp e C[(]

ist wohldefiniert und isometrisch. W ist ein ~“Homomorphis-
mus:

p(T) +q(T) = (p+ o)(T)
p(T)-q(T) =(p-q
(p(T))" = p(T)
wobei p das Polynom mit den konjugiert komplexen Koef-
fizienten ist. Es ist U(idg) = 1, (1) und ¥(T') = (.

2. Da C(o(T),C) mit der Norm ||-||,, vollstandig ist,
hat W genau eine stetige Fortsetzung auf C*(T,idy), die
wir wieder mit ¥ bezeichnen.

Diese Forsetzung ¥ : C*(T,idy) — C(o(T),C) ist ein
isometrischer “Homomorphismus.

Da U isometrisch ist, ist Bild ¥ abgeschlossen. Nach

dem Satz von WeierstraB liegen die Polynome p mit p €
C[¢] dicht in C(o(T),C). Das Bild von ¥ ist also dicht
und abgeschlossen, d.h., ¥ bijektiv.

3. Wir zeigen die Eindeutigkeit von W. Es sei T
C*(T,idy) ein *~Homomorphismus mit ¥(7T) = (. Fiir
A € o(T) ist die Abbildung x : C*(T,idy) — C mit

X:S— U(S)(N) fiir S € C*(T,idy)

ein Charakter von C*(T',id3) mit x(7") = A. Fiir Polynome
p € C[(] gilt also

X(P(T))(A) = p(A) = ¥(p(T))(N).

Nach Bemerkung B.4.9) ist ||x|| = 1. Da x und W stetig
sind und auf der dichten Teilmenge Alg(T,idy) lberein-
stimmen folgt

X(8) = ¥(5)(A)
Fir S € C*(T,idy) gilt also

fiir S € C*(T,idyy). (+)

T(S)(A) = T(S)(N).

Da dies fiir alle A € o(T) gilt, ist ¥ = W.

(i) Da ¥ : A — C(o(T),C) ein bijektiver Isomorphis-
mus von unitalen Banachalgebren ist, haben einander ent-
sprechende Elemente dasselbe Spektrum in bezug auf die
jeweilige Algebra.

Das Spektrum einer stetigen Funktion auf einer kompak-
ten Menge besteht gerade aus den Funktionswerten.

Nach Feststellung 2.4.12 ist jede unitale
Unteralgebra eine volle Unteralgebra und folglich ist

UA(S) = UL(H)(S)

(siehe Bez. E.2.1). Insgesamt folgt

Cr-

fir S e A.

-~

(S) = 04(S) = oc(o(r) 0)(S) = S(o(T)).
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Anmerkung. (zum Beweis von Satz 3.1.2 (ii)) 1. Der
Beweis zu Teil (i) von Satz 3.1.2 benutzt nur, da§ L(H) eine
unitale C*-Algebra ist und macht keinen keinen Gebrauch davon,
dafl die Elemente Operatoren auf dem Hilbertraum sind, d.h. der
Beweis gilt unveriandert fiir jede abstrakte unitale C*-Algebra.

2. Im Beweis zu Teil (ii) von Satz 3.1.2 wurde aber die Feststel-
lung 2.4.12 benutzt, dafl jede unitale C*-Unteralgebra von L(H)
eine volle Unteralgebra ist. Wenn man den Beweis etwas anders
fithrt, erhélt man nicht nur einen Beweis zu Teil (ii) von Satz 3.1.2
sondern auch einen neuen Beweis, dafl unitale C*-Unteralgebren
voll sind. Der folgende Beweis benutzt nur die C*-Gleichung und
Satz 3.1.2 (i).

(a) Wir zeigen: Ist A eine unitale C*-Algebra, T = T* € A
und Ag := C*(T,14), so ist c A(T) = 0.4, (T):

Beweis. Man wende Satz 3.1.2 (i) auf die unitale C*-
Algebra A an: Es gibt es einen isometrischen, bijektiven
*Homorphismus ¥ : Ag — C(o.4(T),C) wobei ¥(T) = ¢
die identische Funktion auf o 4(T) ist. Also haben die Elemen-
te T € Ap und ¢ = ¥(T') dasselbe Spektrum in bezug auf die
jeweilige Algebra. Das Spektrum einer stetigen Funktion auf
einer kompakten Menge besteht gerade aus den Funktionswer-
ten. Somit ist

040 (T) = 0o 4(1),0)(€) = oa(T).
(b) Wir zeigen: Ist A eine unitale C*-Algebra, T = T* € A
und Ag := C*(T,14), so ist c A(T) = 0.4, (T):

Beweis. Wenn T~1 € A existiert, so existiert (T*T)~"1 =
T-Y(T*)~' Da T*T selbstadjungiert ist, folgt aus (a)
(T*T)~' € C*(T*T, 1 4). Hieraus folgt

T~ = (T*T)~YT* € C*(T*T, 14)T* C C*(T, 1 4).
Fiir die Resolventenmengen gilt also:
pA(T) = pa,(T).
Also sind auch die Komplemente gleich: o 4(T) = 0.4, (T).
(¢) Nun kann man den Beweis zu Teil (ii) von Satz 3.1.2 wie

angegeben fithren. Man ersetze nur den Verweis auf Fest-
stellung 2.4.12 durch die obige Aussage (b).
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3.1 Selbstadjungierte und unitére Op.

3.1.1 Spektralsatz fiir unitédre Op.

3.1.3 Satz (Spektralsatz fiir unitire Op.)
Es sei ‘H ein Hilbertraum und U € L(H).

(i) Das spektrum von U ist eine kompakte Teilmenge
der FEinheitskreislinie T C C.

(ii) Es gibt genau einen *Homorphismus ¥
C*(U,idy) — C(o(U),C) mit

V(U)=¢ und ¥(idy)= 1,1,

wobei ¢ : o(U) — C die identische Funktion bezeichnet.
W ist isometrisch und bijektiv.

(iii) Zur Abkiirzung bezeichne S = U(S). Es gilt der
spektrale Abbildungsatz:

o(S) ={S(\) | Aeo(U)} fiirSe A

Das Spektrum von S sind die Funktionwerte von S.
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3.2 Ideale in C*-Algebren

3.2 Ideale in C*-Algebren

3.2.1 Festst. (Approximative Eins)
Es seien H ein Hilbertraum, T € L(H) und A :=
C*(T*T) die von T*T erzeugte C*-Algebra. Man be-
achte, daB3 i. allg idy & A ist.

Dann gibt es eine Folge (U,,), selbstadjungierter Ele-
mente in A mit folgenden Eigenschaften

1. 0< U, <Upy1 <idy fiirn € N.
2. lim ||T —TU,| =0.

Beweis. Nach Lemma 2.4.15ist (idy +nT*T) firn € N
invertierbar und nach Lemma 2.4.11 liegt die Inverse in
C*(T*T,ids). Wir setzen zu Abkiirzung S := T*T und
definieren

U, :=nS(idy +nS)_1 fur n € N.

Offensichtlich liegt U,, € A.
1. Nach Satz 2.4.7 ist (nidy +S)~! > 0. Aus

nS(idy +(n +1)S) = nS + n(n + 1) 5>
< (n+1)S +n(n+1)S% = (n+1)S(idy +nS)

folgt nun mit Satz 2.4.5

U, =nS((idy +nS)’1
< (n+1)S(idy +(n+1)S)" = Upys.
Ebenso folgt aus 0 < nS < idy+nS, daB 0 < U,, =
nS(idy +nS) "t <idy und |idy U, | < 1 ist.
2. Fiirn € N ist

0< S(ldH —Un) = S(ldH —|—nS)_1 < %ldH

und somit |5 — SU,|| < L.

3. Mit der C*-Gleichung folgt nun

T = TUL|* = [|(ids —Un)T*T (i —Us)|
< |Gy =U) I T*T iy —Un )| < -

Also ist lim ||T'—TU,| = 0.
n—oo

Anmerkung. 1. Feststellung 3.2.1 (2.) gilt in jeder C*-
Algebra. Man modifiziere den Beweis geringfiigig und setze
Upn = nS%2(1 + nS?)~!. Aus dem Spektralsatz 3.1.2 (i) fiir
selbstadjungierte Operatoren folgt, dal U, wohldefiniert ist und
1S = SUL|? < % gilt. Punkt 3. des Beweises kann unveréndert
iibernommen werden.

2. Damit gilt auch der folgende Satz in jeder C*-Algebra.

3.2.2 Satz (abgeschlossenes Ideal in C*-Alg.)
Es seien H ein Hilbertraum und A eine C*-Unteralgebra
von L(H).

Jedes abgeschlossene zweiseitige Ideal J von A ist ab-
geschlossen unter der Involution *. Das Ideal J ist also
eine C*-Unteralgebra von A.
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Anmerkung. (selbsadjungierte Menge) Eine Teilmenge
von L(H), die mit T auch T* enthélt, wird in der Literatur auch
selbstadjungiert genannt. Jede abgeschlossene zweiseitige Ideal
einer C*-Algebra ist also selbstadjungiert.

Beweis. Es sei J ein zweiseitige Ideal in A. Fir T'e J
ist T*T € J und folglich ist C*(T') C J. Nach Feststel-
lung 3.2.1 gibt es eine Folge (Uy,), in C*(T') mit U,, = U}
und T'= lim U,T. Dann gilt fiir die adjungierten Opera-

n—oo
toren
T* = lim T*U, € J.
n—oo
Anmerkung. 1. Wenn J ein abgeschlossenes Ideal in einer

C*-Algebra A ist, so ist die Quotientenalgebra A/J mit der Quo-
tientennorm eine Banachalgebra (siche Satz B.4.11). Da das Ideal
abgeschlossen unter der *-Operation ist, erhélt man durch die Vor-
schrift
M =T+J —(T+J7) =T+7 = [T"]

eine Involution auf der Quotientenalgebra A/J. Man bezeichnet
diese Involution wieder mit [T]* := [T*] und rechnet die iiblichen
Eigenschaften nach:

[aT]" =a[T"]
[S+T1" = [S]" + [T]"
[ST]" = [T]"[s]"
fir S, Te€ A, a €C.
Man sieht leicht, da§ diese Involution auf .A/J isometrisch ist.
2. Mit Hilfe von Feststellung 3.2.1 erhélt man fiir die Quotien-
tennorm
|[T])| =inf{|T—TU||| U€ J und 0 < U < 1}.
Mit dieser Gleichung sieht man, dafl die Quotientennorm die C*-
Bedingung erfiillt. D. h., A/J ist eine abstrakte C*-Algebra.

3. Beispiele zeigen, das man diese Quotientenalgebra i. allg.
nicht auf natiirliche Weise irgenwie durch Operatoren in L(H)
realisieren kann. Die Situation ist ganz anders im Fall des Quoti-
entenraumes eines Hilbertraumes (siche Bem. B.2.9)
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3.3 Polynomialer Funktionalkalkiil

3.3.1 Ziel

Das Ziel der nichsten Abschnitte 3.4 und 3.5 ist es, den
spektralen Abbildungssatz fiir den polynomialen Funk-
tionalkalkiil eines normalen Operators T zu zeigen (siehe
Folg. 3.4.4). Hieraus erhiilt man dann einen isometri-
schen *Isomorphismus Alg(7,T*,idy) — C(o(T),C),
bei dem einem Polynom p(T', T*) dessen Einschrinkung
p:= p|o(T) entspricht.

Mit dem Approximationsatz von Weierstraf3 folgt
dann Satz 3.5.1:

Die won einem normalen Operator erzeugte C*-
Algebra C*(T,idy) ist isometrisch *-isomorph zur Al-
gebra C(o(T),C) der stetigen Funktionen auf dem Spek-
trum von T.

3.3.2 Bem. (Polynome p(T,T*))
(i) Es seien H ein Hilbertraum und T € L(H) normal.
Man bilde die selbstadjungierten Operatoren

T-T*
27

T+T*

R:=ReT = und S :=ImT =

Da T normal ist, vertauschen R und S.

(ii) Fiir ein Polynom q € C[¢,n] der Gestalt

77) = Z 04L,;4§L77%

L,e=1

mit komplexen Koeffizinten o, ,. und reellen Variablen
(&,m) € R? bilde man den Operator

)= z": a, . R'S*

L,e=1
Die Abbildung
Cl§,ml 3 g q(R,S5) € L(H) (%)

ist ein komplexer Algebrenhomomorphismus. Die Poly-
nome in den rellen Variablen (§,n) bilden eine *-Algebra
mit der Involution q — ¢q, die man durch

77) = Z ab,%f”?%

L,e=1

erklirt. Die Abbildung (x) ist ein *-Homomorphismus.

(iii) Praktischer ist es, die Polynome q(R, S) in T und
T* auszudriicken. Dazu bilde man die komplexe Variable
¢ :=¢+in € C. Setzt man & = $(¢+({) undn = 5 ((—C)
in ein Polynom q(§,n) ein, so erhélt man ein Polynom p
in den Variablen ¢ und (:

q(3(C+0), 5 —¢) =
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Die Bezeichnung p(¢, ¢) sinnvoll, da die Koeffizienten Yuv eindeu-

tig bestimmt sind. Es gilt

oro”

Yuv = Y] 4(5»7])7
plv!

wobei, wie in der Funktionentheorie iiblich, 0 := %(aﬂ

) bedeutet.

- 9
—za—n) und

o

Man bezeichnet diese Art Polynome immer mit p(¢, ), um sie
von den iiblichen Polynomen in einer komplexen Variablen { zu
unterscheiden.

Man bezeichnet mit C[¢,{] den Raum der Polynome
in den komplexen Variablen ((, (). Die Algebren C[(, (]
und C[¢,n] sind *isomorph. Ublicherweise identifiziert
man die beiden.

Die Involution auf C[(, (] ist:

p(¢,€) = p(¢, Q) =B(C, Q)
wobei p die konjugiert komplexen Koeffizienten?,, , hat.

(iv) Man kann den *~Homomorphismus aus Punkt (ii)
nun auch fiir Polynome p € C[(, (] aufschreiben:

Z Y TH(T*)Y

=p(T,T7).

Zv,wc“c = p(T,T")

782

Fiir q(¢,m) = p(¢,¢) ist ¢(ReT,ImT)

3.3.3 Bez. (Polynom. Funktionalkalkiil p(7T',T*))
Es seien H ein Hilbertraum und T' € L(H) normal. Der

“Homomorphismus C[(, (] — C*(T,idy) mit

p(¢,C) — p(T,T%),

der in Bemerkung 3.3.2 (iv) erklirt wurde, heifit der Po-
lynomiale Funktionalkalkil fiir den normalen Operator
T.
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3.4 Charaktere und Spektrum

3.4.1 Festst. (Charaktere sind ~Homomorphism.)
Es sei A eine unitale C*-Algebra. Jeder Charakter x von
A ist ein *-Homorphismus. d.h.,

x(T*)=x(T) firT e A.

Beweis. Es reicht zu zeigen: Fiir T = T* ist x(T) =

Re x(T).
Es sei x(T) = a+ i mit o, 8 € R. Fiir den Parameter
s € R betrachte man T := T + isll 4. Aus

2 2 *
a® 4+ (B+9)° = [X(T)]" < |TL|° = |15 Ts|
=T + s 0al| < T2 + 5°

folgt

o® 4+ 3% +20s < ||T?|| fiir s € R.

Folglich ist Im x(T) = 8 = 0.

Anmerkung. (anderer Beweis von Festst. 3.4.1) Kerny
ist ein abgeschlossenes Ideal in A. Also liegt mit S auch
S* € Kernx. Aus x(x(T)idy —T) = 0 folgt also

X(T) — x(T*) = x(X(T) idy ~T")
= X(\(T)id ~T)") = 0.

3.4.2 Festst. (0(T) und Charakt. von C*(T,idy))
Es seien H ein Hilbertraum, T' € L(H) normal und A :=
C*(T,idx).

(i) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Aeo(T).

(b) Es gibt in A ein abgeschlossenes echtes Ideal J
mit /\ldH =T € Jy.

(¢c) Es gibt einen Charakter xx € X4 mit xx(T) = A.
In diesem Fall sind x, und J» eindeutig bestimmt und
es gilt Jy = Kern x.

(ii) Die Abbildung

a3 xr x(T) €oa(l)

ist bijektiv.

Beweis. (i) Wir zeigen die Aquivalenzen:

(a) = (b): Ohne Einschrinkung sei A = 0. Sonst be-
trachte man den Operator T := \idy —T und den Punkt
0e CT(T)\). Es ist C*(T)\,idH) = C*(T, ldH)

Es sei Jo der AbschluB des echten Ideals

TA:={TA| A€ A}

Nach Satz B.4.10 ist Jy ist ein echtes Ideal.

(b) = (c): Nach Satz 3.2.2 ist Jy eine C*-Unteralgebra
von A. Also liegt mit T" auch T* € Jj.

Da die Quotientenalgebra A/ 7, ist eine unitale Banach-
algebra. Da sie von den Nebenklassen T + Jp = 0],
T+ Jo = [0] und idy +TJo = [idy] erzeugt wird, ist
A/Jy = C[idy]. Die Abbildung ¢ : A/Jy — C mit

L Midy] = A € C
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ist ein isometrischer *-Algebrenisomorphismus. Die Kom-
position mit der Quotientenabildung » : A — A/J, ergibt
einen Charakter x¢ := ¢ 0 3 von A mit xo(T) = 0.

Aus der Konstruktion folgt

(%)

(c)=(a): Wenn R € A eine Inverse R~! € L(H) hat,
so ist R~ € A (siehe Festst. 2.4.12) und folglich

X(R)X(R™) = x(idn) = 1.

Wenn also A = x(T') ist, so hat Aidy —T keine Inverse in
L(H), d.h., A€ o(T).

Wir zeigen die Eindeutigkeit von xx und Jyx: Aus (x)
folgt Kern x, = J».

Nach Bemerkung B.4.9 ist jeder Charakter x von A be-
schrankt und folglich durch seine Einschrinkung auf ei-
ne dichte Teilmenge eindeutig bestimmt. Nach Definition
von C*(T,id) liegen die Polynome p(T,T*), p € C[¢,(]
dicht.

Aus x(T) = X folgt x(T*) = X (siehe Festst. 3.4.1) und

X(p(T. T%)) = p(\,A) = xa(p(T,T*)) fiir p € C[¢, ().

Also ist x = x.

Kern xg = Jo.

(i) folgt aus (i) und der Eindeutigkeit des Charakters
XA

3.4.3 Festst.
Es seien ‘H ein Hilbertraum, T € L(H) normal und
A := C*(T,idy). Fiir S € A sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(a) pea(S).

(b) Es gibt ein x € ¥ 4 mit p = x(S5).

Beweis.
Ideals

(a)=(b): Es sei Z der AbschluB des echten

(widy —8)A = {(idy —S)A | A € A}.

Nach Satz B.4.10 ist Z ist ein echtes Ideal und folglich ist
A/Z eine unitale Banachalgebra. Das Element [T] = T+Z
hat nach Bezeichnung E.2.2 nichtleeres Spektrum. Es sei
A€o z([T]).

Da [Aidy —T] nicht invertierbar ist, ist [Xidy —T].A/Z
ein echtes Ideal von A/Z. Das Urbild

[Ae A|[A] € [\idy —T]A/T).

ist ein echtes Ideal von A. Nach Satz B.4.10 ist der Ab-
schluB 7, dieses Urbildes ein echtes Ideal von A. 7,
enthdlt Aidy —T und pidy —S. Nach (i) gibt es einen
Charakter y» € ¥4 mit Jy = Kern x,. Insbesondere ist
Xa(pidy —S) = 0.

(b) = (a): Wenn R € A eine Inverse R~ € L(H) hat,
so ist R~' € A (siehe Festst. 2.4.12) und folglich

X(R)x(R™") = x(idy) = 1.

Wenn also = x(S) ist, so hat pidy —S keine Inverse in
L(H), d.h., pp € a(S).
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3.4.4 Folg. (Spektr. Abbildungssatz fiir p(T,T*))
Es seien 'H ein Hilbertraum und T € L(H) normal.

Fiir ein Polynom p € C[(, (] gilt der spektrale Abbil-
dungssatz

o(p(T,T%)) = {p(\, X) | A € o(T)}.

Beweis. Essei A:=C*(T,idy).

1. Nach Feststellung 3.4.3 gibt es zu p € o(p(T,T*))
einen Charakter x € ¥4 mit x(p(T,T*)) = p. Nach Fest-
stellung 3.4.2 ist A = x(T') € o(T). Nach Feststellung
3.4.1ist A = x(T™) und folglich ist u = x(p(T,T*)) =
p(AA).

2. Nach Feststellung 3.4.2 gibt es zu A € o(T) einen
Charakter xx € X4 mit A = x(T). Nach Feststellung
3.4.10st A = x(T%).

Aus Feststellung 3.4.3 folgt nun

PN ) = x((T, T7)) € o(p(T, T)).

3 SPEKTRALSATZ FUR NORMALE OPERATOREN
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3.5 Spektralsatz fiir normale Op.

3.5 Spektralsatz fiir normale Op.

3.5.1 Satz (Spektralsatz fiir normale Op.)
Es sei H ein Hilbertraum, T € L(H) normal und A :=
C*(T, ids).

(i) Es gibt genau einen *-Homorphismus ¥ : A —
C(o(T),C) mit
\I’(T) = C und \IJ(IdH) = ]IU(T),

wobei ( : o(T) — C die identische Funktion bezeichnet.
W ist isometrisch und bijektiv.

(i) Zur Abkiirzung bezeichne S = U(S). Es gilt der
spektrale Abbildungsatz:

o(S) ={S(\) | A e o(T)} fiir S € A.

Das Spektrum von S sind die Funktionwerte von S.

Beweis. (i) 1. Wir konstruieren zunichst einen
*-Homorphismus U : Alg(T,T*,idy) — C(o(T),C).

Alg(T,T*,idy) besteht aus den Polynomen p(T,T7*)
mit p € C[¢,¢]. Fiir ein Polynom p € C[¢, (] bilde man
die Einschrinkung p € C(o(T),C) mit

p:A—=p\ ) fir A€ o(T).
Aus dem spektralen Abbildungssatz 3.4.4
p(o(T)) = o(p(T,T7))

und der Spektralradiusformel fiir normale Operatoren (siehe
Bem. 3.1.1) folgt

Pl = e, PN = r(p(T, T7)) = [[p(T, T7)]|.

Fiir zwei Polynome p, q € C[¢, ] mit p(T,T*) = ¢(T,T*)
ist also p = q.
Die Abbildung ¥ : Alg(T,idg) — C(o(T),C) mit

p(T,T*) —p fiir pe C[(,(]

ist wohldefiniert und isometrisch. ¥ ist ein “Homomorphis-
mus:

p(T,T7)+q(T.T7) = (p+ )(T,T") = p+q =D+,
p(T.77) (T, T") = (p- q)(T,T") = P-4 =D"7,
(p(T.T%))* =p(T*,T) v p.

Es ist ‘I’(ldE) = ]la(T) und ‘I/(T) =(.

2. Da C(o(T'),C) mit der Norm ||-||,,, vollstindig ist,
hat U genau eine stetige Fortsetzung auf C*(T,idy), die
wir wieder mit ¥ bezeichnen.

Diese Forsetzung ¥ : C*(T,idy) — C(o(T),C) ist ein
isometrischer “Homomorphismus.

Nach dem Satz von WeierstraB liegen die Polynome p mit

p € C[¢, (] dicht in C(o(T),C). Also ist die Fortsetzung
U surjektiv.
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3. Nach Feststellung 3.4.2 gibt es zu A € o(T') genau
einen Charakter xx mit xx(7) = A. Nach Feststellung
3.4.1ist A = x(T™) und folglich

AT, T7) = p(\,X) = B(A) = ¥ (p(T, T7))(N).

Da die Polynome dicht in C*(T,ids) dicht liegen und xx
und U stetig sind, folgt

a(S) = U(S)(N) = S(A) fiir S € C*(T,idy). (%)

4. Wir zeigen die Eindeutigkeit von U. Fiir A € o(T) ist
die Punktauswertung dy : C(o(T"),C) — C mit

[ f(N)

ein unitaler “Homomorphismus.

Ist U : C*(T,idg) — C(c(T),C) ein unitaler *“Homo-
morphismus mit \TI(T) = (, so ist die Komposition x :=
50U ein Charakter mit x(T') = ¢(A) = A. Aus Feststellung
3.4.2 folgt x = xx. Aus Gleichung (x) folgt nun

fir f € C(o(T),C)

T(S)(N) = xa(S) = T(S)(N) fiir A € o(T).

Da dies fiir alle § € C*(T,idg) gilt, ist U = .

(i) Da ¥ : A — C(c(T),C) ein bijektiver Isomorphis-
mus von unitalen Banachalgebren ist, haben einander ent-
sprechende Elemente dasselbe Spektrum in bezug auf die
jeweilige Algebra.

Das Spektrum einer stetigen Funktion auf einer kompak-
ten Menge besteht gerade aus den Funktionswerten.

Nach Feststellung 2.4.12 ist jede unitale
Unteralgebra eine volle Unteralgebra und folglich ist

UA(S) = UL(H)(S)

(siehe Bez. E.2.1). Insgesamt folgt

C*-

fur S e A.

7(S) = o4(S) = 0 (o(1).0)(F) = S(o(T)).
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4.1 Kompakte Op. auf dem Hilbertraum

4 Kompakte Operatoren

4.1 Kompakte Operatoren auf dem Hil-
bertraum

4.1.1 Folg. (idy kompakt = H endlichdim.)
Die identische Abbildung eines Préhilbertraumes X ist
genau dann kompakt, wenn X endlichdimensional ist.

Beweis. 1. Wenn dim X = n € N ist, so ist X = /3
und bekanntlich ist die abgeschlossene Einheitskugel des £%
kompakt.

2. Wenn dim X = oo ist, so gibt es eine orthonormale
Folge (€n)nen. Da |len — em||® = 2 fiir n # m ist, enthilt
(idx en)n keine konvergente Teilfolge. Also ist idy nicht
kompakt.

4.1.2 Satz (Approx. durch Op. von endl. Rang)
Es seien X, Y Préhilbertrédume und K € L(X,)) kom-
pakt.

(i) Es gibt eine Folge (K,,),, endlichrangiger Operato-
ren in F(X,)) die gegen K konvergiert.

Man kann die approximierende Folge (K,), so
wéhlen, daB | K| < ||K|| ist.

(ii) Konstruktion einer approximierende Folge: Es sei-
en (e, )n€ N eine orthonormale Basis des separablen Un-
terraumes Bild(K) undP,, = Pinge,,....,} der orthogo-
nale Projektor auf die lineare Hiille von e, ..., e,. Fir
K, := KP, gilt dann

lim |[K — P,K]| = 0.

(iii) Wenn Y ein Hilbertraum ist, dann ist K genau
dann kompakt, wenn K durch Operatoren aus F(X;))
aproximiert werden kann.

Beweis.
zeigen.

(i) Da K(Ball X) separabel ist, hat Bild K eine ortho-
normale Basis (e, )nen. (siehe Bem. A.3.2 und Satz 1.5.9).
Es sei P, der orthogonale Projektor auf lin{ey,...,e,}
(siehe Bsp. 2.1.16). Fiir y € Bild K ist (siehe Satz 1.5.6
und Satz 1.5.3)

(i) Es reicht die starkste Behauptung (ii) zu

o0

Iidy =Pyl = > ew,m)? L0 fiir n — oo.

v=n-+1

Nach dem Satz von Dini A.3.8 konvergiert die Folge
der Funktionen ||(idy —P,,)(-)|| auf der kompakten Men-
ge K(Ball X) gleichmaBig gegen 0. Also gilt

lim ||(id —P,) K] = 0.

Es ist Rang P, K < n.

(iii) Es sei H ein Hilbertraum. Nach Satz B.3.4 ist der
Grenzwert einer konvergenten Folge (K,), aus F(X,H)
kompakt.
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4.1.3 Satz (adjungierte Op. K* kompakt)
Es seien H, K Hilbertridume. Ein Operator K € L(H, K)
ist genau dann kompakt, wenn K* kompakt ist.

Beweis. 1. Es sei K € L(H,K) kompakt. Nach Satz
4.1.2 gibt es eine Folge (K, ), in F(H,K) die gegen K
konvergiert.Da

K" = K| = [[K = Kal

ist, ist K* kompakt.

2. Wenn K* kompakt ist, so ist nach Teil 1. auch K =
K** kompakt.

Anmerkung. 1. Es seien ‘H ein Hilbertraum und K € L(H)

kompakt. Wahlt man die Projektoren (Py), wie in Satz 4.1.2 (ii),

dann gilt auch lim ||K — P, KP,|| = 0. Man kann also kompak-
n—oo

te selbstadjungierte (bzw. positive) Operatoren durch kompakte
(bzw. positive) Operatoren K, € F(H) approximieren.

2. In Satz 4.3.1 erhalten wir eine optimale Approximation durch
endlichrangige Operatoren in der erzeugten C*-Algebra.

4.1.4 Satz (erzeugte C*-Algebra C*(T') C K(H))
Es seien H ein Hilbertraum und K € L(H, K).

(i) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) K ist kompakt.

(b) K*K ist kompakt.

(c) Alle Operatoren der erzeugten C*-Algebra C*(T)
sind kompakt.

(ii) Wenn dim’H = oo und K kompakt ist, so ist
C*(T) nicht unital.

Beweis. (i) (a)=(b) ist klar nach Satz B.3.2.

(b)=(a): Es sei (x,) eine Folge in Ball(H)
und (K*Kx,, ), eine Konvergente Teilfolge. Aus der
Abschatzung

”Kxnk - me ”2 *mec - K*Kznzamnk - zm>

=
< 2|K*Kw,, — K*Kx,, ||

folgt, daB (K, )i eine Cauchyfolge ist. Da K vollstindig
ist, konvergiert diese Folge.

(a) = (c): Nach Satz 4.1.3 ist K* kompakt. Nach Satz
B.3.2 sind alle Elemente der erzeugten Algebra Alg(T,T*)
kompakt. Da Grenzwerte kompakter Operatoren wieder
kompakt sind, sind alle Elemente von C*(T') kompakt.

(i) Wenn dimH = oo ist, so ist idy nicht kompakt.

4.1.5 Bem. ((e,), ONFolge = ||Ke,| — 0)
Es sei H ein Hilbertraum. Ein Kompakter Operator K €
L(H) bildet orthonormale Folge (e,,)y in Nullfolgen ab:

lim ||Ke,| = 0.

Anmerkung.
Umkehrung gilt.

Im folgenden Abschnitt zeigen wir, daf§ auch die
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Beweis. Wir zeigen, daB jede konvergente Teilfolge
(Ken,)r gegen 0 konvergiert. Nach Bemerkung A.3.5 ist
dann lim Ke,, =0.

n—oo

Es sei y = klim Ke,,.
— 00

||K67Lk||2 = <K6nk - y7K6nk> +
< [IK[ [ Ken,

(y, Ken,)
—yll+ Ky, Ken )l (%)

Aus der Besselschen Ungleichung (siehe Satz 1.5.3):
o0 e}

* 2 "

Sl Ken ) =D (K y,en,)|* < Kyl
k=1 k=1

folgt, das lim (y, Ke,,) = 0ist. Also konvergiert die rech-
te Seite von Gleichung (x) gegen 0.
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4.1.1 Vollstetige Operatoren

Anmerkung. (schwach konvergente Folgen) 1. Essei H
ein Hilbertraum. Eine Folge (zn)n in H heiit schwach konvergent
gegen T € H, wenn

lim (xn,y) = (&,y) firalley e H
n— 00
gilt.

2. Fir Hilbertraume gilt der Satz von Banach-Steinhaus:

FEine schwach konvergente Folge ist beschrdankt.

Es ist also keine Einschrinkung, wenn wir im néchsten Satz nur
beschriankte schwach konvergente Folgen betrachten.

3. Fiir Prahilbertraume erklidrt man die schwache Konvergenz
nur fiir beschréankte Folgen:

Es sei X ein Prihilbertraum. Eine beschrdinkte Folge (xn)n in
X heifit schwach konvergent gegen € X', wenn

lim (xn,y) = (Z,y) firalleye X
n— o0
gilt.

4. Wenn eine beschriankte Folge in einem Péahilbertraum X
schwach konvergiert, dann konvergiert die Folge auch in der Ver-
vollstéandigung X~ schwach. Allgemeiner gilt:

5. Es sei M C 'H und die lineare Hiille lin M sei dicht in H.
Wenn fiir eine beschrinkte Folge (z) in H und Z € H folgendes
gilt:
fir alle y € M,

lim <:En,y> = <£7y>

n—oo
dann konvergiert (zn)n schwach gegen Z.
Der Beweis ergibt sich sofort mit der Dreieecksungleichung.

6. Orthonormale Folgen sind schwache Nullfolgen:

Beweis. Aus der Besselschen Ungleichung 1.5.3:

o0
Z |<97 €ny,
k=1

folgt, das lim (y,en,) =0.
n—oo

W2 < llyll®

4.1.6 Bez. (vollstetige Op.)

Es seien X, Y Prihilbertriume. K € L(X, ) heifit voll-
stetig, wenn K beschrinkte schwache Nullfolgen in Null-
folgen abbildet:

(Zp)n in BallX und lim (z,,y) =0 firy € X

= lim ||Kz,| =0.

4.1.7 Bem. (Kompakte Op. vollstetig)
Es sei X, Y Prahilbertrdume. Jeder kompakte Operator
K € X(X,)) ist vollstetig.

Beweis. Es sei K kompakt und (z,,), eine eine Folge in
Ball(H), die schwach gegen 0 konvergiert. Es seien H :=
X” und K := )" die Vervollstindigungen. Die eindeutige
stetige Forsetzung bezeichnen wir mit K. Nach Bemerkung
B.3.3 ist die Fortsetzung kompakt.

Nach Anmerkung 5. konvergiert die Folge (z,,), in H
schwach gegen 0.

Wir zeigen, daB jede konvergente Teilfolge (Kxp, )k
gegen 0 konvergiert. Nach Bemerkung A.3.5 ist dann
lim Kz,, =0.

n—oo

Es sei y = klim Kz, . Fiir den Grenzwert y folgt dann:
—00

2
||K‘rnk|| = <K‘T’ﬂk - vaxnk> +

< K[ Kz,

(y, Kzn,)

=yl + (K y, 2,)| = 0.
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4.1.8 Bem. (Grenzwerte von Folgen vollst. Op.)
Es seien X, Y Préhilbertrdume und (K,),, eine konver-
gente Folge vollstetiger Operatoren in L(X,)):

lim ||K — K| = 0.

Dann ist der Grenwert K vollstetig.

Beweis. Es sei (z,), eine schwache Nullfolge in Ball X.
Nach Voraussetzung gibt es zu € > 0 eine vollstetigen Ope-
rator L € L(X,)) mit ||K — L|| < e. Da L vollstetig ist,
gibt es ein ng € N derart, daB

| Lzy| < e firn > no.
Also ist

Kz | < [[(K — L)x,|| + || Lan|| < 2 fir n > no.

4.1.9 Festst. (vollstetige Op.)
Es seien X, Y Préhilbertrdume und K € L(X,)).

(i) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) K ist vollstetig
(b) Fiir jede orthonormale Folge (e, )y ist

lim ||Ke,| =0.

(c) Es gibt eine Folge (K,,), endlichrangiger Opera-
toren in F(X,Y) die gegen K konvergiert.
Man kann die approximierende Folge (K,)n so
wdihlen, daf || K, || < ||K]| ist.

(ii) Es sei X = Y. In den beiden Fillen

1. K=C,

2. K ist symmetrisch (siehe Bez. 2.1.9 (iii) ),
ist die folgende Aussage (d) dquivalent zu (a)—(c):

(d) Fiir jede orthonormale Folge (ey,),, ist

lim (Key,,e,) =0.

n—oo

Anmerkung. Aus Satz B.3.4 folgt nun:

4.1.10 Folg. (kompakt < vollstetig)

Fiir einen Hilbertraum H und einen Préahilbertraum X
gilt: K € L(X,H) ist genau dann vollstetig, wenn K
kompakt ist.

Beweis. (i) (a)=(b): Aus der Besselschen Unglei-
chung 1.5.3 folgt, daB jede orthonormale Folge eine schwa-
che Nullfolge ist.

(b) = (c): Wir konstruieren induktiv eine orthonormale
Folge (en)nen, in X und die orthogonalen Projektoren

P, = -Plin{eo,...,en_l} und Qn =idy —P,
mit folgenden Eigenschaften:

IKQull < IKQuenll + 5 firn €N. (%)
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Man wahle g € X mit ||eg|| = 1. Es seien eg,..., e,
bereits gewidhlt, so daB (x) gilt. Nach Definition der
Norm, gibt es einen Einheitsvektor e,11 € Q11X =
{eg, ... e}t mit

IKQuitll < 1K Quirensall + 75

Da nach Vorausetzung lim || Ke,| = 0und Q,e, = e,
ist, folgt
[ KQnenl| = || Kenll — 0.
Aus Gleichung (x) folgt nun lim ||KQ,| = 0.
Der Operator K,, := KP, = K(idy —Q,,) hat endli-
chen Rang und
lim |K — K,| = lim |KQ,| =0.
n—oo n—oo
Fiir die Norm gilt: |16, | = [[K P, | < |1 74]) = 1]
(¢) = (a) ergibt sich sofort aus Bemerkung 4.1.8.

(ii) (b)=(d) gilt offensichtlich immer.

(d) = (c): In den beiden angegebenen Fillen ist die Norm
der quadratischen Form qr : © — (Tx,x) dquivalent zur
Operatornorm ||T|| (siehe...).

Fiihrt man den SchluB (b) = (c¢) analog mit der dquivalen-
ten Norm ||gr || durch, so erhdlt man (d) = (c).
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4.1.2 Beispiele

Anmerkung. Ein quasinilpotenter kompakter Operator heifit
auch Volterra-Operator. Der Prototyp eines solchen Operators in
L2(]0,1]) hat die Form

(VF)(s) :/;k(s,t)f(s)dt fir £ € L2([0,1]).

Der kern k(t, s) verhilt sich wie eine untere Dreiecksmatrix mit 0
auf der Diagonalen. Im Fall

1 fi t
OO S
0 firt<s
ist Vf die Stammfunktion, die wir in den beiden folgenden Bei-

spielen genauer untersuchen:

4.1.11 Bsp. (Volterra-Operator auf C([0,1]))
Auf C([0,1],C) mit der H-||sup-Norm erkldren wir eine
linearen Operator V' durch die Stammfunktion

V) ::/0 f(r)dr fiir t e [0,1]

und f € C([0,1]).
ten:

(i) V]| =1 und V ist kompakt.
(ii) V ist quasinilpotent: lim {/||V™| =0

V' ist injektiv und 0 € o(V) ist ein approximativer
Eigenwert.

V' hat die folgenden Eigenschaf-

Beweis. (i) Aus
t
||Vf||sup = SuptE[O,l] |f0 f T) dT‘ S ”stup'
folgt ||V|| < 1. Da HV]1[0,1]||Sup =1list,ist ||V = 1.

Wir priifen die Voraussetzungen fiir den Satz von Arzela-
Ascoli nach: Die Familie V(BallC([0, 1])) ist gleichstetig:

f(s) = f@O) = [0 f(r

und beschrinkt. Nach dem Satz A.3.7 ist V(Ball C([0, 1]))
relativ kompakt und somit V' ein kompakter Operator.

— sl

)dr| < |/l

sup|

(ii) Fir die n-ten Stammfunktion V" f gilt die Taylor-
formel mit Integralrestglied:

— (t —a)*

_ Z(V(—n+k)f)(0) o

/f

Die Taylorkoeffizienten verschwinden alle. Man schatzt
ab:

(VH(E) =

dT firt € [0,1]. (%)

t—T1

i n
VDO Wy [ 5 =l g

Hieraus folgt [[V"| < 2 und somit lim {/[[V"[ = 0.

Fiir e, (t) := e?™int jst

en — ljo,1]

Ven = —5

firneN

und folglich lim ||Ve,l,,, = 0. Die Folge (e,) ist ein

sup

approximativer Eigenvektor.

Gerd Wittstock, UdS, FR 6.1 Mathematik,

Lineare Operatoren auf dem Hilbertraum, WS 02/03

4 KOMPAKTE OPERATOREN

Anmerkung. Es sei X der Prahllbertraum C([O 1]) versehen
mit dem Standardskalarprodukt (f,g) := fO s)ds (siehe

Bsp. 1.2.4). Die Vervollstdndigung von X ist der Raum LQ([O7 1]).
Die Einbettung

I+ (C(10, 1), Illgup) — L2([0,1])

ist kontrahierend mit ||I|| = 1. Wir untersuchen den Volterra-
Operator aus Beispiel 4.1.11 als Operator auf X bzw. L2([0, 1]).

4.1.12 Bsp. (Volterra-Operator auf L*([01]))
Essei V : C([0,1]) — C([0,1]) der Operator aus Beispiel
4.1.11.

(i) FaBt man V' als Operator V& — C([0,1]) auf,
so ist V' kompakt.

(ii) V hat eine eindeutige stetige Fortsetzung zu einem
kompakten Operator V : L?([0,1]) — C([0,1]).

(iii) Es sei I die stetige Einbettung von (C([0,1])) in
L?([0,1]). Die Komposition

K =1V : L*(0,1]) — C([0,1]) — L?([0,1])

ist ein kompakter Operator von L?([0,1]) in sich.
(iv) K ist quasinilpotent: lim 1/[[K™| = 0, injektiv
n—oo
und 0 € o(K) ist ein approximativer Eigenwert.
Insbesondere bilden die Basisvektoren e, (t) :=e

(n € N) (siehe Satz 1.5.13) eine approximative Eigen-
vektorfolge:. lim ||Ke,| =0.

2mint

Beweis. (i) Wir priifen die Voraussetzungen fiir den
Satz von Arzela-Ascoli nach: Fiir 0 < s <t <1 folgt mit
der Schwarzschen Ungleichung

(K F)(t) = (Kf)(s)] = | [L 1+ f(r)dr|

(K

1/2 1/2
< (i1 dr) ! (S an)'? < Vi3 o
Also ist die Familie V' (Ball X) gleichstetig. Fiir s = 0 folgt

[V < 1. Mit dem Satz von Arzela-Ascoli A.3.7 folgt, daB
V(Ball X) relativ kompakt in (C([0,1]), [|[|,,) ist-

Folglich ist der Operator V : X — C([0, 1]) kompakt.

(i) Nach Bemerkung B.3.3 (ii) hat der kompakte Ope-
rator V genau eine stetige Fortsetzung auf die vollstindi-
ge Hiille von X, die wir weiterhin mit V : L?([0,1]) —
C([0,1]) bezeichnen. V' ist kompakt.

(iii) Da die identische Abbildung, aufgefaBt als Abbil-
dung C([0,1]) — X < L?([0,1]), beschrankt ist, ist
K =10V :L*0,1]) — L*([0,1]) kompakt.

(iv) Fir K™ gilt die Formel (). Schitzt man in (x) die
rechte Seite mit der Schwarzschen Ungleichung ab:

ol <l [ <%>d)/
< ||fL2(/0t%dT)1/z

t'n. 1/2
<l (—)
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so folgt
K™ <

und somit lim +/||K™| = 0.
n—oo

Fiir e, (t) := €™ ist

-

en — 1
Ke,, = ni,[o’l] firmneN
2min
und somit lim ||Key|/;. = 0. Die orthonormale Folge
n—oo

(en) ist ein approximativer Eigenvektor. (vgl. hierzu Bem.
4.15).

Wir zeigen, daB K injektiv ist: Da K : L%*([0,1]) —
C([01,]) stetig ist, gilt fiir f € Kern K die Formel

<Il[0’t],f> = (Kf)(t) =0 furte [0, 1].

Die lineare Hiille der Funktionen {ljo | ¢ € [0,1]} sind
die rechtsseitig stetigen Treppenfunktionen. Da die Trep-
penfunktionen dicht in L?(]0, 1]) liegen (siehe Bem. 1.4.6),
ist

{9.f)=0 firge L*([0,1])
und folglich f = 0.
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Anmerkung. Die Ergebnisse diese Abschnittes sind nicht ty-
pisch fiir Hilbertraume bzw. Prihilbertraume. Mit den gleichen
Beweisideen und etwas mehr Aufwand lassen sich die Aussagen
fiir Banachraume beweisen. Wir benutzen lediglich, daf3 es zu je-
dem endlichdimensionalen Raum eine stetigen Projektor auf die-
sen Raum gibt. Das gilt auch fiir normierte Rdume (vgl. [, Werner
Satz IV.6.2]).

Anmerkung. (Rieszsches Lemma) Es seien E ein normier-
ter und F ein abgeschlossener Teilraum. Zu € > 0 gibt es ein
z0 € E\ F mit

1 =dist(zo, F) < ||zol| <1+¢

Beweis. Da F abgeschlossen ist, ist dist(z, F) > 0 fir x € E\ F.
Man beachte, daB die Distanzfunktion x +— dist(z, F') eine Halbnorm
auf E ist. Man wihle ein z € E\ F mit dist(z, F') = 1 und dazu ein
y € F mit

1=dist(z, F) <l —y|| <1+¢

und setze xg :=x — y.

4.2.1 Festst.
Es seien X ein Prédhilbertaraum und K € L(X) kom-
pakt. Dann gilt

(i) Der Kern Kern(idy —K) ist endlichdimensional.
(ii) Der Minimalmodul v(idx —K) > 0.
(iii) Das Bild Bild(idx — K) ist abgeschlossen.

(iv) Wenn idy —K injektiv ist, dann existiert eine be-
schrénkte Inverse (idy —K)~! € L(X).

Beweis. (i) Auf N := Kern(idy —K) istidy = K|N
kompakt. Nach Folgerung 4.1.1 ist dim IV < oo.
(i) Da N endlichdimensional ist, ist X = N @& N-+.

Wenn ~((idxy —K) = 0 ist, so gibt es eine Folge (z,), in
N+ mit

ool =1 und  lim ||(idy —F)z,|| = 0.

Da K kompakt ist, hat (Kx,,),, eine konvergente Teilfolge.
Ohne Einschrankung existiert also y := lim Kuxz,. Dann

n—oo

konvergiert aber auch die Folge (z,,), gegen den gleichen
Grenzwert:

y= lim Kz, = lim z, € N*.

n—oo n—oo
loll = lim_ [l =1.

Da
(idy —K)y = lim (idy —K)x, =0

ist, folgt y € N N N+, dh., y = 0 im Widerspruch zu
[yl = 1.

(i) Zu y € Bild(idx —K) gibt es eine Folge (z,), in
X mit y = lim (idy —K)z,. Da konvergente Folgen be-

chrénkt sind und nach (i) ¢ := y(idx —K) > 0 ist, ist die
Folge (x,), beschrankt:

lzn]| < ¢ tsup||(idy —K)z,|| < oco.
veN
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Da K kompakt ist, hat (Kx,), eine konvergente Teilfol-
ge. Ohne Einschrénkung existiert z = lim Kx,. Dann
n—oo

existiert auch der Grenzwert

lim Kz, =y+ =z

lim z, =y +
n—oo n—oo

und es ist

y= nlingo(idx —K)z, = (dy —K)(y + 2).
Also ist y € Bild(idy —K) und Bild(idy —K) ist abge-
schlossen.

(iv) Wenn idy —K injektiv ist, dann ist nach (iii)
idy —K nach unten beschriankt. Wenn idy —K surjektiv
ist, so existiert die Inverse und ist stetig.

Wir zeigen, daB die Annahme, Bild(idy —K) # X zu
einem Widerspruch fiihrt. Dazu bilden wir die Folge der
Raume Ay := X, Ay := Bild(idy —K) und X,41 =
(idxy —K)&X,. Da (idx —K) injektiv ist, ist Xy, 2 X y1.

Nach (iii) ist X3 := Bild(idx —K) abgeschlossener Teil-
raum von Xy := X. A} ist invariant unter K:

KX, = K(idy —K)Xy = (idy —K)K Xy C X.

Wendet man (iii) auf den Prihilbertraum X} und den
kompakten Operator K7 := K|Xj, so folgt, daB Xy =
(idy, —K1)X; ein abgeschlossener Unterraum von X ist.
Induktiv fogt, daB alle Rdume &), abgschlossen sind.

Nach dem Rieszschen Lemma gibt es eine Folge (x,),
mit folgenen Eigenschaften:

Ty € Xp \ Xpg1 und 1 =dist(zy, Xny1) < ||z < 2.

Fir m < nist idy —K)z, + K2, € X, C Xppq1 und
folglich

1Kz — Kap|l = |&m — ((idx —K)zm + Kz,)|| > 1,

Die Folge (Kx,,), enthilt also keine konvergente Teilfolge,
im Widerspruch zur Kompaktheit von K.

4.2.2 Folg.
Es sei X ein Hilbertraum und K € L(H) kompakt.

(i) Jedes A € o(K) \ {0} ist ein Eigenwert.

(ii) Das Spektrum von K ist endlich oder abzéhlbar
unendlich.

(iii) Fiir jede Aufzdhlung o(K) = {\, | n € N} ist
(An)n eine Nullfolge.
Kurz gesagt, o(K) ist endlich oder eine Nullfolge.

Beweis. (i) Wenn g # 0 und pidy —K injektiv ist,
so ist  in der Resolventenmenge p(K') (siehe Feststellung
4.2.1). Folglich sind alle A € o(K) \ {0} Eigenwerte von
K.

(i) Wir zeigen, daB fiir jedes k € N die Teilmenge Sy, :=
{N€o(K) ||\ = +} endlich ist. Dann ist o(K) = |J Sk
k=1

héchstens abzahlbar unendlich.
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Annahme: Es gibt ein ¢ > 0 und eine Folge (Ay,), in o(K),
derart daB fiir m,n € N gilt:

Am £ M\ firm #£n und | \,| > c.

Da die A, paarweise verschieden sind, ist jede endliche

Summe der Eigenrdume N,, := Kern(\, idy —K) eine di-
rekte Summe. Die Rdume Xy = {0} und

X, = é N,
v=1

sind endlichdimensional, also abgeschlossen (siche Satz
1.2.8). Da &, ; X, 41 ist, gibt es nach dem Lemma von
Riesz Vektoren z,, € X,, \ X,,—1 mit

1 =dist(zy, Xne1) < ||zn] < 2.

Es sei m < n, m,n € N. Da (A, idy —K)x,, € X,,_1 und
KX, C &, C X,_1 ist, folgt

Kz — Kzl = [|Azn — (A idy —K) @, + Ko ||
> || dist(zy, Xno1) > c.

Die Folge (Kx,,), enthilt also keine konvergente Teilfolge,
im Widerspruch zur Kompaktheit von K.
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4.3 Kompakte normale Operatoren

4.3.1 Satz (Spektralsatz fiir kpt. normal Op.)
Es seien H ein Hilbertraum und K € L(H) kompakt
und normal.

(i) Wenn 1 < Rang K < oo ist, dann ist das Spektrum
endlich: o(K) = {0} U{A1,..., \n}.

(ii) Wenn Rang K = oo ist, dann ist das Spektrum
abzéhlbar unendlich: o(K) = {0} U {\, | n € N}. Da-
bei sind die \,, paarweise verschieden und bilden eine
Nullfolge.

(iii) Die Punkte A € o(K) \ {0} sind Eigenwerte und
die Eigenrdume Ny := Kern(Aidy —K) sind endlichdi-
mensional.

Die orthogonalen Projektoren Py := Py, haben end-
lichen Rang.

Man setze No := Kern K und Py := Py, den ortho-
gonalen Projektor auf Ny. Wenn K injektiv ist, so ist
Py =0.

(iv) Fiir je zwei zwei verschieden Eigenwerte A, pu sind
die Figenrdume senkrecht zueinander:

Ny LN, und P\P,=0 fir\#pu.

(v) Der Hilbertraum H ist die orthogonale direkte
Summe der Eigenrdume von K. D.h. fiir x € H gilt

x = Z P und |z|® = Z | Py
A€o (K) A€o (K)
Man schreibt hierfiir H = @)%, ;) Na-

(vi) Der Operator K hat eine Entwicklung in eine Rei-
he

K= Z P\K.
Aeo(K)

Die Reihe konvergiert in der Operatornorm: Fiir endliche
Mengen Fy, F mit Fy C F C o(K) gilt

IK — > PAK|| = max{|\| | A € o(K) \ Fo}.
AEF
Im allgm. ist die Reihe nicht absolut konvergent.
(vii) Fiir eine Aufzéhlung o(K) = {0} U{\, | n € N}
mit [Ay| > |Ang1] st also H = é Ny,

n=0
K=Y M\P, und [K=Y AP =A1| =0,
n=1 v=1

Kz=Y P, und |Kz|*=>" |\ P
n=1

n=1
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A.2 Separable Raume

A Metrische Riume

Wir erinnern an einige Resultate iiber metrische Raume.

A.1 Vervollstindigung

Sehr viele Konstruktionen in der Analysis beruhen auf
dem folgenden Fortsetzungssatz.

A.1.1 Satz (Fortsetzung gleichm.-stetiger Abb.)
Es seien (X,dx), (Y,dy) metrische Rdume, M C X
dicht und f : M — Y gleichméfig stetig.

Wenn Y vollstéindig ist, dann hat f genau eine ste-
tige Fortsetzung f : X — Y.

f ist ebenfalls gleichméBig-stetig.

A.1.2 Bem. (Eigenschaften der Fortsetzung)
Offensichtlich gilt:

(i) f Lipschitz-stetig = f Lipschitz-stetig mit der glei-
chen Lipschitz-Konstante.

(i) f isometrisch = f isometrisch.

(iii) Fiir Funktionen gilt: f beschrdnkt = f be-
schrankt und || f|lsup = || fllsup-

A.1.3 Def. (Vervollstiindigung)
Es seien (X,dx), (Y, dy) metrische Rdume und j : X —
Y eine isometrische Abbildung.

Das Paar (Y,j) heifit Vervollstindigung von X,
wenn

(i) Y vollstindig ist,

(ii) das Bild j(X) dicht in Y ist.

A.1.4 Bem. (Eindeutigkeit der Vervollstind.)
Es seien (X,dx), (Y1,d1), (Y2, d2) metrische Réume und
j1: X =Yy, jo : X — Y5 isometrische Abbildungen.
Wenn (Y1, j1) und (Ya, j2) Vervollstéindigungen von
X sind, dann gibt es genau eine isometrische, bijektive
Abbildung
j1,2 1Y) = Yo,

so daB ja = j1,2 0 J1 gilt.
Dann gilt j; = ]f% 0 jo

Anmerkung. Die Vervollstindigung ist also bis auf eine Iso-
metrie eindeutig bestimmt. Im allgemeinen fixiert man eine Ver-
vollstdndigung (X~,j) von X und identifiziert X = j(X). D.h. j
ist die Inklusion X C X~

A.1.5 Bem. (dichter Teilraum)
Ein metrischer Raum und eine dichte Teilmenge des
Raumes haben die gleiche Vervollstandigung.

Wenn M C X dicht ist und (X~,j) eine Ver-
vollstdndigun von X, so ist j(M) C X~ dicht. Folglich
ist (X~,j§|M) eine Vervollstéindigung von M.

A.1.6 Bem. (Konstruktion Vervollstindigung)
Mit dem Cantorschen Verfahren kann man jeden me-
trischen Raum vervollstidndigen. Zur Bildung der Ver-

vollstdandigung benutzt man aber auch gerne die folgen-
den Methoden.
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(i) In einem vollstindigen metrischen Raum (X, d)
ist der Abschluf M~ einer Teilmenge M C X ein
vollstidndiger metrischer Raum (M~ ,d|;-).

(ii) Gegeben sei eine isometrische Abbildung j
(X,dx) — (Y,dy) in einen vollstindigen Raum (Y, dy).
Dann erhélt man eine Vervollstéindigung (X~ j) von X,
indem man X~ als Abschluf3 von j(X) in'Y definiert.

Durch geeignete Wahl von j und Y kann man héufig
weitere Eigenschaften der Vervollstindigung X~ leichter
herleiten als mit der Cantorschen Konstuktion.

A.2 Separable Riaume

A.2.1 Bem. (separable metrische Riume)

(i) Ein metrischer Raum (X, d) heifit separabel, wenn
es eine héchstens abzéihlbare, dichte Teilmenge in (X, d)
gibt.

(ii) Die Separabilitit eines Raumes benutzt man ger-
ne, um mit den abzéhlbar vielen Elementen einer dichten
Teilmenge D eine Konstruktion mittels vollstdndiger In-
duktion durchzufiihren.

(iii) Jede Teilmenge M eines separablen metrischen
Raumes ist separabel.

(iv) Eine Teilmenge M eines metrischen Raumes heifit
zerstreut, wenn es ein p > 0 so gibt, dafl d(x,y) > p
fiir alle x,y € M mit x # y gilt.

(v) Eine zerstreute Teilmenge eines separablen metri-
schen ist héchstens abzéhlbar.

Beweis. (iii) Es sei D = {z,, | n € N} dicht in X. Man
wiahle zu (n,k) € N x N, sofern vorhanden, ein y,, , € M
mit d(Zp, Yn.k) < % und andernfall ein beliebiges y,, , € M
beliebig.

Dann ist die Menge {y,, . | (n, k) € NxN} eine hochsten
abzahlbare, dichte Teilmenge von M.
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A.3 Kompakte metrische Rdume

A.3 Kompakte metrische Riume

A.3.1 Def. und Satz (kompakter metr. Raum)
Ein metrischer Raum (M, d) heiit kompakt, wenn er eine
der folgenden dquivalenten Eigenschaften hat:

(a) Eigenschaft von Heine-Borel: Jede offene Uber-
deckung von M enthélt eine endliche Uberdeckung
von M.

(b) Jede abzihlbare offene Uberdeckung von M enthiilt
eine endliche Uberdeckung von M.

(c) Cantorsche Durchschnittssatz: Jede fallende
Folge (F,,),, nichtleerer abgeschlossener Teilmengen
von M hat nichtleeren Durchscnitt.

(d) folgenkompakt: Jede Folge in M hat eine konver-
gente Teilfolge.

(e) M ist vollstéindig und jede zerstreute Teilmenge von
M ist endlich.

(f) vollstéindig und prikompakt:

1. M ist vollstindig.

2. Zue > 0 gibt es endlich viele Punkte x1, . ..
M derart, daf3

yTn €

min ||z —z,||<e firze M.
v=1,...,n

A.3.2 Bem. (kompakte Riume separabel)
Kompakte metrische Rdume sind separabel.

Beweis. Man bilde zu ¢ = § ein e-Netz N, :=
{af,...,2F }. Dannist
oo
N:=|J N
k=1

eine abzahlbar dichte Teilmenge in M. Also ist M separabel
(siehe Bem. A.2.1).

A.3.3 Bez. (prikompakt oder totalbeschrinkt)
Ein metrischer Raum M heifit prikompakt, wenn M eine
der folgenden dquivalenten Eigenschaften hat:

(a) Zue > 0 gibt es endlich viele Punkte x1, . .
derart, daf

Ty €M

min ||z —z,|| <e firze M.
v=1,...,n

Man nennt {xi,...,z,} ein e-Netz von M. Statt
prakompakt sagt man auch totalbeschrankt.

(b) Jede zerstreute Teilmenge von M ist endlich.

(c) Jede Folge in M besitzt eine Teilfolge, die eine
Cauchyfolge ist.

(d) Die Vervollsténdigung M"™ ist kompakt.

A.3.4 Bez. (relativkompakt)

Es sei M ein metrischer Raum. Eine Teilmenge K heif3t
relativkompakt, wenn K eine der folgenden dquivalenten
Eigenschaften hat:
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(a) der AbschluB K ist ein kompakter metrischer Raum.

(b) Jede Folge in K hat eine Teilfolge, die in M konve-
giert.

A.3.5 Bem. (Hiufungswert einer konv. Folge)
Es seien M ein metrischer Raum, (x,),, eine Folge in M
und c € M.

(i) Die folgenden Aussagen sind &dquivalent:
lim z, =c.

(a) lim

(b) c ist der einzige Haufungswert der Folge (x,,)p.

(c) Jede Teilfolge von (x,), enthilt eine Teilfolge, die
gegen ¢ konvergiert.

(ii) Wenn M kompakt ist, ist auch die folgende Be-
dingung dquivalent zu (a)—(c):

(d) Jede konvergente Teilfolge von (zy,)x
gegen c.

konvergiert

A.3.6 Lemma (gleichstetig und glm. Konvergenz)
Es sei M ein kompakter metrischer Raum und ( fy, ), eine
Folge gleichstetiger Funktionen in C'(M,K).

Wenn die Folge (f,,), auf einer dichten Teilmenge von
M punktweise konvergiert, dann konvergiert die Folge
gleichméBig auf M.

Anmerkung. Mit Lemma A.3.6 und dem Cantorschen Diago-
nalprinzip folgt der Satz von Arzela-Ascoli:

A.3.7 Satz (Arzela und Ascoli)

Es sei M ein kompakter metrischer Raum. Fiir eine Fa-
milie K in (C(M,K), ||-[|,,) sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(i) K ist relativ kompakt.

(ii) Die Familie K ist punktweise beschrinkt und
gleichstetig, d. h.:

1. sup |f(x)| < oo fiirz € M.
feK

2. Fiir x € M und € > 0 gibt es ein 6 > 0 derart, dafl

|f(x)— f(y)| <e firfeK,ye M mitd(z,y) <d.

A.3.8 Satz (Dini)
Es seien M ein kompakter metrischer Raum und (f,)n
eine monoton fallende Folge in C(M,R).

Wenn die Folge ( f,,), punktweise gegen 0 konvergiert,
dann konvergiert sie gleichméfig gegen 0, d.h.

fa@) L0 firzeM = |full, | 0.
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B.1 Banachraume

B Normierte Riume, Algebren

In diesem Anhang sammeln wir einige Definitionen und
Sitze zu Banachrdumen, Operatoren auf Banachraum-
en und Banachalgebren, die im Hauptteil fiir Operato-
ren auf dem Hilbertraum bendtigt werden. Hier sind die
Aussagen versammelt, die nicht an den Hilbertraum ge-
bunden sind und fiir die es im Fall des Hilbertraumes
auch keine einfacheren Beweise gibt.

Die Kapiteliiberschrift , Normierte Rdume und Alge-
bren® soll signalisieren, daf} dieses Kapitel nicht sehr in
die Tiefe geht und dafl die meisten Resultate iiber allge-
meine Banachrdume hier nicht angesprochen werden.

B.1 Banachriume

B.1.1 Grenzwerte in normierten Riumen
B.1.1 Def. (Halbnorm, Norm)
Ein Funktional p auf einem K-Vektorraum V mit den
folgenden Eigenschaften

(i) 0 < p(x)

(i) p(Az) = [Alp(),

(iti) p(z +y) < p(z) + p(y) (subadditiv),
heifit eine Halbnorm auf V. Gilt zusétzlich

(") 0 < p(x) fir allex € V, x # 0,

so heifit p eine Norm auf V.
Normen werden iiblicherweise mit ||| bezeichnet.

B.1.2 Bez. (normierte Raum, Banach-Raum)
Ein K-Vektorraum E mit einer fizierten Norm || -|| heifit
ein normierter Raum. Auf einem normierten Raum de-
finiert man den Abstand d(z,y) zweier Punkte z,y € V
durch
d(z,y) := llz =y

Die Funktion d : E x E — [0,00) ist eine Metrik auf
E.

Wenn F in dieser Metrik vollstdndig ist, so heifit der
normierte Raum E ein Banachraum.

B.1.3 Satz (Rechenregeln Grenzwerte)
Fiir einen normierten Raum E gelten die iiblichen Re-
chenregeln fiir Grenzwerte:

(i) Es seien (zy,)n, (Yn)n konvergente Folgen in E und
(An)n konvergent in K Dann gilt

lim (z, + yn) = nlirgo T, + nhﬂn;Q Yn,s

lim (A,z,) = lim A, lim y,.
(ii) Aus der Dreicksungleichung
[zl =Nzl | < llz = yll

folgt, daf3 die Norm Lipschitz-stetig ist. Die Normen ei-
ner Cauchyfolge in E bilden eine Cauchyfolge in R.
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Beweis. Wie im K™, vgl. Analysis Vorlesung.

B.1.4 Folg. (Abschluf3 lin. Teilraum)
In einem normierten Raum gilt:

(i) Der Abschluf eines linearen Teilraumes ist ein li-
nearer Teilraum.

(ii) Der Abschluf einer konvexen Teilmenge ist kon-
vex.

B.1.5 Bsp. (normierte Riume)
(i) In der Analysis II wurde gezeigt, das der K™ mit
der Norm

||(§IJ)V||2 = (Z |€V|1)%
v=1

vollstandig ist.

Da n-dimensionale euklidische bzw. unitdre R&ume
isometrisch zum [% sind, sind alle endlichdimensionalen
Prahilbertraume vollstandig (vgl. Beispiel 1.2.7 (ii))

(ii) In der Analysis wurde gezeigt, das auf dem K"
alle Normen dquivalent sind. Zu jeder Norm || - || auf
dem K™ gibt es zwei Konstanten 0 < ¢ < C' < 00, so

dafs

cllzllz < lzfl < Cllzlly fir z € K"

(iii) Ein Préhilbertraum ist mit der vom inneren Pro-
dukt (-, -) erzeugten Norm ||z|| := /(x, ) ein normierter
Raum.

(iv) Der Raum C(]0,1],K) der stetigen Funktionen
auf dem Einheitsintervall mit der Supremumsnorm

£ llswp := max [f(#)].

telo,1]

ist ein Banachraum

B.1.2 Dualer Raum

B.1.6 Def. (beschriinkte Linearform)
Es sei E ein normierter Raum iiber K

(i) Eine Linearform ¢ : E — K heifit beschréinkt,
wenn es ein 0 < ¢ so gibt, daf}

lp(x)| < cllz|| fiir allex € E.
(ii) Man definiert die Norm von ¢ als
el := sup{[p ()] | fl=]| < 1.
(iii) Der Raum der beschrinkten Linearformen auf E
heifit der duale Raum und wird mit E* bezeichnet.
B.1.7 Bem. (Formeln fiir die Norm)

Es sei E ein normierter Raum tiber K
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(i) Fiir die Norm einer beschrinkten Linearform ¢
gelten die folgenden Formeln:

lell = sup{[e(@)] | [l=]} <1}
= sup{[p(2)] | [ <1}
= sup{[p(2)] | [|2[| = 1}
:sup{M | = # 0}.

]

= inf{c | |p(x)| < ¢||z| fiirz € E}

(ii) Fiir die reelle Linearform Re ¢ gilt

[ Reell = llell-

B.1.8 Festst. (stetige Linearform)
Es sei E ein normierter Raum iiber K und ¢ : E — K ei-
ne Linearform. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) ¢ ist beschrinkt.
(b) ¢ ist Lipschitz-stetig.
(c) o ist stetig.

(d)
(e)

e

@ ist stetig im Nullpunkt.
Es gibt einen Punkt xg € E in dem ¢ stetig ist.

Beweis. Man vergleiche die entsprechenden Aussagen fiir den
Raum L(E, F) der beschrinkten linearen Operatoren (siehe Festst.
B.2.3).

B.1.9 Festst. (E* Banachraum)

Es sei E ein normierter Raum iiber K. Der duale Raum
E* ist ein vollstdndiger normierter K-Vektorraum. D.h.,
E* ist ein Banachraum.

Beweis. Man vergleiche die entsprechenden Aussagen fiir den
Raum L(E,F) der beschrinkten linearen Operatoren (siehe Satz
B.2.4 (ii)).

B.1.3 Beschrinkte Sesquilinearformen

B.1.10 Def. (beschrinkte Sesquilinearform)
Es seien E, F' normierte Rdume.

(i) Eine Sesquilinearform b : E x E — K heifit be-
schrénkt, wenn es ein 0 < ¢ < oo gibt, so dafi

bz, y) < |zl llyll firzc B,y e F.

(ii) Man definiert die Norm einer beschrédnkten Ses-
quilinearform b als

6] := sup{[b(z, )| | Iz <1, [lyll < 1}.
(iii) Wir bezeichnen mit B(FE, F;K) den normierten

Raum aller beschréinkten Sesquilinearformen auf E x F.

B.1.11 Bem. (stetige Sesquilinearform)
Es seien E, F' normierte Rdume und b: E X F' — K eine
Sesquilinearform.

(i) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
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(a) b ist beschrdinkt
(b) b ist stetig
(c) b ist stetig in 0.
(ii) Eine Sesquilinearform ist gleichméfig stetig auf
beschréankten Mengen.

Anmerkung. Es seien £ und F' Banachrdume und b: E X F' —
K eine Sesquilinearform. Fiir die Stetigkeit von b reicht es, das
b getrennt stetig ( = partiell stetig) ist (siche Satz von Banach-
Steinhaus):

Wenn die Linearformen

b('vy)

stetig sind, dann ist b beschrinkt.

und b(z,-) firy€ Fundzx€FE
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B.2 Beschrinkte Operatoren

Anmerkung. Lineare Abbildungen heiflen auch lineare Opera-
toren oder kurz Operatoren. Fiir K-Vektorraume V', W bezeichnen
wir mit homg (V, W) = hom(V, W) den Raum aller K-linearen Ab-
bildungen von V' in W.

B.2.1 Def. (beschréinkter linearerOperator)
Es seien E, F normierte Rdume iiber K.
(i) Eine lineare Abbildung T' : E — F heifit be-

schrénkt, wenn es ein 0 < ¢ so gibt, daf3

|ITz|| < cllz| fiir alle z € E.

(ii) Man definiert die Norm von T als
1T == sup{ [T | [l=]] <1}

(iii) Der Raum der beschriankten linearen Abbildun-
gen von E in F wird mit L(E, F) bezeichnet. Im Falle
E = F schreiben wir L(E) := L(E, E).

B.2.2 Bem. (Formeln fiir die Norm)
(i) Fiir die Norm einer beschréankten Operators T gel-
ten die folgenden Formeln:
1T} = sup{[|Tz|| | [|=[| <1}
= sup{ [Tz | [l=[] <1}
= sup{ [Tz | [|=[| = 1}
=inf{c| ||Tz| < ¢||z| fir x € E}

21z 20y
(ii) Fiir zwei beschrénkte Operatoren S € L(E1, Es),

T € L(FEs, Es) ist die Komposition T'S € L(FE1, Es) und
es gilt

I
=sw {0

TSI < ITI1IS]-

B.2.3 Festst. (stetiger linearer Operator)
Es sei E, F normierte Rdume iiber K und T : E — F
eine linearer Operator.

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) T ist beschrinkt.

(b) T ist Lipschitz-stetig.
(c) T ist stetig.

(d) T ist stetig im Nullpunkt.
(e)

e) Es gibt einen Punkt xog € E in dem T stetig ist.

Beweis. (a)=(b): Da T linear ist, gilt
[T21 = Tas|| = [T (21 — x)|| < T |1 — 22|

(b)=(c)=(d)=(e) sind klar.
(e)=(a): Zu e > 0 gibt es ein § > 0, so daB

|ITx — Txol| <e firx € E mit ||z — x| <.

Fir y € E, y # 0 setze man =z := xzg + yDa

lx — xo]| = ¢ ist, folgt
[yl €
7yl = Wiz — T < S

Also ist ||T]| <

SH| ™

Gerd Wittstock, UdS, FR 6.1 Mathematik,

Lineare Operatoren auf dem Hilbertraum, WS 02/03

B3

B.2.4 Satz (Banachraum L(E, F))

(i) Es seien E ein normierter Raum und F ein Ba-
nachraum. Dann ist L(E, F) vollstidndig, also ein Ba-
nachraum.

(ii) Fiir einen Banachraum E ist L(FE) eine Banach-
algebra.

Beweis. Essei (T},), eine Cauchyfolge in L(E, F').
1. Wir zeigen zunichst, daB die Folge (T,),, punktweise
gegen eine lineare Abbildung T' € homg (E, F') konvergiert.

Dafirxz e F

[T — Tol| < | T — T[]

gilt, ist die Folge (T,x), ein Cauchyfolge in F. Da F
vollstidndig ist, existiert punktweise der Grenzwert

Tr:= lim T,x € I firallez e FE

n—oo

Aus den Rechenregeln B.1.3 fiir Grenzwerte folgt, daB die
so definierte Abbildung T : E — F linear ist.

2. Wir zeigen, daB T beschrankt ist, und daB die Folge
(Ty)n in der Norm gegen T konvergiert.

Fir S € L(E, F) folgt aus der Dreiecksungleichung
|HTn - S” - ||Tm - S|H < ||Tn - Tm”a

daB die Folge (||, — S])n
Fiir S = 0 erhdlt man

eine Cauchyfolge ist.

|72l = lim |Tual| < lim [T, [J2].

Das bedeutet, daB T' € L(E, F) ist.

Fir S = T,,, erhdlt man
Tz —Tx|| = lim [|Tha—Thz| < lim ||T, =Tz

Das bedeutet, daB | T—T,,|| < lim ||T;, =T || ist. Hieraus
n—od
folgt nun

lim ||T — T < lim lim [T, — Tl = 0.

B.2.5 Bez. (erzeugte Banachalgebra BAlgy (7))
(i) Es sei F ein Banachraum. Fiir T' € L(E) sei

Alg(T) :=1in{T" | n € N}

die von T erzeugte Algebra.

Man beachte, da$ i. allg. idg = T° kein Element von
Alg(T) ist. Die Elemente von Alg(T) sind von der Form
P(T), wobei P ein Polynom iiber K ohne konstanten
Term ist.

(ii) Essei BAlgy (T') der Abschlufl von Alg(T") C L(T)
in der Norm. BAlgg (T) ist dann die von T € L(T') er-
zeugte Banachalgebra.

Man beachte, daf i. allg. idg = T° kein Element von
BAlgg (T) ist. Die Elemente von BAlgg (T') kann man in
der Norm durch Elemente der Form P(T') approximie-
ren, wobei P ein Polynom iiber K ohne konstanten Term
ist.
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(iii) Ebenso erklért man die unitalen Algebra
Alg(idg,T) :=ln{T™ | n € No}

und ihren Abschlufl BAlgy (idg, T).

B.2.6 Festst. (Fortsetzung dicht definierter Op)
Es seien E ein normierter Raum , X ein dichter linearer
Teilraum von E und F ein Banachraum.

Jeder beschrénkte lineare Operator T' € L(X, F') hat
eine eindeutige stetige Fortsetzung T:E—F.

T ist linear und beschrénkt mit ||T|| = ||T||.

Anmerkung. [.allg. kann man wenig mehr iiber die Fortsetzung
T sagen. ~ _
Man beachte: Wenn T injektiv ist, kann T einen KernT # {0}

haben.

Beweis.
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B.2.1 Neumannsche Reihe

Anmerkung. (geometrische Reihe) Fiir Zahlen ¢t € K gilt
die geometrische Reihe

oo
Soo L
n=0

Die geometrische Reihe Reihe ist absolut konvergent. Auf analoge
Weise kann man auch die Inverse von Operatoren bilden. Diese
Reihe nennt man nach Carl Neumann (1832-1925) die Neumansche
Reihe.

fiir [t < 1.

B.2.7 Satz (Neumannsche Reihe)
Es seien E, F Banachrdume. T € L(E, F).

(i) Wenn T € L(FE) und ||T|| < 1 ist, dann existiert
der inverse Operator (idg —T)~! € L(E). Man kann die
Inverse mit der Neumannschen Reihe berechnen:

' = iT".
n=0

Diese Reihe ist in der Norm absolut konvergent.

(ii) Es sei T € L(E,F) invertierbar mit T—' €
L(F,E). Dann ist jeder Operator S € L(E,F) mit
1T =S| <1774

(idg —

! invertierbar und es gilt

oo

ST=Y (rYT-9)"T"

n=0

Diese Reihe ist in der Norm absolut konvergent:

HSII_1<ZIIT (T = S)" 1T

1
= T < o0
[T=H"" =T = S|
(i) Wenn |T — S|| < |T~||~", dann gilt
T—l
5ot e — I g
[T="" =T - S|

(iv) Die Gruppe GL(FE) der invertierbaren Operato-
ren in L(E) ist offen. Die Bildung der Inversen T — T—!
ist stetig und gleichméfBig stetig auf Teilmengen der
Form {T € GL(E) | |T7!|| <7} mit 0 < r < cc.

Beweis. (i) Nach Bemerkung B.2.2 (ii) gilt ||T™| <
|T||". Mit der geometrischen Reihe folgt

Z 177 < Z [eal

= IITH

Also konvergiert die Reihe Y T™ in der Norm. Es gilt
n=0

ZT" iT” - iT” =idg.
n=0 n=1

ldE

Ebenso folgt > T"(idg
n=0

Da idg —T _eine beschriankte Rechts- und Linksinverse
hat, existiert (idg —7T)"! € L(E).

~T) = idg.
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(i) Man schreibe S in der Form
S=T—(T-8)=T(idg-T"1(T-5))
Da nach Voraussetzung
71T = S)]| < [T HIT - §)] <1

ist, existiert die Inverse S~! und hat die in (i) angegebene
Reihenentwicklung:

St = (idg-T YT -8)) " 'T"
=y (1741 -8))"T7"
n=0

(iii) Sind S,T € GL(E) und ist |T — S| < ||T~] ",
so folgt

Is=H =T Ml = l87HT - )T 71|
< ISTHIT = SIHT.

Mit der Abschitzung (ii) fiir ||[S~!]| folgt:

[l
—1
=T =S

57 =17 < e |7~ 5.

(iv) Nach Teil (ii) ist GL(E) offen und nach (iii) ist die
Inversenbildung stetig.

Wenn [[T7!] < r und T -S| < 3 ist, so ist
T-8S|<X<lT-1" Aus (iii folgt nun:
2r 2
T—l
s - e — L g
= =T =S|

<2|TY?||T = S| < 272||T - S|

Also ist die Inversenbildung gleichmaBig stetig auf der Men-
ge {T € GL(E) | [T} < r}.
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B.2.2 Quotientenraum und Homomorphiesatz

Anmerkung. (Quotientenraum eines Vektorraumes)
Es sei V' ein K-Vektorraum und Vj ein Unterraum von V. Die

Nebenklassen [z] := « 4+ Vp bilden mit der Verkniipfung
z+yl=z+y+Vo und «afz]:=az+W

eine Vektorraum V/Vp, den man den Quotientenraum von V nach
(oder modulo) Vp nennt.

B.2.8 Satz (Quotientenraum vollstindig)
Es sei E' ein normierter Raum und Ej ein abgeschlosse-
ner Unterraum.

(i) Der Vektorraum E/Ey ist mit der Norm

lx]|| := inf ||z +vy| (Quotientennorm)
yEEy

ein normierter Raum. Der Raum E/E versehen mit der
Quotientennorm heiflt der Quotientenraum des normier-
ten Raumes E nach (oder modulo) Ey.

(iil) Wenn E ein Banachraum ist, so ist F/Fy
vollstéindig.

Anmerkung. 1. Die Quotientennorm ||[z]|| ist der Abstand
des Punktes x zu der Menge Ep:

dist(x, Ep) := inf |z —y|.

(0. E0) i= inf oy

p: x +— dist(z, Fp) eine Halbnorm auf E.
Wenn also Eg abgeschlossen ist, so ist

dist(z, Eg) = inf |z —y|| >0 firze E\ Ep
yEEp

und [z] — ||[z]|| ist eine Norm auf E/Ey.

2. Wenn Ej nicht abgeschlossen ist, so ist der AbschluB Eq =
Kern p.

Beweis. ()
(i)

Anmerkung. Fiir Hilbertraume betrachtet man iiblicherweise
an Stelle eines Quotientenraumes den senkrechten Raum:

B.2.9 Bem. (Quotient eines Hilbertaumes)
Es sei ‘H ein Hilbertraum und Hy ein abgeschlosse-
ner Unterraum. Der Quotienten H/Hy ist auf natiirli-

che Weise isometrisch isomorph zu H=*. Insbesondere ist
H/Ho ein Hilbertraum.

Beweis. Nach Feststellung 1.2.12 und Lemma 1.2.13
gibt es zu « € H genau einen Punkt z¢ € Hy, so daB

[l = ol = dist(z, Ho) = [l + Holl (%)

ist. Die so definierte Abbildung = — = —x ist die orthogo-
nale Projektion P, von  auf Hg (siehe Bez. 2.2.1). Aus

dem Homorphiesatz folgt H/Hy =2 Hy und die Gleichung
() besagt, daB dies eine Isometrie ist.
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B.3 Kompakte Operatoren

B.3 Kompakte Operatoren

B.3.1 Def. (Kompakte Operatoren)

Es seien E, F normierte Rdume. Ein linearer Operator
K € hom(E, F) heiit kompakt, wenn das Bild der Ein-
heitskugel relativ kompakt ist:

K(BallE) kompakt in F'.

Wir bezeichnen mit X(E, F') den Raum der kompakten
Operatoren von E nach F.

Anmerkung. Es ist sinnvoll, den Begriff kompakte Operatoren
fiir normierte Rdume zu erkldren, da sehr viele Resultate iiber
kompakte Operatorem bereits fiir normierte Rdume gelten.

B.3.2 Satz (Operatoren-Ideal X(E, F))
Es seien E, F' normierte Rdume. Dann gilt
(i) X(E, F) ist ein linearer Teilraum von L(E, F).
Insbesondere sind kompakte lineare Operatoren be-
schrankt.

(ii) Fiir normierte Rdume Ey, F, beschrinkte Ope-
ratoren S € L(Ey,E), T € L(F,F;) und K € X(E,F)
ist die Komposition

ESEErL R

kompakt.
Man sagt hierfiir: X(E, F) ist ein Operatoren-Ideal
und schreibt

L(F,Fy) o K(E,F) o L(E1, E) C X(Ey, Fy).

B.3.3 Bem. (Stetige Fortsetzung kompakt. Op.)
Es seien E, F' normierte Rdume und Kin KX(E, F)

(i) die stetige Fortsetzung K~ : E~ — F~ auf die
Vervollstdndigungen ist wieder kompakt.

(i) Es ist Bild K~ C F. Man kann also K~ auch als
Operator von E~ in F aufassen.

B.3.4 Satz (F vollstandig. = X(E, F) vollstind.)
Es seien E ein normierter Raum, F' ein Banachraum.
Dann ist der Raum X(FE, F') der kompakten Operato-
ren ein abgeschlossener Unterraum von L(E, F).
D.h., wenn (K,,),, ein Folge kompakter Operatoren ist,
die in der Norm gegen einen Operator K konvergiert,
dann ist K kompakt.

B.3.5 Bez. (Ideal der Op. von endlichem Rang)
Es seien E, F' normierte Rdume.

(i) Die beschrédnkten Operatoren K € L(E,F) von
endlichem Rang bilden ein Operatoren-Ideal F(FE, F).

(i) Es ist F(E, F) C X(E, F).

(iii) Fiir einen Banachraum F ist der Abschlufl von
F(E,F) in X(E, F).

Anmerkung. In vielen Féllen ist F(E, F) in X(E, F) dicht, d.h.
man kann Kompakte Operatoren durch beschrinkte Operatoren
von endlichem Rang approximieren.

Es gibt aber Banachriume ohne diese Approximationseigen-
schaft. Ein Beispiel ist der Raum L(£2(N).
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B.4 Banachalgebren

B.4 Banachalgebren

Anmerkung. (Algebren) 1. Eine K-Algebra A ist ein K-
Vektorraum mit einer assoziativen und distributiven Multiplikati-
on:

(ab)c = a(be)
a(b+c)=ab+bc und (b+ c)a = ba+ ca,
die mit der Multiplikation mit A € K vertauscht:

A(ab) = (Aa)b = a(Ab) fiir a,b,c € A.

2. A heifit unital, wenn es ein Einslelement e € A gibt:
ea =ae=a firac A

dieses Einelement ist dann eindeutig bestimmt.

3. Zu einer nicht-unitalen Algebra kann man immer eine Eins
adjungieren. Man bildet

A =K A
und erklart die Multiplikation durch
(Ae + a)(pe +b) = Ape + (Ab + pa + ab

fir a,b € A und A\, pu € K. A ist ein zweiseitige Ideal in Ae und
offensichtlich ist A, die kleinste unitale Algebra, die A als Unter-
algebra enthilt.

4. Es sei A eine unitale Algebra. Ein Element a € A heifit in-
vertierbar, wenn a eine Linksinverse b € A und eine Rechtsinverse
¢ € A hat:

ba=e und ac=e.

Dann ist b = c¢. Man bezeichnet den gemeinsamen Wert mit a~!.

Die invertierbaren Elemente von A bilden eine Gruppe G(A).
Man nennt G(A) auch die Einheitengruppe von A.

5. Bekannte Beispiele sind die klassischen Matrizengruppen
GL(n) := G(My) fiir n € N.

B.4.1 Invertierbare El. einer B-Algebra

B.4.1 Bez. (normierte Algebra)

Ein K-Algebra A4 heifit normierte Algebra, wenn A ein

normierter Raum ist und die Norm submultiplikativ ist:
l[abll < llal/[[b]] fiir a,b € A.

A heif3it unitale normierte Algebra, wenn A ein Eins-

element e hat und |le|| =1 ist.
Anmerkung. (normierte Algebra) 1. Zu einer nicht-
unitalen normierten Algebra kann man immer eine Eins
adjungieren. Man bildet die unitale Algebra
.Ae =Ké A
und erklart die Norm durch
[[Ae +al| := ||+ ||a|| fir A €K, a€ A (%)

Man rechnet leicht nach, daf§ A, mit dieser Norm eine normierte
unitale Algebra ist, die A als Unteralgebra enthélt.

Unter zusétzlichen Vorraussetzungen an A gibt es andere, bes-
sere Moglichkeiten, die Norm auf A zu wihlen. Z. Bsp. setzt man
fiir C*-Algebren |[Ae + a|| = sup [|Az + az]|.

lz|l<1

2. Der Fall komplexer normierter Algebren ist einfacher zu be-
handeln, wie man schon am Beispiel der Algebra der nxn-Matrizen
sieht.

Man kann eine reelle normierte Algebra immer isometrisch und
isomorph in eine komlexe normiert Algebra einbetten. Wir wer-
den uns auf die Untersuchung komplexer normierter Algebren be-
schranken.

B.4.2 Def. (Banachalgebra)
Ein komplexe normierte Algebra A heifit Banachalgebra,
wenn A in der Norm vollstédndig ist.
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B.4.3 Bsp. (Banachalgebren)

(i) C(]0,1],C) ist mit der Norm |||
Banachalgebra.

Entsprechendes gilt fiir einen kompakten Haus-
dorffraum K und den Raum C(K,C) der stetigen kom-
plexen Funktionen auf K.

(ii) Der Raum Cy(R, C) der stetigen komplexen Funk-
tionen f auf R, die @m Unendlichen verschwinden, d.h.,

Jm [f(6)] = lim [f(#)| =0,

sup €IDE unitale

ist mit der Norm [-[|,,, eine nicht-unitale Banach-
algebra. Adjungiert man eine Fins 1 und versieht
Co(R,C)q :=C & Cy(R, C) mit der Norm

AL+ f]l = sup [[Ag + fyll

sup
lgll<1

so ist Cp(R,C)q isometrisch isomorph zu der Algebra
der stetigen Funktionen auf R, die im Unendlichen einen
Grenzwert haben:

lim f(¢) =

t—o0

. lim f (t) =\
Der abstrakten Eins 1 entspricht dabei die charakteri-
stische Funktion 1lg.

(iii) Fiir einen komplexen Banachraum E ist L(F) ei-
ne unitale Banachalgebra.

Weitere Beispiel bilden die abgeschlossenen Unteral-
gebren von L(FE). Wir sprechen von einer unitalen Un-
teralgebra A von L(E), wenn idg € A ist.

B.4.4 Bem. (Produkt stetig)
In einer normierten Algebra ist das Produkt stetig und
gleichméiBig stetig auf beschrédnkten Mengen.

Beweis.

Anmerkung. Eine unitale Banachalgebra A kann man immer
als abgeschlossene Unteralgebra der Algebra aller beschriankten
Operatoren auf A auffassen, indem man sie durch die sogenante
links-reguldre Darstellung

L:A— L(A) mit
in die Banachalgebra L(.A) einbettet:

Ly :x+— ax firzxe A

B.4.5 Bem. (links-regulire Darstellung)
(i) Es sei A eine unitale Banachalgebra mit Eins e €
A. Die Linksmultiplikation L : A — L(A) mit

L,:z+— ax firxzec A

ist ein isometrischer, unitaler Algebrenisomorphismus

von A in L(A):

Lab = LaLb, Le = idA und ||La|| = ||(1H

(ii) Ein Element a € A ist genau dann invertierbar in
A, wenn der Linksmultiplikator L, eine Inverse (L,)~! €
L(A) hat.

In diesem Fall gilt (Ly)™' = Lg-1) und a™!
(L,)"te. Wir schreiben fiir die Inverse kurz: L1
Lo,

Es gilt also G(A) 2 GL(A)N L 4.
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Beweis.
id_A. Aus

(i) Offensichtlich gilt Ly, = LoLp und L, =

[Laz]| < o] |l

folgt || La |l < la]-
Aus Lge = a folgt andererseits ||a]| < ||Lq]|- Insgesamt
ist also ||Lg|| = |lal-

firze A

(i) Wenn a eine Inverse a=! € A hat, so ist

Lol =aa'z=2 und L, 1L,oc=a tar=x

firx e A. D.h., (Ly)™t = Ly-1.
Wenn L, eine Inverse (L,)~! € L(A) hat, so sei b :=
(L) te.
Dann gilt ab = L,(L,) ‘e = e. Da L, injektiv ist, folgt
aus
Lo(ba —€) =aba—a = (ab—e€)a =0,

daB ba = e ist. Insgesamt folgt also a=' := b.

Anmerkung. (Rechtsmultiplikation) 1. Die Rechtsmulti-
plikation R, : © +— za ist ein Anti-Isomorphismus, d.h., Ry, =
Ry R, was weniger praktisch ist.

Wenn A unital ist, so ist ||Ra| = ||a]|.

2. Da das Produkt von A assoziativ ist, vertauschen die Ope-
ratoren L, und Rp:

LoRpz = a(xzb) = (ax)b = RyLax

fir a, b,z € A.

3. Fiir eine unitale Banachalgebra A gilt:

Ein Operator T' € hom(A) ist genau dann eine Linksmultipli-
kation mit einem Element aus A, wenn T mit allen Rechtmulti-
plikatoren vertauscht:

TRy = R;T firallex e A < T = Lpe.

B.4.6 Bem. (volle Unteralgebra)
(i) Eine unitale Unteralgebra B einer unitalen
Banachalgebra heifit voll, wenn G(B) = G(A) N B

(ii) Zum Beispiel ist die linksreguliire Darstellung L 4
eine volle Unteralgebra von L(A).

B.4.7 Satz (Einheitengruppe G(A) offen)
In einer unitalen Banachalgebra A gilt:

(i) Die Gruppe G(A) der invertierbaren Elememte in
A ist offen.

Insbesondere ist die offene Kugel um e mit Radius 1

in G(A).
Ui={acAl|a—e|l <1} C G(A).

(ii) Die Bildung der Inversen T — T~! ist stetig und
gleichméfig stetig auf Teilmengen der Form {a € G(A) |
la=t|| <7} mit 0 <r < 0.

Anmerkung. (zum Beweis) Wir zitieren den Satz B.2.7 {iber
die Neumansche Reihe fiir die Gruppe GL(F), E ein Banach-
raum. Mit Hilfe der reguldren Linksdarstellung B.4.5 kénnen wir
dieses Resultat auf GL(A) N L4 anwenden. Instruktiver ist es,
den Beweis von Satz B.2.7 noch einmal fiir eine beliebige unitale
Banachalgebra zu wiederholen.

Beweis. (i) Nach Satz B.2.7 (ii) ist G(A) offen.
Nach Satz B.2.7 (ii) ist die Kugel U C G(A).
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(i) Nach Satz B.2.7 (iii) ist die Inversenbildung stetig.
Wenn [[a™!|| <7 und [la — b|| < 5 ist, so st [la — b]| <
3 < %Ha‘l||71. Aus Satz B.2.7 (iii) folgt nun:

la”"]

- la — 0]
T = fla— bl

< 2a™ " a - bl| < 2r2[a - b]].

b~ =™t <
la

Also ist die Inversenbildung gleichméaBig stetig auf der Men-
ge {a € G(A) [ [l <r}.

B.4.8 Bez. (Charakter einer unitalen Algebra)
Es sei A eine komplexe, kommutative, unitale Banachal-
gebra. Ein Charakter x von A ist ein unitaler Algebren-
homorphismus

X:A—=C mit x(14) =1

Anmerkung. (Spektrum: kommutative unitale B-Alg.)
Die Menge der Charaktere von A heiflit das Spektrum von .4 und
wird mit ¥ 4 bezeichnet (sieche Bez. E.3.1).

B.4.9 Bem. (Charakter einer B-Algebra stetig)
Es sei A eine unitale Banachalgebra.
Dann ist jeder Charakter x : A — K beschriankt mit

[ = 1.

Beweis. EsseienT € Amit ||T]| = 1undt € K mit|¢| <
1. Nach Satz B.2.7 ist (14 —tT') invertierbar und die Inverse

hat die Entwicklung in eine normkonvergente Neumannsche
Reihe:

(Iq—tT) ' = it”T" €A
n=0
Da
X(La = tT)x((Ma —tT)~1) = x((Ma — tT)(a —tT)"")
=x(14) =1
gilt, ist

0 # x(1u — #T) = 1 — tx(T)
Folglich ist |x(7")| < 1 und somit ||x|| < 1.

Da x(14) = 1 gilt, ist ||x|| > 1. Also ist insgesamt
[Ixll = 1.

fur [t] < 1.

B.4.10 Satz (Abschlufl eines echten Ideals)
Ist J ein echtes zweiseitige Ideal einer unitalen Banach-

algebra, so ist der Abschlufi J wieder ein echtes zweisei-
tige Ideal.

Beweis. Da das Produkt in einer Banachalgebra stetig
ist, ist der AbschluB eines Ideals wieder ein ldeal (siehe
Bem. B.4.4).

Ein echtes Ideal enthilt nicht die Eins und daher auch
keine invertierbaren Elemente. D.h., die offene Kugel U um
e mit Radius 1

U={acAlla—el <1}

liegt im Komplement von 7. Dann ist auch TnU=0.
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B.4 Banachalgebren

B.4.2 1Ideale und Homomorphismen

B.4.11 Satz (Quotient einer Banachalgebra)
Es sei A eine Banachalgebra und J ein abgeschlossenes
echtes Ideal in A.

(i) Die Quotientenalgebra A/J mit der Quotienten-
norm

|[a]ll = inf fla+af  fir [a] € A/T

ist eine Banachalgebra.

(ii) Wenn A unital ist, so ist A/J unital.

Beweis. (i) Nach Satz B.2.8 ist \A/J versehen mit
der Quotientennorm ein Banachraum.

Wir zeigen, daB A/J eine normierte Algebra ist: Fiir
a,be Aist

bl|| = inf inf ||b
lfalllIe)]l = inf lla + 2| inf 1o+ y]
= inf b > inf b
Jnf o+ oyl > it lat)+ )|
= inf |lab+ ay + xb+ zy||
z,yeJ
> inf ||ab = |||ab]]|.
> i Jab + = = | fat]
(i) Es sei e € A/J das Einselement. Nach Satz B.2.7
gilt fiir die offene Kugel U um e:
U:={acAll|a—e| <1} C G(A).
Da J ein echtes Ideal ist, ist 7 N U = 0 und somit

le+z|>1 firzeJ.

Also ist ||[e]|| = [le]| = 1.
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C.2 Ordnungseins-Ridume

C Geordnete normierte Raume

C.1

C.1.1 Bez. (geordnete Vektorridume)

(i) Ein R-Vektorraum V heifit ein geordneter Vektor-
raum, wenn V eine Ordnung < hat (sieche Definition
F.1.1) die die folgenden Regeln erfiillt:

l.e<y=z+z<y+zfiralezeV.
2.0<zund0 < AeR;y = 0< A,

(ii) In einem geordneten Vektorraum V nennt man

Geordnete Vektorraume

Vi={zeV]|0<zeV}

den positiven Kegel von V und die Elemente z € V,
positiv oder auch nichtnegativ.
V. ist ein spitzer Kegel in V', d.h. es gilt

Vi+VicCcVe und Ry Vo CVy (Kegel)
Vi n(-Vy) = {0} (spitz).

(iil) Meisten verlangt man noch, das V' positiv erzeugt
ist, d. h. jedes Element von V ist Differenz zweier posi-
tiver Elemente:

3. Zux eV gibtes0<yeVund0< zeV, so
dafy x =y — z ist.

V ist genau dann positiv erzeugt, wenn
V = V+ - V+

gilt. Man nennt dann V, einen erzeugenden kegel.

(iv) Umgekehrt kann man mit Hilfe eines spitzen Ke-
gels eine Vektorraumordnung einfithren

Eine Teilmenge K C V heifit Kegel, wenn K+ K C K
und Ry K C K ist. K heifit spitz, wenn KN (—K) = {0}
ist.

Ist K ein spitzer Kegel in V, so definiert man eine
Ordnung auf V' durch

z<y: & y—xeckK.

Mit dieser Ordnung ist V ein geordneter Vektorraum,
d.h. es gelten C.1.1 (i) (1.) und (2.). und es ist V; = K.

C.2 Ordnungseins-Ridume

C.2.1 Bsp. (Ordnung auf C([0,1],R))
Die Vektorraum C([0, 1], R) der stetigen Funktionen ist
mit der iiblichen punktweisen Ordnung ein geordneter
Vektorraum. Die Ordnung von C([0, 1]R) hat viele spe-
zielle Eigenschaften, die andere geordnete Vektorrdume
i.a. nicht haben.

Was man hédufiger wiederfindet, ist die Art, wie die
sup-Norm und die Ordnung auf C([0,1],R) zusam-
menhéngen. Fiir die abgeschlossene Einheitskugel gilt

wobei 1 = 1jg 1j sei. Man kann die Norm durch die Ord-
nung ausdriicken:

[f|I = min{c| —cl < f < cll} (%)
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und auch die Ordnung durch die Norm:

A= £ < [1£1I

0<f o (+4)
Anmerkung. Den obigen Zusammenhang (%) bzw. (¥*) zwi-
schen Norm und Ordnung findet man auch in L(H), in allen
C*-Algebren und noch in vielen anderen Situationen. Wir fiithren
hierfiir eine Bezeichnung ein.

C.2.2 Bez. (Ordnungseinsraum)

Es sei E ein reeller normierter Raum und ein geordne-
ter Vektorraum. F heifit ein Ordnungseins-Raum®* oder
einsgeordneter normierter Raum, wenn es ein Element
u € F gibt, so dafl

Ball(E)={z € E| —u<z <u}

ist. Dieses Element w ist offensichtlich eindeutig be-
stimmt und heiit die Ordnungseinsdes geordneten Ba-
nachraumes F.

Anmerkung. 1. Beispiel: Ein Beispiel eines Ordnungseins-
Raumes bilden die stetigen reellen Funktionen C(K,R) auf einem
kompakten Hausdorffraum K. C(K,R) versiecht man mit der sup-
Norm ||-[lgyp: die Ordnung ist die punktweise Ordnung der re-
ellen Funktionen und als Ordnungseins wahlt man die Funktion
1:=1g.

2. Beispiel: Jeder lineare Teilraum F von C(K,R), der die
Eins enthilt, ist ebenfalls ein Ordnungseins-Raum. Der Unter-
raum F' ist i.a. weder eine Unteralgebra noch ein Unterverband
von C(K,R).

3. Das obige Beispiel (2.) ist das typische Beispiel eines
Ordnungsein-Raumes, denn mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach
kann man folgendes zeigen:

Darstellungssatz(Ordnungseins-Riume) Zu jedem Ord-
nungseins-Raum (E, |||, u) gibt es einen kompakten Hausdorff-
raum K und eine lineare,isometrische und ordnungsisomorphe
unitale Abbildung ® : E — C(K,R). D.H. es gilt fir alle z € E:

([ @]l = ||z
d(z)>0 < z>0
P(u)=1

Dieser Darstellungssatz ist einerseits ein méchtiges Hilfsmittel, an-
dererseits bewahrt die Darstellung ® nicht unbeding weitere inter-
essante Strukturen, die E haben kann. Aus diesem Grunde be-
handelt man Ordnungseinsridume besser abstrakt und geht nicht
immer {iber den Darstellungssatz. Der Darstellungssatz sagt uns
aber, welche Regeln wir im Hinblick auf die Norm und die Ordnung
zu erwarten haben.

4. So pafit in dem uns interessierenden Fall E = L(H)sa das
Produkt ST von kommutierenden Operatoren S, T' € L(H)sa
nicht mit dem Produkt ®(S)®(T) der stetigen Funktionen ®(S5),
®(T) € C(K,R) zusammen. Z. B. gilt die Schwarzsche Unglei-
chung ®(T)2 < ®(T?), dies ist aber keine Gleichung.

Anmerkung. Die Definition eines Ordnungseins-Raumes kann
man noch etwas abschwichen. Man kann auf die Vorraussetzung,
dafl der positive Kegel E spitz ist, verzichten, denn dies folgt
bereits aus der Kopplung C.2.2 von Norm und Ordnung;:

Beweis: Es sei £ € E4. Da E4 ein Kegel ist, ist +nz € E4
fir n € N und somit

u—nx € FEy und nx e Ey.

Es gilt also —u < 0 < nx < u. Nach Definition C.2.2 eines
Ordnungsein-Raumes ist nz € BallE. D.h., |z|| < % fiir alle
n € N. Also ist der Kegel E spitz.

40rdnungseins engl: order unit, Ordnungseins-Raum engl: or-
der unit space
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Anmerkung. Die rechte Seite von () besagt, daf§ die Funk-
tionswerte von f in dem Streifen zwichen 0 und || f|| liegen. Man
konnte ebensosogut einen gréfleren positiven Streifen wihlen. Die
folgende Bemerkung C.2.3 (i) besagt, daB dies Prinzip in jedem
Ordnungseinsraum gilt.

C.2.3 Bem. (Ordnungseinsraum)
Es Sei E ein Ordnungseins-Raum (siehe Bez.C.2.2) mit
der Ordnungseins u € F .

(i) Fiir z € E sind die folgenen Aussagen dquivalent:

0<z.
llcu — z|| < ¢ fir alle ¢ > ||z]|.
[lzllu = || < [l

a
b
c
d) Es gibt ein ¢ > ||z||, so daf$ ||cu — z|| < ¢ gilt.

(a)
(b)
(c)
(d)
ii) Der positive Kegel E, ist abgeschlossen.

(
(iii) Es seien (xy), und (y,), konvergente Folgen in
E. Aus

Ty <yp fiirn €N folgt lim z, < lim y,.

n—oo n—oo

(iv) Die Ornung ist archimedisch. D.h., wenn z < %y
fiir allen € N, so ist ¢ < 0.

Beweis. (i) (a)=(b) Wir zeigen zugleich (d) = (a).
Ohne Einschrinkung sei = # 0. Fiir ¢ > ||z|| gilt dann:

IN

Da r € Ball(E) ist, ist —u < u und folglich —u <
c

x .
0 <u — —. Insgesamt gilt also:
c

0<z <« —ugu—fgu
c
x
s Ju--]<1 & Jeu—z||<ec
c

(b) = (¢) und (¢) = (d) sind offensichtlich.

(ii) Es sei (x,)n eine konvergente Folge in E, z :=
lim x,. Da 0 <z, ist, gilt nach (i)

n—oo

[z llu = za|| < llznl-

Da ||z|| = nlin;o ||y || ist, folgt

zlu — x| <[]
Nach (i) Ist0 <z € E,.
(i) Es seien z = lim z,, y = lim y, und z, < y,
n—oo n—oo

fir n € N. Dann ist nach (iii)

y—x= lim (y, —z,) > 0.
n—oo

(iv) folgt aus (iii).

C GEORDNETE NORMIERTE RAUME
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D Summierbare Familien

In unendlichdimensionalen normierten Rdumen gibt es, anders als
in K, unbedingt summierbare Reihen, die nicht absolut konvergent
sind. Unbedingt summierbar besagt, daff man die Reihe beliebig
umordnen kann. D. h. es kommt auf die Reihenfolge der Summan-
den nicht an.

Fiir diese Situation gibt es eine addquate Terminologie. Man
16st sich von der Konvention, dafl die Summanden mit den natiirli-
chen Zahlen indiziert sind und 148t beliebige Indexmengen zu, die
nicht geordnet sind. Die zu treffende Definition einer unendlichen
Summe ist invariant gegen bijektive Transformationen (Umord-
nungen) der Indexmenge.

Diese Indexmengen konnen auch iiberabzihlbar sein. In nor-
mierten Rdumen sind dann nur hdéchstens abzihlbar viele Sum-
manden ungleich Null. Die neue Definition erfordert aber nicht,
dafl man diese Summanden explizit angibt und irgendwie durch-
nummeriert. Man kann dies aber tun und dann auf die Ergebnisse

iiber Reihen aus Analysis I, IT zuriickgreifen.

D.1 Def. (summierbare Familie)
Es sei E ein normierter Raum, I eine Menge und (x4,)acr
ein Element von Ef. Wir nennen (z4)aer kurz eine Fa-
milie in E.

Die Familie (x4 )qcs heiBt summierbar mit Summe y €
E, wenn folgendes gilt:

Zu jedem € > 0 gibt es eine endliche Menge Fy C I,
so daf fiir jede grioflere endliche Menge F C I gilt:

||Zxa—y||<s.

aEF

Man schreibt dann y = Zxa und sagt, die Summe

ael
Zxa ist unbegingt konvergent.
a€el
Anmerkung. (i) Wenn [ endlich ist, kann man die Epsolontik

natiirlich weglassen

(ii) Es sei I abzéhlbar, I = {an | n € I} eine Aufzéhlung. Dann
ist fiir eine summierbare Familie (za)qer die Reihe 07 | zq,
konvergent und es gilt

0o
E Ta, = E Lo
n=1

acl

Die Umkehrung gilt nicht, auch nicht in R (vgl. Bemerkung D.10).
(iii) Die Indexmenge I darf aber auch iiberabzihlbar sein. In
diesem Fall sind aber hochsten abzéhlbar viele Summanden # 0.
Man koénnte die Nullsummanden wegglassen, meist ist es aber be-
quemer, auch iiberabzihlbar viele Summanden zuzulassen.

D.2 Festst. (summ. Fa. abzihlbar)
Es sei (Zo)acr eine summierbare Familie. Dann ist die
Menge

I''={a€l|x,#0}

hochstens abzéhlbar.

Beweis. (summ. Fa. abz#hlbar) Es sei z =
Y aciTa- Zun € N gibt es eine endliche Menge F), C I,
so daB

1
|z — E xql|| < = fiir endliches F, F,, C F C I.
n
ack
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Da fir 5 € F,

2
lzall <llw = > @l = o= D @l <~

a€F,U{g} a€nF

gilt, ist I’ C |J,—, Fy,. Also ist I’ héchstens abzahlbar.

D.3 Bem. (Rechenregeln)
Es seien E, F und G normierte Rdume.

(i) Gegeben seien endlich viele disjunkte Indexmengen
I, und summierbare Familien (z4)aey, fiirv =1,...,n.

Esseil:= \J I,.
v=1
Dann gilt

n

S Y =Y s

v=1a€l, a€el

(ii) Gegeben seien endich viele summierbare Fami-
lien (xy.o)aer fiir v = 1,...,n. Dann ist die Famlie

n
( > sc,,}a)ael summierbar, und es gilt
v=1

n

DD Tna=

v=1«aecl

DI

acl v=1

(iii) Es sei T € L(E, F) eine beschrénkte lineare Ab-
bildung. Fiir eine summierbare Familie (x4 )qer in E ist
die Familie (Txq)aer summierbar in F' und es gilt

T(Zxa) = ZTxa.

acl a€el

(iv) Es sei b : E x F — G eine stetige bilineare
oder sesquilineare Abbildung. Fiir summierbare Fami-
lien (zo)aer In E und (yg)ses in F ist die Familie
(b(xa’yﬁ))(a,,@)eli summierbar in G und es gilt

Z b(za,ys) = b(Za:a, Zya)

(a,8)EIX T acl geJ

D.4 Satz (Cauchy-Kriterium)

Es sei E ein Banachraum. Eine Familie (z4)aer ist
genau dann summierbar, wenn sie die folgende Cauchy-
Bedingung erfiillt:

(C) Zu jedem e > 0 gibt es eine endliche Menge Fy C
I, so daf fir alle endlichen Mengen F, G mit Fy C
FcCGcCl gilt:

) wa| <e

a€G\F

Anmerkung. Man kann die Cauchy-Bedingung noch etwas ein-
facher formulieren:

(C) Zu jedem € > 0 gibt es eine endliche Menge Fo C I, so
daf fiir alle endlichen Mengen F mit Fo C F C I gilt:

|| Z zaH <e.

aceF\Fy
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Bedingung (C’ ) ist ein Spezialfall der Cauchy-Bedingung (C).
Wenn (C) fiir £ > 0 erfiillt ist, folgt (C) mit der Dreiecksunglei-
chung:

> el < 2 wall+] X @] <e

a€G\F a€eG\Fy a€F\Fy

fiir alle endlichen Mengen F', G mit Fo C F C G C I.

Beweis. ((Cauchy-Kriterium)) 1. Aus der Dreiecks-
ungleichung folgt, daB eine summierbare Familie die
Cauchy-Bedingung erfiillt.

2. Wir zeigen, daB die Bedingung hinreichend ist. Fiir
n € N wahle man endliche Mengen F,, C I, so daB fiir
endliches F', F,, C F C I gilt:

>

a€F\F,

1
zol < L.

Ohne Einschrankung gelte F,, C F}, 1. Die Folge der y,, :=

> x4 ist eine Cauchy-Folge, da
ackF,

”yn - ym” = || Z

acF,

:raH < % fiir m < n.
Es sei y := lim y,. Da fiir endliches F mit F,,, C F C I
n—oo
gilt
|| Y. Ta— y” < || Y Ta— ymH + [[ym — yl|
acF acF

= ¥

aEF\Fnz

ol + llym —yl < 2.

Also ist die Familie (24)qcr summierbar und > z, = v.

acl
Anmerkung. (zu obigen Beweis) Offensichtlich ist zo = 0
firagl’ =, Fpundy = > za.
aecl’

D.5 Festst. (nichtnegat. summierbare Familie)
FEine Familie (Ay)aer nichtnegativer Zahlen in R ist ge-
nau dann summierbar, wenn

st;pZ/\a<oo

acF

ist, wobei sich das Supremum iiber alle endlichen F' C I
erstreckt. Dann ist

Z)\a = sgﬂp Z Aa-

acl

Wenn eine Familie nichtnegativer Zahlen nicht summier-
bar ist, setzen wir wie bei Reihen

Z)\a:oo.

acl

D.6 Bez. (absolut summierbare Familien)
Eine Familie (z4)qer in E heifit absolutsummierbar,

wenn Y ||zq| < oo.
ael
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D.7 Festst. (abs. summ. in Banachraum)
In einem Banachraum ist jede absolut summierbare Fa-
milie summierbar:

Z |zall <00 = Z%‘ existiert.

acl acl

Beweis. ((absolut summierbare Familien))
Wir zeigen, daB eine absolut summierbare Familie das
Cauchy-Kriterium D.4 (C') erfiilt.

Nach Voraussetzung gibt es zu £ > 0 eine endliche Men-
ge Fy C I, so daB

Z |zl <& fir F endlich, Fy C Fy C I.
acF\Fy

Aus der Dreiecksungleichung folgt nun

D.8 Bsp. (summ., nicht abs. summ. Familie)
Man betrachte in dem Hilbertraum lo(N) mit der Stan-
dardbasis (ey), das Element = (%)n Nach Beispiel
1.5.4 (iii) ist die Familie (%e,) summierbar mit Sum-
me z. Da )7 | L = oo ist, ist diese Familie aber nicht
absolutsummierbar.

D.9 Festst. (Teilfamilien summierbar)

Es seien E ein Banachraum und und (z4,) e €ine sum-
mierbare Fammilie in E. Fiir alle J C I ist dann die
Familie (23)3ecy summierbar.

Beweis. ((Teilfamilien summierbar)) Wir zeigen,
daB die Familie (z)ges die Cauchy-Bedingung D.4 (C')
erfillt.

Zu ¢ > 0 wahle ein endliches Fy C I, so daB fiir alle
endlichen Mengen F' mit Fy C F' C I gilt:

) a <e

aE€F\Fy

Man setze Ky := Fy N J. Fir endliche Mengen K mit
Ky C K C J bilde man die endliche Menge F := K U Fy.
Dann folgt Fy C F' C I und somit

> zll=] Y al<e

BeEK\ Ko a€EF\Fy

D.10 Bem. (summierbare Familien im K")

Im Fall E = K oder allgemeiner, wenn dim E < oo ist, ist
eine Familien genau dann summierbar, wenn sie absolut
summierbar ist.

Anmerkung. Die obige Eigenschaft charakterisiert die endlich-
dimensionalen Banachrdume. Nach dem Satz von Dvoresky und
Rogers gibt es in jedem unendlichdimensionalen Banachraum eine
summierbare Folge, die nicht absolut summierbar ist.
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Beweis. ((summierbare Familien im K")) 1. Die
Familie (Aa)acr sei summierbar in K.
Im Fall K = R bilde man

Jy={B€Tl|Ag>0} und J_:={B€el|As<0}

Nach Feststellung D.9 sind die beiden Familien (\g)se..
summierbar. Also ist die Familie (||[(Aa|)acs summierbar
in R.

Im Falle K = C sind also die Familien (Re A\y)aer und
(Im A\p)aer absolut summierbar.

2. Die Familie (24 )qcr sei summierbar in K™ in der Norm
|| - |2 des Standardskalarproduktes. Dann sind nach 1. die
Koordinaten absolut summierbar sind und folglich

Z lzall2 < oo

acl

Da auf dem K™ alle Normen &quivalent sind (siehe Analysis
1), ist die Familie in jeder Norm absolut summierbar.

Ein endlichdimensionaler normierter Raum ist isomorph
zum K",

D.11 Festst. (Aufspaltung in Doppelsummen)
Es seien E ein Banachraum und (Z,)acr €ine summier-
bare Familie in E.

Es seien (Ig)pes paarweise disjunkte Teilmengen
von I, so dafi I := Jgc;Ip. Dann ist die Familie

(> x“)ﬁel summierbar und es gilt

Y =Y

pBeJ ael a€el
8

Beweis. ((Aufspaltung in Doppelsummen)) Es
sei & — Y crTa- Nach Feststellung D.9 existieren fiir
jedes 3 € J die Teilsummen ys := 3 o/ Za-

Zu € > 0 gibt es eine endliche Menge Fy C I, so daB

||z — Z Zo|| < e fiir alle endlichen F' mit Fy C F C I.
aEF

Es sei Go := {3 | Ig N Fy # 0}.

Fiir endliches G mit Go C G C J sei n := |G| die Anzahl
der Elemente von G. Zu 8 € G gibt es endliche Kg C I3,
so daB

o = D" @all < = fiir endliche K mit Ky € K C Iy,
aceK

Ohne Einschrénkung sei Fy NIz C K. Da Gy C G ist,
folgt
Foc|JKs=F

BeaG
und somit
lz =Y ysll=llz =D zat+ D> (D, xa—ys)l
peG a€F BEG a€Kp
<= zall+ D> Y za—ysll
aEF BEG a€EKg
<e+ k% = 2¢.
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D.12 Folg. (Doppelsummen)
Es seien E ein normierter Raum und (xa,g)(a”g)eli
eine summierbare Familie in F.

Dann ist die Familie ( ) zavg)ﬁeJ summierbar und

acl
DD Tap= ),
(a,B)eIXJ

pBed ael

es gilt

Ta,p-
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E.1 Spektrum und Resolvente eines Op.

E Spektraltheorie

E.1 Spektrum und Resolvente eines Op.

E.1.1 Def. (Spektrum eines Operators in L(F))
(i) Es seien E ein komplexer Banachraum und T €
L(E). Die Menge

p(T) = {\ € K| exist. (\idy —T)"' € L(H)}.

heifit die Resolventenmenge von T'.

(ii) Das Komplement der Resolventenmenge heifit das
Spektrum o(T') von T':

o(T)={reK|A¢&p(T)}.
(iii) Die Abbildung

R(.,T): p(T) — L(E),
R\ T) = (\idg —T)~!

heifit die Resolvente von T'.

Anmerkung. (Bezeichnung der Resolvente) Wir schrei-
ben auch kurz R(\) := R(\, T).

Ublich sind auch auch die Schreibweisen Ry (T") bzw. Ry (\) fiir
die Resolvente.

In der dlteren Literatur wird die Resolvente haufig mit entge-

gengesetztem Vorzeichen definiert.

Anmerkung. (Spektraltheorie komplex) 1. Das Spek-
trum einer Matrix A € hom(K™) besteht aus den Eigenwerten
von A. Feinheiten, wie die Vielfachheit eines Eigenwertes werden
durch den Begriff Spektrum nicht erfaflt.

2. Das Beispiel der Matrizen A € hom(K") zeigt, da man nur
im Fall K = C zu brauchbaren Aussagen gelangt. Im Falle K = R
kann das Spektrum leer sein. Dagegen gibt es im komplexen im-
mer Eigenwerte und mit Hilfe der Eigenwerte und der zugehorigen
Hauptvektorrdume konstruiert man die Jordansche Normalform
von A (siehe Lineare Algebra).

3. In der linearen Algebra behandelt man reellen Matrizen
A € hompr(R™), in dem man sie auf dem C" operieren 1a8t. D.
h., man komplexifiziert den R™ zum C" und untersucht die C-
lineare Fortsetzung von A auf den C™. Fiir einige spezielle Klassen
von Banachraumen und Operatoren kann man auf &hnliche Weise
durch Komplexifizierung Aussagen iiber das Spektrum gewinnen.

4. Fiir die Spektraltheorie allgemeiner Operatoren ist es aber

sinnvoll, sich auf den Fall komplexer Banachrdume zu be-
schranken.

Anmerkung. (Spektrum einer Matrix) In der linearen Al-
gebra erhilt man die Resultate tiber Eigenwerte und Normalfor-
men einer Matrix A, indem man die Beziehungen zwischen den
Polynomen p € C[¢] und den Matrizen p(A) untersucht.

1. Man bildet die von A und der Identitéit erzeugte unitale Al-
gebra
Alg(A,id) := {p(A) | p € C[(]}

und den surjektiven Algebrenhomorphismus
@ : C[¢] 3 prp(A) € Alg(4,id),
wobei (1) = id und ®(¢) = A ist.
2. Der Kern eines Algebrenhomorphismus ist ein Ideal in der
Algebra der Polynome. Diese Ideal hat die folgende Gestalt:
Da Alg(A,id) endliche Dimension hat, sind die Potenzen
{A® A A2 . .} linear abhingig. Das Minimalpolynom m4 von

A ist das normierte Polynom kleinsten Grades, das A annulliert:
my(A) =0.
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Der Kern des Algebrenhomorphismus ® besteht aus den Viel-
fachen des Minimalpolynoms:

Kern ® = C[¢]m 4.

Alle Polynome g einer Nebenklassen p+C[¢(]m 4 erzeugen dasselbe
Element g(A) € Alg(A,id). Nach dem Isomorphissatz gilt also:

Satz Die Quotientenalgebra C[{]/m a ist isomorph zur Algebra
Alg(A,id).

3. Fiir beliebige Operatoren auf unendlichdimensionalen Ba-
nachrdumen gibt es kein zu 2 analoges Resultat, aber Teilaus-
sagen gelten weiter. Ein erster Schritt in dieser Richtung ist der
spektrale Abbildunggssatz fiir Polynome E.1.2.

E.1.2 Satz (Spektr. Abbildungssatz fiir Polyn.)
Es sei E ein komplexer Banachraum und T € L(E).

(i) Es sei p € C[¢] ein Polynom der Form

k
p(¢) = [T =0,

., Ar € C die Nullstellen mit den Vielfach-
.,n € N sind.

Der Operator p(T') ist genau dann invertierbar, wenn
A,y Mg € p(T) sind.

(ii) Fiir ein Polynom p € C[(] gilt der spektrale Ab-
bildungssatz:

wobei A, ..
heiten nq, ..

o(p(T)) = {p(N) [ A € o(T)}.

Also kurz: o(p(T) = p(a(T)).

Beweis. (i) Es sei p(¢) = HZ:I(/\% — {)™=. Wenn
alle Nullstellen Ay,..., A; in der Resolventenmenge p(T')
liegen, so existiert die Inverse

k
(p(D) " = [[Awide )" € L(E).

x=1

—1

Wenn (p(T)) ~ € L(E) existiert, so gilt fir t =1,... k-

idp = (A idg =T)
k
: <(>\L idg —T)" " [] (\wide 1) (p(T))1>~
=

Also hat A, idg —7T eine Rechtsinverse und, da alle Fakto-
ren kommutieren, auch eine Linksinverse. D.h., A\, € p(T).

(ii) Es sei p € C. Man zerlege das Polynom p — p(¢) in
Linearfaktoren:

k
p=pQ) =[O -0

n=1

Nach Teil (i) gilt:

w e pp(T))

Fiir das Komplement o(p(T)) = C\ p(p(T)) gilt also:

& A, 0 € p(T).

pweop(T) < exist.ein A\, € 0(T) mit p—p(A,) =0.
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Anmerkung. (Nullstellen des Minimalpolynoms) Es sei
A € M, eine Matrix. Aus dem spektralen Abbildunggssatz E.1.2
und der Minimalitdt des Polynoms m 4 erhilt man die folgende
Beschreibung des Spektrums von A.

Satz Die Nullstellenmenge des Minimalpolynoms m 4 ist das
Spektrum von A:

o(A) = {A € C | ma(\) = 0}

E.1.3 Satz (Resolvente analytisch)
Es seien E ein Banachraum und T € L(E)

(i) Dann gilt
1. Die Resolventenmenge p(T) ist offen.

2. Die Resolvente R(.,T) : p(T) — L(E) ist eine ana-
Iytische Funktion.

3. Das Spektrum o(T') ist kompakt.

Genauer gilt:

(i) Fiir A € p(T) ist
{neCllu=A<|RAT)|™'} C p(T).

(iii) Die Resolvente R : pu ~— (pidg —T)~! hat eine
Enwicklung in eine Potenzreihe:

R(p,T) = ROT)" (A = )",

n=0

die fiir | — A| < |[R(\, T)|| ™" in der Norm absolut kon-
vergiert.

(iv) Die Resolvente hat um den Punkt oo die Laurent-
entwicklung

RAT) =Y T 'A™" fiir |A] > ||T]].

n=1

Die Reihe ist in der Norm absolut konvergent.

Das Spektrum liegt in der abgeschlossenen Kreischei-
be um 0 mit Radius |T|:

o(T) C {AeC| A < T,

Anmerkung. 1. Der genaue Konvergenzradius der Laurent-
entwicklung in Satz E.1.3 (iii) ist gleich dem Spektralradius r(T)
von T (siehe Satz E.1.5).

2. Die Aussagen folgen leicht aus Satz B.2.7. Es ist aber in-
struktiver, diesen wichtigen Spezialfall noch einmal zu rechnen.

(i) folgt aus (ii) — (iv).
(ii) Man schreibe pidg —T in der Form

Beweis.

pidg —t = (Nidg —T) (idg =R\, T)(A—p)) (%)
Da nach Vorausetzung
[RAT)A = p)] <1

ist, existiert nach Satz B.2.7 (i) die Inverse R(u,T) €
L(E). Also ist die Resolventenmenge p(T') offen.
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(iii) Mit der Neumanschen Reihe erhalt man die Ent-
wicklung der Resolvente in eine Potenzreihe um einen
Punkt A € p(T). Mit Satz B.2.7 (i) folgt aus (x)

(pidg =T)"' = ROLT) > RAT)™ (A — )",
n=0
fiir | — A < [(Aidg —T) 1| 7.
Die Reihe konvergiert absolut in der Norm:

S IR T) A = p”

n=0

< TIRA TN =

n=0

1
= 1 < 00
IR T = A= pl

(iv) Wir zeigen die Laurententwicklung der Resolvente
um den Punkt co. Fiir |A] > ||T|| ist

Nidg —T = A(ide =A\7'T) und |77 < 1.

Nach Satz B.2.7 existiert also (Aidg —7)~! € L(E) und
hat die Entwicklung in eine Neumannsche Reihe:

ANidg =T)7' =AY (A=) T
n=0 n=1

Das Spektrum o(T) liegt also in der abgeschlossenen
Kreisscheibe um 0 mit Radius ||T||. Da die Resolventen-
menge p(T) offen ist, ist o(T") abgeschlossen und folglich
kompakt.

E.1.4 Bem. (Cauchysche Integralsatz)

Es sei E ein komplexer Banachraum, G C C offen und
f: G — E eine komplex analytische Abbildung, d.h. f
hat um jeden Punkt {y € G eine Enwicklung in eine in
der Norm konvergente Potenzreihe

FO = (¢ —Co)" fiir|¢—Gol <R
n=0

mit Konvergenzradius R > 0. Dabei sind die Koeflizien-
ten x, € F.

Dann gilt fiir jeden geschlossenen, stiickweise stetig
differenzierbaren Weg I" in G, der null-homolog ist, der
Cauchysche Integralsatz:

/F Q) d¢ =0,

Anmerkung. Wir benutzen den Cauchysche Integralsatz im Be-
weis des folgenden Satzes E.1.5 fiir zwei sehr einfache Wege:

e I'p sei der Rand einer abgeschlossenen Kreisscheibe mit Ra-
dius R , die in G liegt.

o I'p —I', sei der Rand eines abgeschlossenen Kreisringes mit
Innenradius r und AuBlenradius R, der in G liegt. In diesem
Fall gilt also

/F Q= /F 1o
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E.1 Spektrum und Resolvente eines Op.

E.1.5 Satz (Spektrum nicht leer und kompakt)
Es sei E ein komplexer Banachraum, dim £ > 0 und
T e L(E).

(i) Das Spektrum o(T') ist nicht leer und kompakt.
Fiir den Spektralradius

r(T) :=max{|\| | A € o(T)}

gilt 1(T) = lim 3/TT7] < |71

(ii) Die Resolvente hat die Laurententwicklung

RAT) =Y TP 'A™™ fiir |A| > x(T).

n=1

Die Reihe ist in der Norm absolut konvergent

Beweis. 1. Nach Satz E.1.3 (iv) ist das Spektrum
o(T) kompakt und liegt in der abgeschlossenen Kreisschei-
be um 0 mit Radius ||T'||. Die Resolvente hat um den Punkt
oo die Laurententwicklung

RONT) =) T"A™1 fiir A > [T (%)

v=0
Die Reihe ist in der Norm absolut konvergent.

2. Wir zeigen, daB das Spektrum nicht leer ist: Fiir
R > ||T|| konvergiert die Laurentreihe (x) auf der Kreislinie
|A] = r gleichmiBig in der Norm. Man kann also die Reihe
gliedweise iiber diese Kreislinie I' integrieren und erhilt

1 = 1
I n T — TV —_ n—1—v
5 /FR A"R(M, T) dA ;:O o /FR A dA

=T" firn e Ng.

Wenn o(T) = () ist, so ist p(T') = C und die Resolvente
ist eine auf ganz C erklarte analytische Funktion. Aus dem
Cauchyschen Integralsatz E.1.4 folgt dann

1

21 Tr

A"R(N, T) dA = 0.

Insbesondere wire idg = 79 = 0 und somit dim E = 0 im
Widerspruch zur Voraussetzung.

3. Wir zeigen die Formel fiir den Spektralradius: Da die
Resolvente R(\,T') im Gebiet {A | |A| > r(T)} analytisch
ist, folgt

=1 [ 3RO AN = 2i

= — ATR(N,T) dX
2mi Jr,, i Jr, (A T)

fir r(T) < r < Rund ||T|| < R. Da R(.,T) normstetig
ist, ist es auf der kompakten Kreislinie beschrankt:

M(r) = max{| RO )| | 1A = r} < oo,

Aus der Integraldarstellung von T™ folgt die Abschatzung
1
I < T”M(r)—/ dN = M ().
2 T,
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Somit erhalten wir

limsup v/|| T <r firr > r(T).
n—oo

Es ist also limsup /|| 77| < r(T).

Wenn A € o(T) ist, so ist A\™ € o(T™) (siehe Satz E.1.2)
und folglich

I < VTP fiirne N

Anmerkung. (Vorzeichen der Resolvente) 1. In der
dlteren Literatur wird haufig fiir die Resolvente das entgegenge-
setzte Vorzeichen gewihlt und die Funktion A — (T — Xidg)~!
als Resolvente bezeichnet.

Unsere Definition E.1.1 (iii) der Resolvente ist die heute iibli-
che. Die Spektraltheorie allgemeiner Operatoren beruht weitge-
hend auf funktionentheoretischen Methoden. Bei dieser Wahl des
Vorzeichens hat man die beste Entsprechung von Formeln aus der
Funktionentheorie mit analogen Formeln der Spektraltheorie.

Man sieht das am Beispiel der Cauchyschen Integralformel fiir
einen Kreis. Fiir ¢ € C mit |[¢| < r gilt bekanntlich:

1 AT

"= dX fi € Np.
¢ 278 Jia|j=r A —C urn 0

Man kann hierin ¢ durch T' € L(F) mit r(T) < r ersetzen (siehe
Punkt 3 des obigen Beweises):

"

= A"(Nidg =T)~'d X fiir n € Ny.
271

[X=r

Letztendlich ergibt sich die Wahl des Vorzeichens aus der Orien-
tierung der komplexen Ebene. Diese besagt anschaulich, daf die
Einheitskreislinie entgegen dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

E.1.1 Rechenregeln: Spektralradius

Anmerkung. Die algebraischen Verkniipfungen S 4+ T" und ST
harmonierenden nicht besonders mit der bildung des Spektrums,
sofern S und T € L(E) nicht vertauschen.

E.1.6 Bem. (Spektrum von ST und T'S)
Es sei A eine unitale Algebra S, T € A.

(i) Fiir A € K, A # 0 ist A\l 4 — ST genau dann inver-
tierbar in A, wenn Al 4 — T'S invertierbar ist.

(ii) Fiir das Spektrum und den Spektralradius gelten:

o(ST)U{0} =a(TS)U{0} und 1(ST)=r1(TS).

Beweis. (i) Es existiere R := (A4 — ST)™! € A

Dann gilt

(M4 —TS)A" (14 + TRS)
=14 +TRS —\"'TS - \"'TSTRS
=14 = A'TS + AT (M4 — ST)RS = 1 4.
Analog gilt A7 (14 + TRS)(A\y — TS) = 14.
(ii) Nach (ii) ist
p(ST)\ {0} = p(T'S) \ {0}
und somit o(ST) U {0} = o(T'S) U {0}. Fiir die Spektral-
radien folgt hieraus

r(ST) = max |\ =r(T8S).

max |\ = o

A€o (ST)
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E.1.7 Festst. (Rechenregeln: Spektralradius)
Es seien E ein Banachraum und S, T € L(E).

(i) Fiir o € C gilt v(aT) = || r(T)
(ii) Wenn ST =TS ist, gilt

r(S+7T) <r(S)+r(T) (subadditiv)
(iii) Wenn ST =TS ist, gilt
r(ST) <r(S)r(T) (submultiplikativ).

fiirn € N.

(iv) x(T™) = x(T)"
(v) 1(ST) = £(TS).
Anmerkung. (Gegenbeispiel:Spektralradius) 1. Der

Spektralradius ist i. alg. weder subadditiv noch submultiplikativ,
wie die folgenden Beispiele zeigen:

2. Es sei A = { ] Da A% = 0 ist, ist r(A) = 0 und ebenso
r(A*) =0. Andcrsorselts ist

A+ At =[] una ata=[31].

und somit

r(A+ A*)=1 und r(A*A)=1.
Beweis. (i) Da o(aT) = ao(T) ist, folgt r(aT) =
o 2(T)

VAT
zu ¢ > 0 gibt es ein kg € N

(ii) Fur den Spektralradius gilt r(7) = lim

(siehe Satz E.1.5). D.h.,
derart, daB fiir [ > kg

I15'] < (x(S) + &) IT!| < (x(T) +&)*
gilt. Man wéhle eine 1 < c < oo, sodaBfir 1 <l <ky—1

IS']l < e(x(S) + &)

und

und ||TlH <e(r(T) 4+ 5)l

ist. Da S und T vertauschen gilt fiir (S +T')" die binomi-
sche Formel. Fiir n > 2kg kann man nun abschitzen:

IS+ 1)) = Hyz: (:) S|

- n 1% n—v
< ( )|S Teand

>,
gE(”) C(e(S) + ) (e(T) + €)'~
+7: O(Z> (x(T) +e)"™"
T m(: o(e(T) + e
Z() O ((T) + o)
= c((£(8) +2) + (1(T) +2))",

Fir alle € > 0 gilt also die Abschatzung
1(S+T)"| < (x(S) +e) + (x(T) +¢)
und somit r(S +T) < r(S) +r(T).

r(S+7T) =lim A
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(iii) Da S und T vertauschen, folgt

r(ST) = hm VI(ST)™ hm VI[SPT™|
<l :/nsnnum —x($) x().

(iv) Nach dem spektralen Abbildungssatz fiir Polyno-
me (siehe Satz E.1.2) ist o(T") = (o(T"))™ und folglich
r(T™) = r(T)".

(v) Aus [[(ST)" | < [|S|HI(TS)" [ IT| folgt

¥(ST) = lim "V/[[(ST)™ 1] < tim 3/[(ST)"[| < x(TS)

n— o0

Analog folgt r(T'S) < r(ST). (Fiir einen anderen Beweis
siehe siehe Bemerkung E.1.6

E.1.8 Festst. (Radikal einer kommutat. B-Alg.)
Es seien E Banachraum und A eine abgeschlossene,
kommutative, unitale Unteralgebra von L(E).

(i) Der Spektralradius ist eine submultiplikative
Halbnorm auf A. Der Kern dieser Halbnorm ist das Ra-
dikal von A.

Rad(A) := {S € A|r(S) = 0}.

(ii) Das Radikal Rad(A) ist ein abgeschlossenes zwei-
seitiges Ideal in A.

1. Die Quotientenalgebra A/Rad(A) ist mit der Qo-
tientennorm eine unitale Banachalgebra.

2. Essei T := T+Rad(A) die Nebenklasse von T € A.
Die Quotientenalgebra A/ Rad(A) ist mit der Spektral-

norm R
1T, :=x(T)

eine unitale normierte Algebra. Es gilt v(T ) HT||

Beweis. (i) Auf einer kommutativen Unteralgebra
A C L(FE) ist das Funktional A 5 T + 1(T) eine Halb-
norm.

(ii)
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E.2 Spektrum bezgl. einer Unteralgebra

Anmerkung. (Spektrum beziigl. einer B-Unteralg. )

1. Die Definition des Spektrums eines Operators T' € L(E) und
die Eigenschaften aus Satz E.1.3 und Satz E.1.5 des Spektrums
beruhen nur darauf, dafl L(F) eine unitale Banachalgebra ist. Sie
gelten entsprechend fiir Elemente einer beliebigen unitalen kom-
plexen Banachalgebra A.

2. Fiir eine unitale Banachalgebra A mit Einselement e definiert
man die Resolventenmenge eines Elementes © € A als

pa@):={AeC|(Ne—a)"t c A}

und das Spektrum o 4 :=C\ p4(x).
Nach Bemerkung B.4.5 gilt fiir die Linksmultiplikation L, €
L(A) die Beziehung (Ls)~! = L,—1 und folglich ist

oa(a) =0(La).

Man kann also eine abstrakte unitale Banachalgebra immer als
Unteralgebra der Algebra L(A) der beschrinkten Operatoren auf-
fassen und statt o 4 (a) das Spektrum des Multiplikationsoperators
L 4 untersuchen.

pa(@) = p(La) und

3. Insbesondere untersucht man das Spektrum o4(7) von
T € L(E) im Bezug auf eine abgeschlossen unitale Unteralgebra
A C L(E), die T enthilt. Wenn E unendlichdimensional ist, kann
o(T) & 04(T) sein (siehe Bsp. E.3.5).

4. Wenn dimE = n € N ist, so hingt das Spektrum o 4(T)
nicht von der Wahl der unitalen Unteralgebra A mit T' € A ab.
Es gilt ndmlich:

Satz FEs sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und T €
hom V. Wenn T invertierbar ist, so gibt es ein Polynom P € K[(]
mit Grad P < n — 1 derart, dafi

77! = P(T)
ist.
Beweis. Es sei
ma(() =" +apn—1¢"" 1+ +ag

das Minimalpolynom von T'. Es ist m4 € K[(]. Wenn T invertierbar
ist, dann ist 0 kein Eigenwert von A, also keine Nullstelle von m 4.
Also ist ag = m4(0) # 0. Aus m(T) = 0 folgt

T(ag (TF 4 a1 TF 2+ agidy)) = idy .

Also ist T~ ein Polynom in T'. Entsprechendes gilt fiir (\id —7") !
mit A € p(T).

E.2.1 Bez. (Spektrum bezgl. einer Unteralg.)
Es seien E ein komplexer Banachraum, A eine abge-
schlossene unitale Unteralgebra von L(F)

(i) Die unitale Unteralgebra A heifit voll in L(E),
wenn folgendes gilt:

Wenn T € A ist, und T € L(E) exisitiert, dann ist
T te A

(ii) Wenn A nicht voll ist, gibt es also Operatoren T’ € A
und XA € p(T), so daB (M\idg —T)~' ¢ A ist. (siehe Bsp.
E.3.5). Daher definieren wir:

Fir T € A heifit die Menge
pA(T) ={\ € K| exist. (Nidy —T)~" € A}.

die Resolventenmenge von T beziiglich A.
Das Komplement der Resolventenmenge heifit das
Spektrum von T beziiglich A:

oa(T) :=C\ pu(T).
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E.2.2 Bez. (Spektrum: Element einer B-Alg.)

(i) Fiir eine unitale Banachalgebra A mit Einselement
e definiert man die Resolventenmenge eines Elementes
r e Aals

pala)={reC|(Ne—a)tecA}

und das Spektrum o 4(a) := C\ p4(a).

(ii) Nach Bemerkung B.4.5 gilt fiir die Linksmultipli-
kation L, € L(A) die Beziehung (L)™' = L,-1 und
folglich ist

pala) = p(L,) und

oala) =0(Ly).

Anmerkung. 1. Man kann eine abstrakte unitale Banachal-
gebra als volle Unteralgebra der Algebra L(A) der beschrinkten
Operatoren auffassen und das Spektrum o 4(a) auf das Spektrum
des Multiplikationsoperators L, zuriickfithren.

2. Fiir einen Banachraum E ist umgekehrt L(FE) eine unitale
Banachalgebra und das Spektrum eines Operators ist ein Spezial-
fall von Bezeichnung E.2.2 (i).

Da wir in diesem Kapitel das Spektrum von Operatoren und
nicht die Struktur abstrakter Banachalgebren untersuchen, ver-
wenden wir den Standpunkt 1.

3. Als Hilfmittel brauchen wir die von einem Operator T €
L(FE) erzeugte unitale Banachalgebra BAlg(T,idg) und Quotien-
tenalgebren dieser Algebra. Dies erlaubt uns, zwei wichtige Hilf-
mittel

e Charaktere und mazimale Ideale

aus der Theorie der kommutativen Banachalgebren anzuwenden.

Die Theorie der Spektren, Charaktere und maximaler Ideale
fiir abstrakte kommutative Banachalgebren nennt man Gelfand-
Theorie. Hierbei benttigt man an einer entscheidenden Stelle des
Beweises das Zornsche Lemma.

Im Fall einer Algebra, die wie BAlg(T,idg) von einem Element
T erzeugt wird, hat man eine eineindeutige Entsprechung zwischen
dem Spektrum von T, also komplexen Zahlen, und den Charak-
teren der Algebra, bzw. den maximalen Idealen der Algebra. Dies
erlaubt es., die Resultate in diesem Fall direkt zu konstruieren.

E.2.3 Bem. (04(T) # () und kompakt)

Es seien E ein Banachraum und T € L(E). Es sei A
eine abgeschlossene unitale Unteralgebra von L(E), die
T enthélt.

(i) Die Resolventenmenge p 4(T') ist offen.

(ii) Das Spektrum o4(T) # (0 und kompakt. Der
Spektralradius

tA(T) :=max{|A| | A € c4(T)

ist gleich v(T) = nll_)n;o VT

Beweis. (i) Essei A € p4(T) und p € C mit

= AL < (RO T)II

Nach Satz E.1.3 (ii) gilt dann

o0

(pidp =T)"" = RAT) "D (A — )",

n=0

und die Reihe konvergiert absolut in der Norm. Folglich ist
R(p,T) € Aund p4(T) ist offen.
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(it) Offensichtlich gilt o 4(T) D o(T) # 0 und r4(T) >
(7).
Andererseits gilt nach Satz E.1.5 (ii)

R(AT) =Y T 'A™™ fiir [A| > x(T).

n=1
Da die Reihe in der Norm absolut konvergiert, ist
R(\T)e A fiir |\ > (7).

Also ist t4(T) < r(T).
o A(T) ist abgeschlossen und beschrankt, also kompakt.

E.3 Charaktere und Spektrum

Anmerkung. (Charakter) Ein Charakter x von A ist ein uni-
taler Algebrenhomorphismus

x:A—>C mit x(14)=1.

(siehe Bez. B.4.8 und Bem. B.4.9).

E.3.1 Bez. (Spektrum einer unitalen Algebra)
Es sei A eine komplexe, kommutative, unitale Banach-
algebra.

Die Menge der Charaktere von A heifit das Spektrum
von A und wird mit ¥ 4 bezeichnet.

Anmerkung. 1. Das Spektrum ¥ 4 versieht man mit der so-
genanten schwach*-Topologie oder Gelfand-Topologie und spricht
dann vom Gelfandraum ¥ 4. Leider gibt es fiir diesen wichtigen
Raum kein allgemein verwendetes Symbol. Andere Bezeichnungen
sind Sp 4 = Agq = A us.w.

2. Wir interessieren uns in diesem Abschnitt nur fiir Algebren
A, die von einem Element T € A erzeugt werden, d.h., die Polyno-
me p(T) liegen dicht in A. Nach Satz E.3.2 gibt es in diesem Fall
eine eineindeutige Entsprechung zwischen ¥ 4 und o4(7) C C.
Da dies auch einen Homéomorphismus zwischen o 4(7") und dem
Gelfandraum X 4 ergibt, bendtigen wir die Gelfand-Topologie
vorldufig nicht.

E.3.2 Satz (Charaktere und Spektrum)
Es sei A eine unitale Banachalgebra, die von einem Ele-
ment T € A erzeugt wird, d.h. A =BAlg(T,14).

(i) Zu X\ € 0. 4(T) gibt es genau einen Charakter x» €
Y4 mit xA(T) = A\

(ii) Fiir S € A sind die folgenden Aussagen dquiva-
lent:

(a) p€oalS).
(b) Es gibt ein x € ¥4 mit p = x(S5).

(iii) Insbesondere ist die Abbildung
a3 x = x(T) €oal)

bijektiv.

Beweis. (i) Essei A € 0 4.

1. Wir konstruieren zundchst einen Algebrenhomomor-
phismus x : Alg(T,idg) — C durch die Vorschrift:

xx :p(T) — p(A)  fiir p € C[(]
und zeigen, daB x» wohldefiniert und kontrahierend ist.
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Wenn fiir zwei Polynome p, ¢ € C[(] die Operatoren p(T')
und ¢(T) libereinstimmen, so folgt aus dem spektralen Ab-
bildungssatz E.1.2

(p(A) —q(N) = (p—a)(N) € o((p — ¢)(T)) = {0}

Die Linearform x : Alg(T,idg) — C ist also wohldefiniert
und multiplikativ:

Xa(e(T)g(T)) = xa(lp-)(T)) = (p-q)(N)
=p(N)g(A) = xa(p(T))xx(a(T))

fiir p, ¢ € C[(].
Fiir ein Polynom p € CI[(] gilt der spektrale Abbildungs-

satz p(o(T)) = o(p(T)) (siehe Satz E.1.2) und somit ist

Dap(D)] = [p(M)] < x(p(T) < [Ip(T)]]-

Da X)\(idE) =1 ist, ist ||X,\H =1.

2. Stetige Fortsetzung von x: Da nach Vorausetzung
Alg(T, 1 4) dicht in A ist, hat x genau eine stetige Fort-
setzung auf A, die wir wieder mit x, bezeichnen. Diese
stetige Fortsetzung ist linear und multiplikativ.

3. Eindeutigkeit von x: Da alle Charaktere stetig sind
(siche Bem. B.4.9) folgt aus der Konstruktion, daB es genau

einen unitalen Algebrenhomomorphismus x : A — C mit
x(T) = \ gibt.

(ii) Es seien S € A.

(a)=(b): Essei p € 0 4(S). Da S, :==pul—S ¢ G(A)
liegt, ist

SA={S,A|Aec A}
ein echtes Ideal von A. Nach Satz B.4.10 ist der AbschluB
J := (RA)~ auch ein echtes Ideal von A.

Die Quotientenalgebra A/J ist eine unitale Banachal-
gebra, die von der Nebenklasse T'+ 7 erzeugt wird (siehe
Satz B.4.11). Nach Bemerkung E.2.3 gibt es ein X\ im Spek-
trum von T + J und nach Teil (i) hierzu einen Charakter
X:A/T—->CmitXx(T+J)=M\

Fiir den Charakter x : A — C mit

x(U):=x(U+J) firU e A,
gilt dann p — x(S) = x(pl = S) = x(R) = 0.

(b) = (a): Wenn p € p4(S) ist, so existiert die Inverse
R, := (ula—S)~! € A. Fiir jeden Charakter y € ¥ 4 gilt
X(pla = S)x(Ry) = x(1a) = 1

und somit p — x(S) = x(ullg — S) #0. D.h.
{X(9) | x € Ea} C oal9).
(iii) folgt aus (i) und (ii).
E.3.3 Festst. (Spektraltranformation in C(c(T)))
Es seien E ein komplexer Banachraum, T € L(FE) und

BAlg(T,idg) die von T erzeugte abgeschlossen unitale
Unteralgebra von L(E).
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E.3 Charaktere und Spektrum

(i) Es gibt genau einen Algebrenhomomorphismus W :
BAlg(T,idg) — C(o(T'),C) mit

V:idg — gy und V¥ :T ¢,

wobei ¢ : 0(T') — C die identische Funktion ist.
U ist kontrahierend: ||¥| = 1.

(ii) Es gilt

I1S|l. =r(S) firS e BAlg(T,idg).

max

(iil) Zur Abkiirzung bezeichne S = T(S).
Fiir S € BAlg(T,idg) gilt S(\) = XA (S) und

{S(\) | XA € a(T)} C o(S5).
Die Funktionswerte von S liegen im Spektrum von S.

Anmerkung. Man beachte, die Aussage iii von Feststellung
E.3.3 besagt, da3 die Funktionswerte von S in dem Spektrum
og(g)(9S) liegen.

Aus Satz E.3.2 (ii) folgt leicht, da Funktionswerte von S in der
groferen Menge opalg(T,id ;) liegen. (siehe Bez. E.2.1):

Beweis. (i) 1. Wir konstruieren zundchst einen Al-

gebrenhomomorphismus V : Alg(T,idg) — C(o(T),C):
Fiir ein Polynom p € CI[(] gilt der spektrale Abbildungs-

satz p(o(T)) = o(p(T)) (siehe Satz E.1.2) und somit ist

max [p(A)| = r(p(T)) < [[p(T)I.  (*)

1Pl sup == A

Wenn fiir zwei Polynome p,q € C[¢] p(T) = ¢(T) ist, so
folgt fiir die Einschrankungen p|o(T') = ¢| o(T).
Die Abbildung ¥ mit

Alg(T'idg) 3 p(T) — p|o(T) € C(a(T),C)

ist also wohldefiniert. W ist offensichtlich linear und multi-
plikativ:

(M) +q(T) = (p+ )(T) — (p+ q)|o(T)
= plo(T) +qlo(T),
p(T) - q(T) = (p-)(T) — (p- @) o(T)
=plo(T)-qlo(T)
Es ist ‘I’(ldE) = lla(T) und ‘I/(T) =(.

Aus (*) und ¥ (idg) = 1, folgt ||[¥]| = 1.

2. Da C(o(T),C) mit der Norm ||-[|,, vollstdndig ist,
hat ¥ genau eine stetige Fortsetzung auf BAlg(T,idg), die
wir wieder mit U bezeichnen.

Diese Forsetzung ¥ : BAlg(T,idg) — C(o(T),C) ist
ein Algebrenhomomorphismus mit || ¥ = 1.

3. Wir zeigen die Eindeutigkeit von . Fiir A € o(T) ist
die Punktauswertung

ox:C(o(T),C) — C,
A fe f(A) fur feC(o(T),C)

ein unitaler Algebrenhomorphismus.
Ist U : BAlg(T,idg) — C(o(T),C) ein unitaler Alge-

brenhomorphismus mit ¥(7T") = ¢, so ist die Komposition
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X := 0 0 U ein Charakter mit x(T') = ¢(\) = \. Aus Satz
E.3.2 (i) folgt x = xa. Somit gilt

T(S)(A) = xa(S) = T(S)(N) fiir A € o(T).

Da dies fiir alle S € BAlg(T,idg) gilt, ist ¥ = W.

(i) Zu S € BAlg(T,idg) gibt es eine Folge (pn)n
Polynomen mit

von

lim [p(T) - S]| = 0.

n—oo

Nach Konstruktion von W ist U (p,(T)) = pn|o(T). Aus
dem spektralen Abbildungssatz E.1.2 folgt:

r(pn(T)) = max |0 (pn(T))| = max [p,(a(T))|
= [ (P (T)llsup-

Da der Spektralradius subadditiv und kleiner als die Norm
ist, gilt

(pu(T)) ~ 1(8) < x(p(T) — )
< llpa(T) - S]] —=0.

(siehe Festst. E.1.7(ii) und Satz E.1.5 (i)). Da ¥ kontra-
hierend ist, gilt

19 @n(T) gy = 181y < 1% @a(T) = )]
< Ipa(T) = S|l —— 0.

Insgesamt folgt also

() = lim r(pa(T)) = m [¥(p,(7)]p = 1]
(i) Wir zeigen zuerst S(o(T)) C o(S):
Es seien A € o(T), S € BAlg(T,idg) und p = S(A).
Nach Definition von BAlg(T,idg) gibt es eine Folge
(pn)n von Polynomen mit

i [[p, () — S| =0,

Nach dem spektralen Abbildungssatz E.1.2 ist u, :=
U(pn(T)(A) = pn(X) € o(pn(T). Da T kontrahierend
ist, folgt

[ = pl < (¥ (pn(T) = W) < [lpn(T) = S|

und somit lim p,, = p. Also ist
n—oo
xA(S) = lim p,(T) = lim p, = §(A),
n—oo n—oo
i (|(sn idg —pa(T) — (pidg — )| = 0.

Annahme: p € p(S). Da die Gruppe GL(E) der invertier-

baren Operatoren offen in L(E) ist (siehe Satz B.2.7(iv)),

gibt es ein ng € N, so daB p, idg —p,(T) € GL(E) fiir

n > nyg ist. Dies ist ein Widerspruch zu p,, € o(p,(T)).
Also ist u € o(S).
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Anmerkung.
zeichen

In Feststellung E.3.3 (ii) gilt sogar das Gleicheits-

S(o(T) = o(S) fiir S € BAIg(T). (%)
Dazu beweise man den Spektralabbildungssatz fiir rationale Funk-
tionen

P mit p,q € C[¢] und g(A # 0 fir A € o(T).
q

Die rationalen Funktionen p(T)q(T)~! erzeugen die unitale
Banachalgebra BRat(T'). Es ist BAlg(T,idg) C BRat(7) und
BRat(T') ist eine volle Unteralgebra von L(E).

Da Satz E.3.2 sinngemé8 auch fiir BRat(T') gilt, kann man Fest-
stellung E.3.3 BRat(T') zeigen. Mit Satz E.3.2 (ii) (fir die Algebra
BRat(T")) folgt nun die Gleichung (*x) fiir S € BRat(T).

E.3.4 Folg. (Spektralhomomoph. isometrisch)

Es seien E ein komplexer Banachraum, T' € L(FE) und
U : BAlg(T,idg) — C(o(T),C) der spektralhomomor-
phismus. Dann sind dquivalent:

(a) W ist isometrisch.
(b) r(S) = ||S] fiir S € BAlg(T,idg).
(c) I15] = IS fiir $ € BAIg(T,idp).

E.3.5 Bsp. (Spektrum des zweiseitigen Shiftop.)
Auf dem komplexen ¢5(Z) erklirt man den zweiseitigen
Vorwartsshiftoperator U durch

U: Z gnen'_) Z gn—len

oder kurz

U: (&) nezy = (En—1)(nez)-

Es gilt
(i) U ist ein unitdrer Operator. Der adjungierte Ope-
rator U* = U~! ist der zweitige Riickwirtsshift

U (&n)(nez) = (Ent1) (nez)-
(ii) Das Spektrum von U ist der volle Einheitskreis
o(U) ={A Al =1}

(iii) U hat keine Eigenwerte.

(iv) Die Inverse U ! liegt nicht in der von U erzeugten
unitalen abgeschlossenen Unteralgebra BAlg(U,idy, z))

Das Spektrum U beziiglich der Unteralgebra
BAlg(U,idy,(z)) ist die abgeschlossene Einheitskreis-
scheibe (siehe Bez. E.2.1):

OBAlg(U,ideyz)) = {)\ ‘ |)\| < 1}-

0
Beachte : Fiir [A\| < 1ist Y. A "e, € ¢2(Z) und

n=—oo

0
(Nidgyz) —U) > A en=eu,

n—=—oo

Beweis. Wir setzen zur Abkiirzung
A = BAlg(U, ide(Z))
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(i)
(i) Da U normal ist, ist r(U) = ||U]| = 1.
(i)
(

iv) Fiir |JA| <1 ist

0
(Nidgyz) —U) D> A en = e,

n=—oo

oder anschaulich:

(-.-.A%,A1,1,0,0,...)
(A2 00,0, — (., A3 A2 N 1,0, )
=(...,0,0,0,1,0,...).

Fir die Operatoren S €  BAlg(U,idy,z)) ist
Sey € linfey,es,...}. Folglich ist (Nidg,z) —U)™" &
BAlg(U,idy,(z)) und somit X € o 4.

Die offene Einheitkreisscheibe liegt in o 4. Da das Spek-
trum abgeschlossen ist, liegt die abgeschlossene Einheit-
kreisscheibe im Spektrum.

Da andererseits r4(U) = r(U) = 1 ist, ist o4 die Ein-
heitkreisscheibe im Spektrum.

(v)

E.3.6 Bsp. (zweiseitiger Shift auf L2([01]))
Man kann den zweiseitigen Shiftoperator auch auf dem
L?[0,1] untersuchen:

Die Funktionen e, : t — €2t bilden eine Or-
thonormalbasis des L?[0,1] (siche Abschn. 1.5.1) und
so sind L2[0,1] = /¢3(Z) isometrisch isomorph. (siehe
Satz 1.5.12). Der entsprechende Shiftoperator auf dem
L?[0, 1] verschiebt die Fourierkoeffizienten. Dies tut auch
der Multiplikationsoperator M., :

(M., f)(t) = 2™ f(t) fir f € C([0,1],C) und t € [0, 1].

Es ist M., e, = e,4+1 und somit

M61 Z gnen: Z gnflerw
Fir || # 1 ist
= — e ¢([0,1],C)
A= /\_el s L]y

und folglich ist R(A, M,,) = M,,. Das Spektrum des
Multiplikationsoperators M., besteht aus allen Funkti-
onswerten:

o(Me,) = {e™" [ t € [0,1]}
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F.2 Machtigkeit von Mengen

F Mengenlehre

F.1 Zornsches Lemma

F.1.1 Def. (Prdordnung, Ordnung)

1. Ein bindre Relation < auf einer Menge X heifit eine

Praordnung, wenn sie reflexiv und transitiv ist:
z<z

(i)e<yundy<z=z<z

Die Relation < heifit eine Ordnung, wenn sie zusétz-
lich antisymetrisch ist:

(iiz<yundy<z=z=y

Wir nennen dann X kurz eine prédgeordnete Menge
bzw. eine geordnete Menge.

In den Lehrbiichern ist die Terminologie ist hier nicht einheit-
lich: Man findet fiir eine Relation mit den Eigenschaften I-III auch
die Bezeichnung teilweise Ordnung

2. Eine (prd)geordnete Menge X heifit linear ge-
ordnet oder total georndet, wenn fiir je zwei Elemente
x,y € X eine der Relationen x < y oder y < x gilt.

3. Ein Element s € X heifit eine obere Schranke
einer Teilmenge M C X, wenn x < s fiir alle x € M
gilt.

M heifit nach oben beschréinkt, wenn M eine obere
Schranke s € X hat.

4. Eine (pré)geordnete MengeX heilt induktiv ge-
ordnet, genauer nach oben induktiv geordnet, wenn jede
total geordnete Teilmenge M C X eine obere Schranke
hat.

5. Ein Element m einer (pré)geordneten Menge heif3t
maximal, wenn aus m < x stets © < m folgt.

Anmerkung. 1. Ein geordnete Menge kann mehrere verschieden
maximale Elemente haben. Man unterscheide die Begriffe mazima-
les Element und grostes Element:

Ein Element m einer geordneten Menge heifit gréf3tes Element
oder Maximum, wenn x < m fiir alle x € X gilt.

2. Ebenso definiert man untere Schranken, nach unten induktiv
geordnet Mengen und minimale Elemente. Mit diesen Begriffen
gilt das Zornsche Lemma analog fiir nach unten induktiv geordnete
Mengen. Formal erhilt man dies, wenn man die Relation < durch
die Relation > ersetzt, die ebenfalls eine (Pri)ordnung ist.

Beispiel: Die natiirlichen Zahlen N sind nach unten induktiv
geordnet. N verfiigt mit dem Prinzip der vollstindigen Induktion
iiber eine viel stirkere Eigenschaft.

3. Einen Ersatz fiir das Prinzip der vollstindigen Induktion bie-
tet das Zornsche Lemma. Man formuliert dies iiblicherweise fiir
nach oben induktiv (pri)geordnete Mengen.

F.1.2 Satz (Zornsches Lemma)
Jede induktiv (pré)geordnete Menge hat mindestens ein
maximales Element.

Anmerkung. (zum Beweis des Zornschen Lemmas)
Das Zornsche Lemma ist dquivalent zum Auswahlaxiom der
Mengenlehre.

Anmerkung. Héiufig wird das Zornsche Lemma nur fiir geord-
nete Mengen formuliert. Hieraus folgt sofort die Aussage fiir priage-
ordnete Mengen. Dazu betrachte man auf einer prégeordneten

Menge X die Aquivalenzrelation
z~y & <y und y<z

Die Menge X/~ der Aquivalenzklassen ist dann geordnet. Ist X
induktiv geordnet, so ist auch X/~ induktiv geordnet. Aus dem
Zornschen Lemma fiir X/~ folgt nun, daB X ein maximales Ele-
ment hat.
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F.1.3 Bsp. (Basis eines Vektorraumes)
Mit Hilfe des Zornschen Lemmas beweist man, dafl jeder
Vektorraum V # {0} eine Basis hat.

Dazu betrachte man die Menge X aller nichtleeren,
linear unabhéngigen Teilmengen L von V. Man ordne
X durch die Inklusion.

K<L: & KCcCL.
Behauptung: X ist induktiv geordnet:
Wenn M C X linear geordnet ist, so bilde man

S = U LeX.
LeM

Wir zeigen, dafl S ist eine linear unabhéngige Teilmenge
von V ist.

Zu endlich vielen z1,...,x, € S gibt es Elemente
Li,...,L, € M mit z, € L,. Da M linear geordnet
ist, ist eines der Elemente L,..., L, das grofite, dies
sel Ly,. Also liegen z1,...,2, € Ly, und sind folglich
linear unabhéngig.

Also ist S eine obere Schranke von M.

Nach dem Zornschen Lemma gibt es ein maximales
Element B € X'. Da B eine maximale linear unabhéngige
Teilmenge von V ist, ist B eine Basis von V.

F.2 Machtigkeit von Mengen
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SYMBOLVERZEICHNIS

S Symbolverzeichnis

Allgemeine Bezeichnungen

C Korper der komplexen Zahlen
K wahlweise R oder C, Abschn. 1.1
R Korper der reellen Zahlen

Variable, Rdume, Abbildungen ..

(x,y) Inneres Produkt, Def. 1.1.7

A Algebra, Banachalgebra A, Def. B.4.2
© konjugierte eines linearen Funktionals
b Sesquilinearform, Bilinearform

Funktorielle Bezeichnungen

X : A — C Charakter der AlgebraA, Bez. B.4.8

~(T) Minimalmodul des Operators T', Def. 2.3.10

p(T) Resolventenmenge von T € L(FE), Def. E.1.1

p4(a) Resolventenmenge von a € A, Bez. E.2.2

pA(T) Resolventenmenge von T' € A, Bez. E.2.1

o(T) Spektrum von T' € L(E), Def. E.1.1

YA Spektrum der unitalenB- Algebra A, Bez. E.3.1

o4(a) Spektrum von a € A, Bez. E.2.2

oA(T) Spektrum von T € A, Bez. E.2.1

C*{T} von T erzeugte C*-Algebra, Abschn. 2

G(A) Einheitengruppe der Algebra A, Satz B.4.7

Ly links-regulare Darstellung der Algebra A, Bem.
B.4.5

L, Linksmultiplikation mit a € A, Bem. B.4.5

Py Tréager Pr, des positiven Anteils, Satz 2.

P Tréger Pr_ des negativen Anteil, Satz 2.

r(T) Spektralradius von T' € L(E), Satz E.1.5

r4(T) Spektralradius von T € A, Bem. E.2.3

R(-,T) Resolvente von T € L(FE), Def. E.1.1

Ry rechts-regulare Darstellung der Algebra 4, Bem.
B.4.5

R, Rechtssmultiplikation mit a € A, Bem. B.4.5

Pkern)+ Rechtstriger von T', Bez. 2.2.15

P+ Linkstréager von T', Bildprojektion, Bez. 2.2.15

Pr«  Rechtstriager von T', Bez. 2.2.15

Pr Linkstrager von T, Bildprojektion, Bez. 2.2.15

|T| Betrag von T', Satz 2.5.13

Alg(idg,T) von T erzeugte unitale Algebra, Bez. B.2.5

Alg(T) von T erzeugte Algebra, Bez. B.2.5

BAlgk (idg,T) von T in L(E) erzeugte unitale Banach-
algebra, Bez. B.2.5

BAlgg (T) von T in L(E) erzeugte Banachalgebra, Bez.

5.15
5.15

B.2.5

Im7T Imaginirteil von T, ImT = —i/2(T — T*), Def.
2.1.4

ReT Realteil von T, ReT = 1/2(T + T*), Def. 2.1.4

br Sesquilinearform (z,Ty) zum Operator T', Satz
2.1.1

T* adjungierter Operator zu T, Festst. 2.1.2

T(-)  Linksinverse von T, Festst. 2.3.7

T**  biadjungierter Operator zu 7', Satz 2.1.3

T, positiver Anteil eines selbstadj. Op, Satz 2.5.15
T negativer Anteil eines selbstadj. Op, Satz 2.5.15
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Spezielle Riume

S1

C([a,b],K) Banachraum der stetigen K-wertigen Funk-
tionen auf dem Intervall [a, b]
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