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Blatt 8 Abgabetermin: Montag, 6.01.2003, vor der Vorlesung

Auf diesem Ubungsblatt bezeichne H durchweg einen komplexen Hilbertraum.

Zur Erinnerung: Ein Operator T' € B(H) heiit selbstadjungiert .= T = T*, normal = TT* = T*T
und wunitir & UU* =idy = U*U, Kontraktion :< ||T| < 1.

Uberlegen Sie sich vorab, dass fiir einen normalen Operator T' € B(H) die Identitit | Tz|| = || T*=||
(z € H) gilt. Diese kann in den beiden nachfolgenden Aufgaben gewinnbringend eingesetzt werden.

Aufgabe 27 (Rechnen mit positiven Operatoren und ihren Wurzeln)
Es seien A, B,S,T € B(H). Zeigen Sie:
(a) 0<A<B und 0<S<T = |AY2812)| < |BY2TY/2).
(b) 0<A<B und AB=BA = 0<A?2<B2
() 0<A<B, 0<S<T, AB=BA und ST=TS = |AS|<|BT|.
(d) 0<A<B = ranACranB.
(e) Existiert B~' € B(H),sogilt: 0<A<B <& |AY2B71/2|<1.
(f)0<Aunde>0 = 0<AY2< (A4eidy)/? < AY2 4 12%idy.
(8) 0<A<B <& Fire>0ist |AY2(B +eidy) /2| < 1.

Aufgabe 28 (Summenzerlegung normaler Kontraktionen)
Zeigen Sie:

(a) Zu jeder selbstadjungierten Kontraktion 7" € B(H) existiert genau ein unitéirer Operator
U € B(H) mit den Eigenschaften

1
T:§(U+U*) und Im U > 0.

Der Operator U vertauscht mit jedem Operator, der mit 7' vertauscht.

(Tipp: Im Fall H = C ist dies Geometrie am Einheitskreis; 7" entspricht einer reellen Zahl
vom Betrag < 1, U einer komplexen Zahl mit Betrag 1 und U* der zu U konjugiert komplexen
Zahl.)

(b) Zu jeder normalen Kontraktion T' € B(H) existiert ein eindeutig bestimmter unitérer Ope-
rator W € B(H) mit

T=W|T| und W|kerT = idyer.

Der Operator W vertauscht mit jedem Operator, der mit T" vertauscht.

(Tlpp Definieren Sie W zunéchst auf dem Bild von |T'| und setzen Sie dann geeignet fort.
Uberlegen Sie sich hierzu, dass aus der Normalitit von T die Beziehung ker T' = ker T* folgt.)

(¢) Zu jeder normalen Kontraktion T € B(H) gibt es unitére Operatoren Uy, Us € B(H) mit
= %(Ul + Us). Man kann U; und Us so wihlen, dass sie mit jedem Operator vertauschen,
der mit T vertauscht.



Aufgabe 29 (Unitédre Dilatationen und Fortsetzungen)

(a) Zu einer Kontraktion 7' € B(H) bilde man auf dem Hilbertraum H @ H den Operator

T (idg — TT*)2
U= .. 1

(idg — T*T)z -1

(Man schreibe die Elemente von H @ H in der Form (2) mit z,y € H und lasse U mit der
iiblichen Matrizenmultiplikation darauf wirken.)

Zeigen Sie, dass U unitér ist.

Zu jeder Kontraktion T' € B(H) existiert also ein unitirer Operator U € B(K) auf einem H
umfassenden Hilbertraum K, so dass T sich schreiben lésst als T = PyU|H. (Hierbei steht
Py € B(K) fiir die Orthogonalprojektion von K auf H.) Einen solchen Operator U nennt
man eine unitdre Dilatation von T

(b) Im Falle von Isometrien gilt eine stérkere Aussage: Zeigen Sie, dass jede Isometrie T € B(H)
eine unitire Fortsetzung U € B(K) auf einem Hilbertraum K O H besitzt, d.h. konstruieren
Sie einen unitéren Operator U auf K = H ® G (G ein geeigneter Hilbertraum) mit UH C H
und 7' =U|H.

Losen Sie dieses Problem auch ohne Benutzung der Wurzel!

Aufgabe 30* (von Neumannscher Ergodensatz)

Zeigen Sie nacheinander:

(a) Sei x € H ein beliebig vorgegebener Vektor und T' € B(H) eine Kontraktion. Dann gilt die
Aquivalenz

Tr=z <& T‘r=z.

(b) Fiir eine Kontraktion 7' € B(H) setze man
1 n—1
Sp==> T* N d  Hy=ker(idy — T
- kZ:O (neN) un o = ker(idg )

und definiere P € B(H) als die Orthogonalprojektion von H auf Hy. Dann gilt

lim S,z = Px (x € H).
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(Tipp: Man kann sich auf die beiden Fiille x € Hy und « € ran (idy — T') zuriickziehen.)

Aufgabe 31* (Orthonormal- und Vektorraumbasen)

(a) Eine Orthonormalbasis von H ist ganau dann eine Vektorraumbasis von H (im Sinne der
linearen Algebra), wenn H endlichdimensional ist.

(b) Jede Vektorraumbasis eines unendlichdimensionalen Hilbertraumes ist iiberabzihlbar.
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