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Aufgabe 17 Unterhalbstetige Funktionen
Es seiX ein metrischer (allgemeiner: topologischer) Raum undf : X → R∪{±∞} eine Funktion.
f heißt unterhalbstetigin x0 ∈ X, falls f (x0) 6= −∞, und falls es zu jedem reellenr < f (x0) eine
UmgebungU vonx0 gibt, so dass für allex∈U gilt: r < f (x).

a) Zeige: Das punktweise Supremum einer Familie inx0 unterhalbstetiger Funktionen ist inx0

unterhalbstetig.

b) Zeige: Ist(X,d) ein metrischer Raum, und istf : X → [0,∞] unterhalbstetig, so gibt es eine
monoton wachsende FolgestetigerFunktionenfn, die punktweise gegenf konvergiert.

Hinweis: fn(x) = inf{ f (y)+nd(x,y) | y∈ X}.

Aufgabe 18 Adjungierte Operatoren

a) Es seiTk ein Fredholmscher Integraloperator aufC([0,1]) mit dem stetigen Kernk. Zeige: Für
alle Funktionenf , g∈C([0,1]) ist (mit dem Skalarprodukt aus Aufgabe 15)

〈Tk f ,g〉= 〈 f ,Tk∗g〉

mit k∗(s, t) = k(t,s).

b) Auf C([0,1]) definieren wir die Operatoren

T f(s) = i
∫ s

0
f (t)dt und

S f(s) = i
∫ s

1
f (t)dt.

Zeige:
〈T f,g〉= 〈 f ,Sg〉.

Aufgabe 19 Satz von Baire
Eine Teilmenge eines metrischen (allgemeiner: topologischen) RaumesX heißtnirgends dicht,falls
ihr Abschluss leeres Inneres hat. Eine Teilmenge vonX heißtmagerodervon erster Kategorie,falls
sie die Vereinigung abzählbar vieler nirgends dichter Mengen ist. Sonst heißt siefett odervon zweiter
Kategorie.
Zeige: Jeder vollständige metrische Raum ist (als Teilmenge von sich selbst) von zweiter Kategorie.

Aufgabe 20 Gleichmäßige Beschränktheit
Es seiH ein Hilbertraum undf : R→ H eine Funktion.f heißtschwach differenzierbarin t0 ∈ R,
falls es einen Vektorx∈H gibt, so dass für alley∈H die Funktiont 7→ 〈y, f (t)〉 in t0 differenzierbar
ist mit Ableitung〈y,x〉.
Zeige: Dann istf stetig int0.
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