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Aufgabe 17  Unterhalbstetige Funktionen

Es seiX ein metrischer (allgemeiner: topologischer) Raum dndX — RU {+oco} eine Funktion.
f heil3tunterhalbstetign xg € X, falls f(Xp) # —o0o, und falls es zu jedem reellan< f(xg) eine
UmgebundJ von xg gibt, so dass fur allg € U gilt: r < f(x).

a) Zeige: Das punktweise Supremum einer Familiexjnunterhalbstetiger Funktionen ist K
unterhalbstetig.

b) Zeige: Ist(X,d) ein metrischer Raum, und it: X — [0, oc] unterhalbstetig, so gibt es eine
monoton wachsende FolgéetigerFunktionenf,, die punktweise gegehkonvergiert.

Hinweis: fy(x) = inf{f(y) + nd(x,y) | y € X}.

Aufgabe 18 Adjungierte Operatoren

a) Es seiTy ein Fredholmscher Integraloperator &(f0, 1)) mit dem stetigen Kerk. Zeige: Fur
alle Funktionenf, g € C([0,1]) ist (mit dem Skalarprodukt aus Aufgabe 15)

(Tkf,9) = (f, T Q)

mit k*(s,t) = k(t, s).
b) Auf C([0,1]) definieren wir die Operatoren

Tf(s):i/osf(t)dt und

Sf(s):i/lsf(t)dt.

Zeige:
(Tf,09)=(f,Sg.

Aufgabe 19 Satz von Baire

Eine Teilmenge eines metrischen (allgemeiner: topologischen) RaXirhef3tnirgends dichtfalls

ihr Abschluss leeres Inneres hat. Eine Teilmenge Xdreil3tmagerodervon erster Kategoriefalls

sie die Vereinigung abzahlbar vieler nirgends dichter Mengen ist. Sonst heftt sidervon zweiter
Kategorie

Zeige: Jeder vollstandige metrische Raum ist (als Teilmenge von sich selbst) von zweiter Kategorie.

Aufgabe 20 GleichmaRige Beschranktheit

Es seiz” ein Hilbertraum undf : R — # eine Funktion.f heiRtschwach differenzierban tg € R,
falls es einen Vektox € .7# gibt, so dass fur allg € 77 die Funktiort — (y, f(t)) in to differenzierbar
ist mit Ableitung(y, x).

Zeige: Dann isff stetig intp.
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