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Aufgabe 29

a) Zeigen Sie, daBl der lineare Operator T': (I»)" — (ls)’, gegeben durch T'f = f|CO fiir f € (Io)
keine Adjungierte hat.

b) Sei MR([0,1]) der Raum der reellen Riemann integrierbaren Funktionen versehen mit dem
Skalarprodukt (f|g) = fol f(t)g(t) dt. Berechnen Sie die Adjungierte des linearen Operators
(Tf)(x) = %f(%) Berechnen Sie T'T und TT".

Aufgabe 30 Seien X und Y Banachriume und 7' € B(X,Y) so dafl T(X) ein abgeschlossener
Unterraum von Y ist. Zeigen Sie, da8 T7(Y") = (ker T)* gilt.

Hinweis: Fiir ¢ € (kerT)t = {¢ € X' | (x,¢) = 0Vz € ker T'} definiere man vo(Tx) = {z, ). Der
Satz von der offenen Abbildung zeigt daBl 1)y stetig ist.

Aufgabe 31 Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Teilmenge C' C V' heifit konvex, wenn mit je zwei
Punkten von C auch deren Verbindungslinie in C liegt, d.h. tx + (1 — t)y € C fiir alle z, y € C
und ¢ € [0,1]. Ein Punkt z € C heifit Extremalpunkt von C, wenn er nicht als Konvexkombination
anderer Punkte aus C' geschrieben werden kann, d.h. wenn aus z =tz + (1 — t)y mit =, y € C und
te(0,1) folgt z =z =y.

a) Sei C' C V konvex. Zeigen Sie, daBl Y | t;z; € C fiirallex; € C, t; > 0sodaB ). t; =1 und
n € N.

b) Sei n € N und M, (C) = B(C") der Raum der n x n Matrizen mit Eintrigen aus C. Zeigen
Sie, daB die Projektionen (p* = p = p?) genau die Extremalpunkte der positiven Matrizen
mit Norm kleiner oder gleich 1 sind.

Hinweis: Eine Matrix = = [z;;] € M, ist positiv, wenn (z, &) > 0 fiir alle £ € C". Falls
positiv und z;; = 0 folgt x;; = x;; = 0 fiir alle 5 = 1,...,n. Sei p € M,, ein Projektor und
0 < z,y <1,. Folgern Sie aus p = 1/2(z+y) daB = und y kommutieren. (Sie diirfen benutzen,
dafl dann = und y eine gemeinsame Orthonormal-Basis aus Eigenvektoren haben.)

c) Zeigen Sie, daf8 die selbstadjungierten und unitiren n x n Matrizen (uv* = u und u? = 1,,)

genau die Extremalpunkte der selbstadjungierten Matrizen mit Norm kleiner oder gleich 1
sind.

Hinweis: Zerlegen Sie ein selbsadjungiertes v € M,, geeignet als Differenz zweier positiver Ma-
trizen und wenden Sie b) an. Fiir die andere Richtung, zeigen Sie zunéchst dafl die Identitét
1, € M, ein Extremalpunkt der abgeschlossenen Einheitskugel von M,, ist. (Fiir den selbstad-
jungierten Teil der Einheitskugel ist das leicht zu sehen. Folgern Sie damit aus 1,, = 1/2(x+y)
da} z normal sein mu$.)

Aufgabe 32 Bestimmen Sie die Extremalpunkte der abgeschlossenen Einheitskugeln von /o, (N, C)
und ¢o(N, C). Folgern Sie, daf} es keine Isometrie zwischen ¢y(N, C) und ¢(N, C) geben kann.
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