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Editorial

Andreas Filler, Anselm Lambert

Der vorliegende Tagungsband enthélt Beitrdge der Herbsttagung 2019 des
Arbeitskreises Geometrie in der GDM, die unter dem iibergeordneten The-
ma Geometrie als Quelle von Bildung: Anwenden, Strukturieren, Problem-
l6sen stand. Dieses Thema spiegelt sich in einem breiten Spektrum von Bei-
trigen wieder, das sowohl das Lehren und Lernen recht elementarer geo-
metrischer Inhalte in der Sekundarstufe I als auch weiterfilhrende Themen
umfasst, die sich vor allem fiir die Begabtenforderung eignen.

Frederik Dilling untersucht, wie das Spannungsfeld zwischen Anwenden
und Strukturieren anhand von Schwerpunktbestimmungen ebener Figuren
nach Archimedes fiir den Mathematikunterricht fruchtbar gemacht werden
kann. In dem Beitrag werden Aussagen tiber Flichenschwerpunkte ebener
Figuren aus wenigen Voraussetzungen entwickelt, die im Wesentlichen auf
dem Hebelgesetz basieren. Dabei ergidnzen sich empirische und deduktive
Vorgehensweisen.

Der Beitrag Grundlegende Aspekte des Messens und Berechnens am Ende
der Sekundarstufe I von Myriam Hamich gewihrt einen Einblick in die
Entwicklung eines Modells, welches sich als Zusammenfassung mdglichst
aller zentralen Aspekte des Messens und Berechnens am Ende der Sekun-
darstufe versteht und als theoretischer Bezugsrahmen in der Schnittstellen-
diskussion am Ubergang Schule-Hochschule angedacht ist.

Andreas Filler zeigt in seinem Beitrag Dynamische Geometrie mit dem Me-
tallbaukasten? zunichst auf, dass die Idee ,,dynamischer Geometrie® we-
sentlich ilter ist als ithre Umsetzung mittels Computersoftware. Es werden
Ideen einer didaktischen Handreichung von 1959 und ihre Umsetzung mit-
tels eines ,,Geometriebaukastens beschrieben. Dabei wird der Frage nach-
gegangen, welche didaktischen Vor- und Nachteile die Erkenntnisgewin-
nung mithilfe ,,handgreiflichen* Materials gegeniiber der Nutzung von Zir-
kel, Lineal und Geodreieck sowie von Dynamischer Geometriesoftware hat.

Hans Walser bt in seinem Beitrag Aufwickeln und Abwickeln zunachst Kri-
tik an der Verwendung Begriffs Netz fiir Abwicklungen z. B. von Wiirfeln.
Danach stellt er verschiedene Abwicklungen sowohl im Drei- als auch im
Zweidimensionalen vor. Er gelangt dabei zu interessanten Kurven, u. a. zur
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,2Hundekurve“. Diese wird sowohl analytisch (mittels einer Parameterdar-
stellung) beschrieben als auch mechanisch erzeugt, wozu eine Konstruktion
zum Einsatz kommt, die mithilfe eines Metallbaukastens realisiert wurde.

Ausgangspunkt des Beitrags Vom Inkreis zur Hyperbel von Jorg Meyer sind
innere und dulere Berithrkreise von drei Kreisen. Im Folgenden untersucht
er dann Kreise, die nur zwei gegebene Kreise berithren, und kommt zu dem
Ergebnis, dass die Mittelpunkte aller Kreise, die zwei gegebene Kreise von
auBlen beriihren, auf einem Hyperbelast liegen. Die Hyperbelkonstruktion
lasst sich analog zur bekannten Parabelkonstruktion durchfithren. Damit lie-
fert das Thema eine problemnahe Einfiihrung in das Gebiet ,,Kegelschnitte*
mit ,,open-end*‘~-Charakter.

Gilinter Graumann untersucht in seinem Beitrag Die Thalesfigur dynamisch
betrachtet — ein elementargeometrisches Problemfeld abhangige Grofien
bzw. Bahnkurven, wobei der variable Punkt sich auf einem Thaleskreis be-
wegt. Zuerst werden die Bahnkurven von besonderen Dreieckspunkten und
die Verdnderungen der Seitenldngen und des Fldcheninhalts erértert, dann
werden mogliche Variationen des Themas aufgezdhlt und schlieBlich die
Bahnkurven von Rechteckpunkten bei der Erzeugung des Thaleskreises
durch das Einfiigen eines Rechtecks zwischen zwei feste Punkte diskutiert.

In dem Beitrag Erkenntnisgewinn durch Perspektivwechsel: Die Pellsche
Gleichung von Hartmut Miiller-Sommer wird die in der Zahlentheorie be-
deutsame Pellsche Gleichung x2 — dy? = 1 in den Blick genommen. Eine
Veranderung der Perspektive auf die Losungen dieser Gleichung fiihrt zu
einer geometrischen Interpretation und deckt iiberraschende Zusammenhéan-
ge zum Dreieckssatz von Stewart und zum Kreis des Apollonius auf.

Der Beitrag Vom Bildungswert der Dualitdt von Klaus Volkert behandelt
einige Aspekte der Dualitdt im Bereich der Polyedertheorie und der projek-
tiven Geometrie. Anhand von Beispielen wird aufgezeigt, dass auch ohne
eine tiefgreifende Behandlung der projektiven Geometrie interessante Fra-
gen behandelt werden konnen, die einen addquaten Eindruck vom Duali-
tatsprinzip und seiner Niitzlichkeit geben. SchlieBlich wird der Frage nach-
gegangen, worin der Bildungswert der Dualitit bestehen konnte.



Zwischen Anwenden und Strukturieren
— Schwerpunktbestimmungen ebener Figuren nach
Archimedes im Mathematikunterricht

Frederik Dilling

Zusammenfassung. Unter einem mathematischen Beweis versteht man im Allge-
meinen die deduktive Herleitung eines mathematischen Satzes aus Axiomen und
zuvor bewiesenen Sdtzen. Was aber, wenn die fiir einen Beweis gesetzten Voraus-
setzungen Ergebnisse der Naturwissenschaften darstellen? Im Buch ,,Uber das
Gleichgewicht ebener Fldchen® von Archimedes werden die Fldchenschwerpunkte
ebener Figuren wie Parallelogramm oder Dreieck aus wenigen Voraussetzungen
entwickelt, die im Wesentlichen auf dem Hebelgesetz basieren. Dies kann im Unter-
richt Prozesse des Beweisens und Strukturierens von Aussagen anregen und ermog-
licht ein historisch begriindetes empirisch-orientiertes Vorgehen zur Einfiihrung des
Themas Schwerpunkte.

1. Zum Verhiiltnis von Beweis und Empirie

Stellt man einem Mathematiker die Frage ,,Was ist Mathematik?“, so wird
dieser vermutlich antworten, dass es sich um eine Wissenschaft zur Unter-
suchung abstrakter Strukturen handelt. In dieser formalen wissenschaftli-
chen Auffassung von Mathematik tritt der Beweis als deduktive Herleitung
eines mathematischen Satzes nach bestimmten Schlussregeln aus Axiomen
und zuvor bereits bewiesenen Sitzen als zentrales Element auf. Harro Heu-
ser beschreibt dies in seinem bekannten Lehrwerk zur Analysis wie folgt:

., Es versteht sich heutzutage von selbst, daf3 jede Darstellung der Analysis ge-
mdfs der axiomatischen Methode zu erfolgen hat: Der ganze Bestand analyti-
scher Aussagen muf; streng deduktiv aus einigen Grundeigenschafien reeller
Zahlen entfaltet werden. Jede mathematische Disziplin verdankt ihre Sicherheit,
ihre Uberzeugungskraft und ihre Schonheit dieser Methode. Zu sehen, wie der
reiche Teppich der Analysis mit seinen unendlich mannigfaltigen Farben und
Figuren aus wenigen Fdden (den Axiomen iiber reelle Zahlen) enger und enger
gekniipft wird — das ist eine geistige Erfahrung hochsten Ranges, um die kein
Student betrogen werden darf.* (Heuser, 2009, S.5)

Eine solche formale Auffassung von Mathematik ldsst sich insbesondere im
wissenschaftlichen Bereich an Universititen auffinden. Die Darstellung der
Mathematik im Schulunterricht und die Rolle des Beweises unterscheiden
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sich hiervon teilweise stark. Hefendehl-Hebeker (2016) schreibt mit Bezug
auf Freudenthal (1983):

., Im Sinne dieser Sprechweise haben die Begriffe und Inhalte der Schulmathe-
matik ihre phdnomenologischen Urspriinge tiberwiegend in der uns umgeben-
den Realitit. [...] Die Geometrie (synthetisch und analytisch) ist auf das Er-
kennen und Beschreiben von Strukturen in unserer Umwelt und somit auf den
dreidimensionalen Anschauungsraum bezogen, der Umgang mit Zahlen, Gro-
Jien und Funktionen findet seine Sinngebung vorwiegend in der Losung lebens-
weltlicher Probleme und die Stochastik betrachtet Zufallserscheinungen in all-
tagsweltlichen Situationen. ,, Dies alles kann durchaus intellektuell anspruchs-
voll behandelt werden, auch mit lokalen Deduktionen, wo sie der Erkenntnissi-
cherung dienen oder der Arbeitsékonomie.” (Kirsch 1980, S. 231). Jedoch
bleibt insgesamt die ontologische Bindung an die Realitit bestehen, wie es bil-
dungstheoretisch und entwicklungspsychologisch durch Aufgabe und Ziele der
allgemeinbildenden Schule gerechtfertigt ist. “ (S.16)

Mathematisches Wissen wird im Unterricht somit iiberwiegend durch den
Umgang mit realen Phdnomenen entwickelt, sodass eine ontologische Bin-
dung des mathematischen Wissens mit Bezug auf gewisse empirische Refe-
renzobjekte entsteht. Damit sind die Untersuchungsgegenstinde der Schul-
mathematik in weiten Teilen keine abstrakten Objekte, sondern konkrete
empirische Objekte (vgl. Burscheid & Struve, 2010). Die Mathematik an
der Schule ist eine quasi-empirische Wissenschaft, dhnlich einer Naturwis-
senschaft (vgl. Lakatos, 1976) und die Schiilerinnen und Schiiler entwickeln
eine empirische Auffassung von Mathematik.

Damit ist auch die Rolle des Beweises in der Schulmathematik eine andere
als in der Mathematik als Fachwissenschaft. Jahnke und Ufer (2015) be-
schreiben dies folgendermalBen:

. Es besteht ein weitgehender Konsens, dass sich ein axiomatisch-deduktives
Vorgehen im allgemeinbildenden Mathematikunterricht verbietet. Vom Bewei-
sen bleibt dann der Anspruch iibrig, dass Aussagen auf Griinde zuriickgefiihrt
werden sollen. Welche Griinde als akzeptabel gelten, hdngt vom Entwicklungs-
niveau der Schiilerinnen und Schiiler ab und ist letztlich Sache des in einer
Lerngemeinschaft vorgefundenen ,, geteilten Wissens “. " (S.333f.)

Der Wahrheitsbegriff der Schulmathematik ist damit in weiten Teilen an
einer empirischen Uberpriifbarkeit ausgerichtet. Die Wissenssicherung ge-
schieht insbesondere beispielgebunden und experimentell, logische Ablei-
tungen werden dann zur Wissenserklarung herangezogen.

4
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Auch in der Geschichte der Mathematik haben empirische Aussagen viel-
fach zur Entwicklung mathematischer Aussagen gefiihrt. Henri Poncaré
schreibt in seiner Sammlung von Aufsdtzen ,,La valeur de la science” (im
Deutschen: Der Wert der Wissenschaft) iiber die Rolle der Physik in Bewei-
sen mathematischer Aussagen wie folgt:

,,»Das ist aber noch nicht alles, die Physik gibt uns nicht nur Gelegenheit, Prob-
leme zu lésen, sie hilft uns auch, die Mittel dazu zu finden, und das auf zwei Arten.
Sie ldft uns die Losung ahnen und gibt uns Schluffolgerungen ein. [...] Er [der
Analytiker] sammelt so die zerstreuten Elemente der Losung und ahnt sie durch
eine Art Intuition, ehe er beweisen kann. Ahnen, ehe man beweist! Muf3 ich daran
erinnern, daf3 alle wichtigen Erfindungen so entstanden sind? Wie viele Wahrhei-
ten lassen uns die physikalischen Analogien voraussehen, die wir nicht durch
strenge SchlufSfolgerungen beweisen konnen! [...] Andererseits liefert uns die
Physik nicht nur Losungen, sie liefert uns auch in gewissem Grade Schlufifolge-
rungen. [...] Es ist ja wahr, daf3 derartige Folgerungen nicht streng sind in dem
Sinn, den der Analytiker diesem Wort beilegt. “ (Poincaré, 1906, S.73f.)

Somit konnen physikalische Aussagen zur Entwicklung mathematischer
Aussagen herangezogen werden, auch wenn sie einem formalen Beweis
nicht standhalten. Fiir Schiilerinnen und Schiiler mit einer empirischen Auf-
fassung von Mathematik ist eine solche Begriindung aber durchaus hinrei-
chend. Physikalische Aussagen kénnen eine besonders sinnvolle Basis fiir
empirisch gestiitzte Begriindungen liefern, wie es Polya (1962) betont:

,,Streng genommen besteht unser ganzes Wissen aufSerhalb der Mathematik und
der demonstrativen Logik [...] aus Vermutungen. Es gibt natiirlich Vermutungen
und Vermutungen. Es gibt hochst respektable und zuverlissige Vermutungen wie
die in gewissen allgemeinen Gesetzen der Naturwissenschaften niedergelegten.
[...] Wir sichern die Giiltigkeit unseres mathematischen Wissens durch demonst-
ratives Schliefsen, aber wir stiitzen unsere Vermutungen durch plausibles Schlie-
Pen. Ein mathematischer Beweis besteht aus demonstrativem Schlieffen, aber der
Induktionsbeweis des Physikers [...] gehor[t] zum plausiblen Schlieffen.  (S.9)

Auch in neueren Diskussionen der Fachdidaktik wird die Rolle von physi-
kalischen Aussagen in mathematischen Beweisen im Unterricht diskutiert
(vgl. u. a. Hanna & Jahnke, 2002; Hanna et al., 2001). Im Folgenden soll
am Beispiel der Schwerpunktbestimmungen ebener Flachen unter Zuhilfen-
ahme des Hebelgesetzes durch Archimedes gezeigt werden, wie eine ma-
thematische Theorie sinnvoll auf physikalischen Aussagen aufgebaut wer-
den kann und welche Implikationen sich hieraus fiir den Mathematikunter-
richt ergeben.
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2. Schwerpunktbestimmungen ebener Flichen durch Archimedes

2.1 Das Hebelgesetz bei Archimedes

Abb. 1: Archimedes setzt einen Hebel an der Erde an (Bild eines unbekannten Kiinstlers)
(links) sowie ein mittelalterliches Fantasie-Portrait von Archimedes von Syrakus (rechts)

,, Gebt mir einen festen Punkt im All, und ich werde die Welt aus den Angeln
heben. “

Mit diesem Satz soll Archimedes von Syrakus nach den Aufzeichnungen
von Pappos von Alexandria die Bedeutung des von ihm entdeckten Hebel-
gesetzes herausgestellt haben. Das Gesetz formulierte Archimedes um 250
v. Chr. in seinem Buch ,,Uber den Schwerpunkt ebener Flichen* (vgl. Ar-
chimedes, 1923). Es soll im Folgenden kurz skizziert werden.

Zunichst formuliert Archimedes sieben Voraussetzungen fiir das Hebelge-

setz:

1. Wir setzen voraus, daf} gleiche Gewichte an gleichen Hebelarmen im
Gleichgewicht sind, daf3 aber gleiche Gewichte an ungleichen He-
belarmen nicht im Gleichgewicht sind, sondern ein Uebergewicht
nach der Seite des lingeren Hebelarmes haben.

2. Wenn irgend zwei Gewichte an irgendwelchen Hebelarmen im
Gleichgewicht sind und zu einem Gewicht etwas hinzugefiigt wird, so
entsteht ein Ubergewicht nach der Seite, auf der etwas hinzugefiigt
wurde.

3. In gleicher Weise entsteht, wenn auf einer Seite etwas fortgenommen
wird, ein Ubergewicht, und zwar nach der Seite, auf der nichts weg-
genommen wurde.

4. In kongruenten ebenen Figuren decken sich auch die Schwerpunkte.
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5. In dhnlichen Figuren haben die Schwerpunkte dhnliche Lage. Da-
runter, daf§ zwei Punkte dhnliche Lage haben, verstehen wir, daf,
wenn wir die Punkte mit entsprechenden Punkten der Figuren ver-
binden, die Verbindungslinien mit den entsprechenden Seiten der Fi-
guren gleiche Winkel bilden.

6. Wenn zwei Grofien an irgendwelchen Hebelarmen im Gleichgewicht
sind, so werden auch GrdfSen, die ihnen gleich sind, an denselben
Hebelarmen im Gleichgewicht sein.

7. Wenn der Umfang einer Figur stets nach der gleichen Seite konkav
ist, so liegt der Schwerpunkt innerhalb der Figur.

Aus den Voraussetzungen werden dann verschiedene Sétze mit bereits ver-
gleichsweise spezifischen Aussagen gefolgert, wobei die Schlussfolgerun-
gen an dieser Stelle nicht aufgefiihrt werden, um den Fokus auf die Nutzung
des Hebelgesetzes zur Bestimmung von Schwerpunkten und nicht auf das
Hebelgesetz selbst zu legen:

§1 Wenn Gewichte an gleichen Hebelarmen im Gleichgewicht sind, so
sind sie gleich.

§2 Ungleiche Gewichte an gleichen Hebelarmen sind nicht im Gleich-
gewicht, sondern haben ein Uebergewicht nach der Seite des grifSe-
ren Gewichts.

§3  Wenn ungleiche Gewichte im Gleichgewicht sind, so sind die Hebel-
arme ungleich, und zwar entspricht dem gréfieren Gewicht der klei-
nere Hebelarm.

§4 Wenn zwei gleiche Groflen nicht denselben Schwerpunkt haben, so
wird der Schwerpunkt der aus ihnen zusammengesetzten Grofie der
Mittelpunkt der die Schwerpunkte verbindenden Strecke sein.

§5 Wenn die Schwerpunkte dreier Grofien auf einer Geraden liegen und
die drei Grofien gleiche Gewichte haben, ferner die Abstinde der
Schwerpunkte diesen drei Groflen gleich sind, so wird der Schwer-
punkt des aus diesen drei Grofien zusammengesetzten Systems mit
dem Schwerpunkt der mittleren Grofle zusammenfallen.

Schlieflich folgt in §6 die heute als Hebelgesetzt bekannte Aussage zur An-
tiproportionalitidt von Gewicht und Hebelarmlange zunéchst fiir kommensu-
rable Groflen:
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§6 Kommensurable Grofsen sind im Gleichgewicht, wenn ihre Gewichte
ihren Hebelarmen umgekehrt proportional sind.

Bei dieser Folgerung von §6 aus den Voraussetzungen und den vorherigen
Sétzen handelt es sich wie Arthur Czwalina-Allenstein es in den Anmer-
kungen zu seiner Ubersetzung des Werks von Archimedes ins Deutsche
richtig herausstellt um einen Trugschluss. Dies ldsst sich an einem einfa-
chen Beispiel demonstrieren. Angenommen, am Hebel herrscht Gleichge-
wicht, wenn die Gewichte umgekehrt proportional den Quadraten der He-
belarme sind. Dann gelten §1 bis §5, nicht aber §6. Entsprechend ist eigent-
lich §6 das Grundgesetz und bei §1 bis §5 handelt es sich um Spezialfille
von diesem Gesetz.

Archimedes komplettiert seine Fassung des Hebelgesetzes mit zwei weite-
ren Sétzen:

§7 Aber auch, wenn es sich um zwei inkommensurable Gréflen handelt,
so werden sie im Gleichgewicht sein an Hebelarmen, die ihnen um-
gekehrt proportional sind.

§8 Wenn von einer Grifie eine andere, die nicht den gleichen Schwer-
punkt hat, fortgenommen wird, so wird der Schwerpunkt der Rest-
grofle auf der Verbindungslinie jener beiden ersten Schwerpunkte
tiber den Schwerpunkt der ganzen Grdfe hinaus liegen und zwar
wird er in folgender Weise bestimmt sein: Sein Abstand vom
Schwerpunkt der ganzen Groffe verhdlt sich zum Abstand des
Schwerpunktes der weggenommenen Groffe vom Schwerpunkt der
ganzen Grdfle wie die weggenommene Grofse zur Restgrifie.

2.2 Das Hebelgesetz in heutiger Form

Mochte man die Ausfithrungen von Archimedes in den Mathematikunter-
richt integrieren, so ist es wichtig, einen Bezug zum Hebelgesetz in heutiger
Form zu schaffen. Damit konnen die im Physikunterricht entwickelten Be-
griffe auf der einen Seite zum Verstidndnis der historischen Quelle beitra-
gen, auf der anderen Seite aber auch durch diese sinnvoll erweitert werden.

Fiir das Hebelgesetz in der heutigen Form ist der Begriff des Drehmoments

M zentral. Hierbei handelt es sich um das Kreuzprodukt aus der Kraft F und
dem Vektor 7, vom Drehpunkt A auf den Punkt an dem die Kraft angreift.

—

M=7xF
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Das Hebelgesetzt lautet dann wie folgt: Ein Hebel befindet sich im Gleich-
gewicht, wenn die Summe aller an ihm anliegenden Drehmomente beziig-
lich desselben Bezugspunktes gleich Null ist.

Zm= mxE =0

Betrachten wir lediglich Kréfte senkrecht zum physischen Hebel und setzen
den Bezugspunkt des Drehmoments auf den Drehpunkt dieses Hebels, so
erhalten wir die vereinfachte Aussage, welche meist als Hebelgesetz in der
Sekundarstufe I gelernt wird: ,, Kraft mal Kraftarm ist gleich Last mal Last-

113

arm.
71 - |F| = 1% - ||

Die Aussage entspricht in wesentlichen Aspekten dem von Archimedes
aufgestellten Hebelgesetz, mit dem Unterschied, dass Archimedes nicht den
Kraftbegriff verwendet, sondern von Gewichten spricht. Aullerdem spricht
er von der Antiproportionalitit von Gewicht und Hebelarmlénge, was durch
Umstellen der obigen Formel leicht ersichtlich ist.

[
i

Abb. 2: Skizze eines physikalischen Hebels

2.3 Schwerpunktbestimmungen ebener Fldchen auf der Grundlage des He-
belgesetzes

SchlieBlich folgt ab §9 in Archimedes® Werk die Bestimmung von Flachen-
schwerpunkten und —linien bestimmter Figuren. Dies wird im Folgenden am
Beispiel von Parallelogrammen und Dreiecken detailliert dargestellt.

§9 Der Schwerpunkt eines jeden Parallelogramms liegt auf der Gera-
den, die die Mitten zweier gegentiberliegenden Seiten des Parallelo-
gramms miteinander verbindet.

Beweis: ABCD sei ein Parallelogramm. EZ sei diejenige Gerade, die
die Mitten der Seiten AB und CD miteinander verbindet. Ich behaup-
te, daBl der Schwerpunkt des Parallelogramms ABCD auf EZ liegt.
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Angenommen, es sei nicht der Fall und es sei F der Schwerpunkt.
Dann werde FI parallel AB gezogen. Es werde nun EB halbiert, die
Hilfte wiederum und so weiter, bis sich auf diese Weise ein Teil EK
ergibt, der kleiner ist als FI. Es werde dann sowohl AE wie EB in
Teile geteilt, die £K gleich sind und durch die Teilpunkte mogen Pa-
rallelen zu EZ gezogen werden. Es wird dann das ganze Parallelo-
gramm in Parallelogramme geteilt sein, die flachengleich und dhn-
lich dem Parallelogramm KZ sind. Wenn nun diese KZ gleichen und
dhnlichen Parallelogramme aufeinander gelegt werden, so werden
auch ihre Schwerpunkte aufeinander liegen (4). Es sind also GroBen
vorhanden, und zwar Parallelogramme, die kongruent KZ sind, an
Zahl gerade, deren Schwerpunkt auf derselben Geraden liegen, und
zwar in gleichen Abstidnden. Der Mittelpunkt der aus allen diesen
GroBen zusammengesetzten Groflen wird also auf der die Schwer-
punkte der beiden mittleren Grofen verbindenden Strecke liegen.
Dies ist aber hier nicht der Fall, denn der Punkt F liegt auBerhalb der
beiden mittleren Parallelogramme. Es ist daher klar, daf} der
Schwerpunkt des Parallelogrammes ABCD auf der Geraden EZ liegt.

LT A A

Abb. 3: Skizze zum Beweis von §9 Abb. 4: Skizze zum Beweis von §10
(Archimedes, 1923) (Archimedes, 1923)

§10 Der Schwerpunkt jedes Parallelogrammes ist der Schnittpunkt der

Diagonalen.

Beweis: Es sei ABCD ein Parallelogramm und EZ die Gerade, die
die Mittelpunkte der Seiten 4B und CD miteinander verbindet, KL
aber die Gerade, die die Mittelpunkte von AC und BD verbindet. Es
liegt also der Schwerpunkt des Parallelogramms ABCD auf der Ge-
raden EZ, denn dies ist bewiesen worden (§9). Aus demselben
Grunde liegt aber der Schwerpunkt auch auf der Geraden KL. Also
ist ' der Schwerpunkt des Parallelogramms. In F schneiden einander
aber die Diagonalen des Parallelogramms. Daher ist die Behauptung
bewiesen.



Frederik Dilling

§13 Der Schwerpunkt jedes Dreiecks liegt auf der Mitteltransversale.

Beweis: Es sei das Dreieck ABC gegeben, 4D sei die Mitteltransver-
sale. Es ist zu beweisen, daB3 der Schwerpunkt des Dreiecks ABC auf
AD liegt. Angenommen, es sei nicht der Fall, sondern es sei F der
Schwerpunkt. Dann werde durch F, FJ || BC gezogen. Indem man
nun DC fortgesetzt halbiert, wird schlieBlich ein Teil entstehen, der
kleiner ist als F.J. Dann werde BD und DC in lauter solche gleiche
Teile geteilt, und durch die Schnittpunkte mogen Parallelen zu 4D
gezogen werden. Ferner mogen EZ, HK und LM gezogen werden.
Diese werden parallel zu BC sein. Der Schwerpunkt des Parallelo-
gramms MN liegt nun auf YS, der des Parallelogramms KX auf 7Y,
der des Parallelogramms ZO auf TD. Der Schwerpunkt, der aus allen
diesen Parallelogrammen zusammengesetzten Flachen liegt also auf
SD. Er sei P. Es werde P mit F verbunden, die Strecke PF werde
iiber F hinaus verlédngert und es werde CQ parallel AD gezogen. Der
Inhalt des Dreiecks ADC hat zur Summe der Inhalte der iiber AM,
MK, KZ, ZC konstruierten Dreiecke, die simtlich dem Dreieck ADC
dhnlich sind, dasselbe Verhiltnis, wie CA zu AM, da AM = MK = KZ
= ZC ist. Da aber das Dreieck ADB zur Summe der {iber den Stre-
cken AL, LH, HE, EB Xkonstruierten dhnlichen Dreiecke dasselbe
Verhiltnis hat wie B4 zu AL, so wird also das Dreieck ABC zur
Summe aller genannten Dreiecke dasselbe Verhéltnis haben wie CA
zu AM. Aber CA hat zu AM ein groBeres Verhéltnis als QP zu PF.
Denn CA : AM = QP : PF . Also hat das Dreieck ABC zur Summe al-
ler genannten Dreiecke ein groferes Verhéltnis als QP : PF. Indem

wir in dieser Beziehung zur Differenz iibergehen [aus %>§ folgt

aT_b > %] folgt, daB3 die Summe der Parallelogramme MN, KX, ZO

zu der Summe der Restdreiecke ein groferes Verhéltnis hat als QF
zu PF. Es werde nun U so gewahlt, dal} sich die Summe der Paralle-
logramme zur Summe der Dreiecke verhalte wie UF : FP . Da nun
eine GroBe, das Dreieck ABC, vorhanden ist, deren Schwerpunkt F
ist und von dieser Grofie eine Grofle, ndmlich die Summe der Paral-
lelogramme MN, KX, ZO weggenommen ist und der Schwerpunkt
der weggenommenen Grofe P ist, so wird also der Schwerpunkt der
Restgrofle, die aus den Restdreiecken zusammengesetzt ist, auf der
Geraden PF, und zwar auf deren Verldngerung so liegen, daf sein
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Abstand vom Punkte F sich zu PF verhéilt wie die weggenommenen
GroBen zur Restflache (§ 8). U ist also der Schwerpunkt der aus den
Restdreiecken zusammengesetzten Flache. Dies ist aber unmdglich,
denn wenn man durch U die Parallele zu AD zieht, so liegen samtli-
che Restdreiecke auf einer und derselben Seite dieser Parallelen.
Demnach ist die Behauptung bewiesen.

g 0 o (4

Abb. 5: Skizze zum Beweis von §13 (Archimedes, 1923)

§14 Der Schwerpunkt jedes Dreiecks ist der Punkt, in dem sich die drei
Mitteltransversalen schneiden.
Beweis: Es sei das Dreieck ABC gegeben, und es mdgen die Mittel-
transversalen AD und BE gezogen werden. Es wird also der
Schwerpunkt des Dreiecks ABC sowohl auf AD als auch auf BE lie-
gen. Denn dies ist bewiesen worden (§13). Daher ist F der Schwer-
punkt des Dreiecks.

A

B 0 ¢

Abb. 6: Skizze zum Beweis von §13 (Archimedes, 1923)
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Archimedes entwickelt im Weiteren mit seiner Methode Aussagen iiber die
Schwerpunkte vieler unterschiedlicher Fldachen, unter anderem von Paral-
leltrapezen, von durch Parabelbdgen begrenzten Flachen, sowie von in Pa-
rabelbdgen einbeschriebenen Vielecken. Die teilweise komplexen Schluss-
folgerungen auf der Basis des Hebelgesetzes fithren damit zu sehr weitrei-
chenden Aussagen und zeigen die Tragféhigkeit entsprechender auf physi-
kalischen Aussagen basierenden Konzepten.

”.N %x
L= E \ H F | F4 K
— = \

8

Abb. 7: Durch Parabelbogen begrenzte Flachen (Archimedes, 1923)

Abb. 8: Paralleltrapez (links) sowie ein in einen Parabelbogen einbeschriebenes Vieleck (Ar-
chimedes, 1923)

3. Implikationen fiir den Mathematikunterricht

Die im vorangegangenen Abschnitt dargestellten Ausfithrungen von Archi-
medes lassen sich sinnvoll in den Geometrieunterricht der Sekundarstufen
integrieren. Im Sinne des genetischen Prinzips wird die historische Entwick-
lung des Begriffes Schwerpunkt deutlich und kann einen Ankniipfungs-
punkt fiir Begriffsentwicklungsprozesse der Lernenden im Unterricht bilden
(vgl. Winter, 2016). Auf diese Weise wird der prozesshafte Charakter der
Mathematik betont, in welchem auch Fehler wie sie bei Archimedes in den
Schlussfolgerungen zu §6 gemacht wurden auf natiirliche Weise auftreten.

13
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Das Nachvollziehen der Schlussfolgerungen auf der Basis vergleichsweise
weniger Vorannahmen kann die Beweiskompetenz der Lernenden insbe-
sondere in Bezug auf Widerspruchsbeweise starken.

Die Entwicklung des Schwerpunktbegriffs bei Archimedes nimmt dabei
immer Bezug auf empirische Aussagen. Dies spiegelt sich in der zentralen
Rolle des Hebelgesetzes zur Bestimmung der Schwerpunkte von Flachen
wider. Dieser Bezug zu empirischen Phdnomenen ist fiir Lernende im empi-
risch-orientierten Mathematikunterricht geradezu natiirlich, sodass die Aus-
sagen von Archimedes im Unterricht hinreichende Begriindungen darstel-
len. Das historische Beispiel zeigt auch, dass viele mathematische Erkennt-
nisse in weiten Teilen auf empirischen Phdnomenen beruhen und die Ent-
wicklung einer empirischen Auffassung von Mathematik im Schulunterricht
nicht problematisch ist, sondern sich im Gegenteil als tragfihig erweisen
kann. AuBlerdem kann dies zu interessanten Diskussionen iiber das Verhalt-
nis von Mathematik und Naturwissenschaften fiihren und facheriibergrei-
fende Aspekte der Mathematik stdrken.

Abb. 9: Materialset zum Thema Abb. 10: Ausbalanciertes Prisma mit
Schwerpunkte dreieckiger Grundfliache

Das Verstiandnis fiir die von Archimedes aufgestellten Sétze kann durch ei-
nen material- und handlungsorientierten Zugang erleichtert werden wie er
beim Thema Flachenschwerpunkt iiblich ist (vgl. u.a. Mang & Zimmer-
mann, 2016). Den Ausgangspunkt hierfiir bilden ein waagerecht liegender
Balken und ein senkrecht stehender Stab, auf denen flache Prismen unter-
schiedlicher Grofle und Grundfléche ausbalanciert werden konnen. Auf die-
se Weise konnen Schwerelinien und Schwerpunkte der Objekte experimen-
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tell ermittelt oder iiberpriift werden. Zur Visualisierung der Archimedischen
Satze konnen dann Prismen mit dreieckiger, parallelogrammf{érmiger und
trapezformiger Grundflache verwendet werden. Auf den Objekten kdnnen
zudem Linien und Punkte mit einem Bleistift gezeichnet werden, um den
Bezug zu den theoretischen mathematischen Aussagen herzustellen. Die
Verwendung von 3D-Druck-Technolgie erlaubt es zudem, dass die Lernen-
den weitere eigene Objekte herstellen und untersuchen (vgl. Dilling, 2019).
Die Herausforderung bei einer solchen Herangehensweise liegt insbesonde-
re in der Ubertragung von den mit dreidimensionalen Objekten entwickelten
Vorstellungen auf zweidimensionale Figuren.

T .. . 7
i L T
LR vt}
Bt fly reee
1~

Abb. 11: Virtuelles 3D-Modell mit einer parabelformigen Grundflache in einem
CAD-Programm
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Grundlegende Aspekte des Messens und Berechnens am
Ende der Sekundarstufe I

Myriam Hamich

Zusammenfassung. Dieser Beitrag gewihrt einen Einblick in die Entwicklung eines
Modells, welches sich als summative Zusammenfassung moglichst aller zentralen
Aspekte des Messens und Berechnen am Ende der Sekundarstufe versteht. Das theo-
retische, literaturbasierte Modell ist als theoretischer Bezugsrahmen in der Schnitt-
stellendiskussion am Ubergang Schule — Hochschule angedacht (Roos u. a. 2019)
und soll auch fiir die Entwicklung oder Validierung von Forder- und Diagnoseauf-
gaben unter einem verstehensorientierten Blickwinkel genutzt werden.

Theorie und Forschungsstand

Obwohl Geometrie ein einheitliches Thema fiir den gesamten Mathematik-
lehrplan darstellt, scheitert eine grofe Anzahl der Schiilerinnen und Schiiler
(SuS) daran (Ali, Bhagawati, und Sarmah 2014). Dabei haben SuS in der
Sekundarstufe dhnliche Schwierigkeiten wie SuS der Elementarstufe (Dor-
ko 2013; O’Dell u. a. 2016). Forscher haben lange iiber die Schwierigkeiten
und deren Ursachen berichtet (u. a. Battista 2006; Gal und Linchevski 2010;
Heinze 2002; Vollrath 1999). Erklarter Gegenstand von Diagnose- und For-
dermaBnahmen am Ubergang Schule-Hochschule ist meist das Verstehen
und Beherrschen. Aber was bedeutet das fiir das Messen und Berechnen,
und wie duBlert es sich? Daraus ergab sich aus Sicht der Autorin ein For-
schungsdesiderat mit folgender Forschungsfrage:

o Welche zentralen Aspekte des grundlegenden Wissens und Konnens
am Ende der Sekundarstufe I im Bereich ,,geometrisches Messen und
Berechnen® lassen sich in relevanter fachdidaktischer Literatur iden-
tifizieren und wie lassen sich diese zusammenfassen?

Was versteht man unter Geometriewissen & -kénnen?

Grundlegendes Wissen und Koénnen wird im Sinne von Feldt-Caesar ver-
standen: ,,Als Mathematisches Grundwissen und Grundkénnen bezeichnen
wir jene mathematischen Kenntnisse, Fahigkeiten und Fertigkeiten, die bei
allen Schiilerinnen und Schiilern am Ende der beiden Sekundarstufen in
Form von Begriffen, Zusammenhingen und Verfahren langfristig und situa-



Grundlegende Aspekte des Messens und Berechnens am Ende der S I

tionsunabhingig, das heilit insbesondere ohne den Einsatz von Hilfsmitteln,
verfiigbar sein sollen” (Feldt-Caesar 2017).

Was bedeutet das fiir die Elementargeometrie? Eine Antwort auf diese Fra-
ge wird derzeit nach unserem Kenntnisstand in der fachdidaktischen Litera-
tur nicht gegeben. Vielmehr gibt es fiir diesen Bereich Broschiiren, die sich
mit den in den Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz (KMK 2004)
genannten Basiskompetenzen und deren Exemplifizierung durch Beispiel-
aufgaben beschéftigen. Die meisten orientieren sich mit direktem Bezug zur
Schulpraxis an den inhaltsbezogenen Leitideen fiir den Mathematikunter-
richt. Beispielhaft seien die im Mindestanforderungskatalog der Arbeits-
gruppe COSH Cooperation Schule Hochschule (Cosh Mindestanforde-
rungskatalog, 2014) gelisteten Punkte des Konnens fiir den Bereich der
Elementaren Geometrie / Trigonometrie genannt:

., Die StudienanfiingerInnen kénnen

* elementargeometrische Objekte anhand ihrer definierenden FEigenschaften
identifizieren;

o Strecken und Winkel mithilfe grundlegender Siitze der Elementargeometrie
(Stufen- und Wechselwinkel an Parallelen, Strahlensdtze, Kongruenz von
Dreiecken, Winkelsummen, Satz des Pythagoras) berechnen;

» Umfang und Fldcheninhalt von Kreisen und einfachen Vielecken berechnen;

* Oberfliche und Volumen einfacher Korper berechnen (Prisma, Zylinder, Py-
ramide, Kegel, Kugel);

* Gradmaf3 und Bogenmaf; unterscheiden und ineinander umrechnen,

o Sinus, Kosinus und Tangens als Seitenverhdltnisse in rechtwinkligen Drei-
ecken interpretieren und damit fehlende Grofien bestimmen,

* Sinus und Kosinus als Koordinaten der Punkte des Einheitskreises identifizie-

I

ren;

Wie bei den meisten Broschiiren handelt sich um einen Stoffkatalog, der
sich inhaltlich an den Bildungsstandards der KMK orientiert und Beispiel-
aufgaben vorstellt. Die Beispielaufgaben stellen Bezug zu Inhalten, Leit-
ideen und/oder Kompetenzen her. Aber eine fachdidaktische Einordnung,
welche auch die Zugangswege zum Erlangen der inhaltlichen Fahigkeiten
und Fertigkeiten reprisentiert, scheint nicht gegeben.

Warum Beschrinkung auf Messen und Berechnen?

Die Studien TIMSS (J. Neubrand, Neubrand, und Sibberns 1998) und PISA
(M. Neubrand u. a. 2004) lassen darauf schlielen, dass ,,im deutschen Ma-
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thematikunterricht oft Technik vor Bedeutung, Kalkiil vor Argument zu ge-
hen scheinen” (Neubrand und Neubrand 2007). Im Laufe der Schulzeit rii-
cken die Rechenkiinste immer mehr in den Kernunterricht (Fithrer 2002).
Die herausragende Bedeutung des Kalkiils zeigt sich auch in der hohen Zahl
von Berechnungsaufgaben zu geometrischen Objekten in den zentralen Ab-
schlusspriifungen am Ende der allgemeinen Schulpflicht (Gaab 2015).

Das Berechnen von Flachen- und Rauminhalten aber ist letztlich eine Me-
thode des Messens (Kuntze in Weigand u. a. 2009), wobei die Idee des
Messens weitaus facettenreicher ist als reines Rechnen. ,,Students need to
understand why formulas work® (Neubrand 2010; Strutchens, Martin, und
Kenney 2003). Um etwas zu verstehen, sollte kein Wissen isoliert sein son-
dern die bestehenden Querverbindungen nutzen; gerade diese Beziige er-
leichtern das Verstehen (vgl. Neubrand, 2010). Das vorliegende Modell
mochte u. a. diesem Umstand der Verkniipfungen Rechnung tragen.

Vorstellung des vorliufigen, literaturbasierten Modells

Ziel der Modellentwicklung war die Bildung einer strukturierten Zusam-
menfassung moglichst aller in den fachdidaktischen Publikationen der letz-
ten 20 Jahre identifizierten und diskutierten Aspekte des Messens und Be-
rechnens. Basierend auf einer klassischen Literaturrecherche wurde ein ers-
tes Modell nach folgenden Gesichtspunkten entwickelt: Auf der CERME10
(10™ Congress of European Research in Mathematics Education) wurde be-
reits eine Zusammenfassung der Aspekte der Fertigkeiten in der Elemen-
taralgebra vorgelegt (Pinkernell, Diisi, und Vogel 2017). Dieses zweidimen-
sionale Modell verkniipft die Elemente des Themengebiets und die Aktivi-
taten, welche die Aspekte des sinnstiftenden Umgangs mit diesen darstellen.
Das vorliegende Modell folgt dieser a priori gesetzten Zweiteilung fiir den
Bereich des ,,Messens und Berechnens.

Im Folgenden wird die inhaltsspezifische Konkretisierung der Dimensionen
des Modells fiir den Inhaltsbereich ,,Messen und Berechnen® aufgefiihrt.
Die in der Literatur identifizierten Inhalte zu Wissen und Konnen im Be-
reich ,,Messen und Berechnen® lieBen sich in 13 Tétigkeiten bzw. Aspekte
zusammenfassen. Eine kurze Beschreibung dieser Aspekte erfolgt im An-
schluss an die inhaltsspezifische Konkretisierung der Dimensionen. Abb. 1
zeigt das aktuelle Modell fiir den Inhaltsbereich ,,Messen und Berechnen®.
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Sinnstiftender

Umgang mit... Wissen Konnen
Strukturieren
...Elementen
gif::ﬁ;::gs Y Transformieren Interpretieren
(1) Begriffe (5) Grundprinzip des
kennen und Messens nutzen
identifizieren
GroBen
(10)
(2) prototypisches |  (6) Einheiten G’OEG”Z‘;O“’”“”Q
Wissen kennen umwandeln aus dem
semiotischen
System heraus
c c
(3) Grund- (8) Zgrlegen / ° 8 o
Erganzen/ S5 c o c
formeln angeben =] 59
Formeln mit Auslegen é E EE:
Figuren u. o -.g % _E
Kérper (4) Formelbe- (7) Umgang (9) Terme Q5 g8
standeile mit Formeln aufstellen cE 3°
erkennen = =

(13) GroRen effizient berechnen

Abb. 1: Literaturbasiertes Modell zum Wissen und Koénnen des Messens und Berechnens

Elemente des Messens und Berechnens

Der Inhaltsbereich ,,Messen und Berechnen® in der Elementargeometrie der
Sekundarstufe I umfasst im Rahmen des Modells das Bestimmen von Léan-
gen, Fliacheninhalten, Volumina und Winkeln. Daraus ergeben sich in der
Inhaltsdimension die Denkgegenstinde Grdfien sowie Formeln mit Figuren
und Korpern.

., Zum Messen braucht man Mafiangaben — auch um Eigenschaften geometri-
scher Figuren oder Korper, wie etwa deren Fldchen- oder Rauminhalt, be-
schreiben zu konnen* (Weigand et al., 2009).

o Gréfien (MaBzahl und Einheit):
,,GroBen sind Eigenschaften von ebenen und rdumlichen Figuren. Sie
werden der Figur durch Messen oder Berechnen aus einem Groflen-
bereich zugeordnet. Zu den GroBenbereichen der Geometrie gehdren
die vier Begriffe Linge, Flicheninhalt, Volumen und WinkelmafB3“
(vgl. Holland 2007).
»Zu Groflen gelangt man ausgehend von realen Gegenstinden durch
einen Abstraktionsvorgang. Man geht dazu iiber, ,,gleichwertige*
Gegenstiande (je nach dem Vergleichsaspekt) nicht mehr zu unter-
scheiden, und spricht dann nur noch von ,,GréBBen® der betreffenden
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Art (Langen, Gewichten, Volumina usw.). Der Abstraktionsvorgang
wird oft als Messvorgang realisiert. Das Ergebnis der Messung ist
dann eine Grofe, geschrieben mittels MaBzahl und MaBeinheit®
(Kirsch 2004).

o Figuren und Kérper (als Objekte des Messens):

Zu der gemessenen Grofle gehort die zu messende geometrische Fi-
gur. Figuren und Korper werden als Triager des Merkmals Grofe
verstanden (vgl. Griesel 2016, 9). Fiir das verstdndige Messen und
Berechnen spielen Kenntnisse, Fertigkeiten und Fahigkeiten iiber
und im Umgang mit Figuren und Koérpern eine wichtige Rolle. Hin-
weise von Kadunz und Striasser (Kadunz und Strasser 2009, 205) auf
Verwechslungen von SuS beziiglich der Begriffe Flacheninhalt, Vo-
lumen, Oberfliche und die entsprechenden Formeln und Einheiten
bestiarken diese Aussage. Auch Vollrath betonte bereits 1999 die en-
ge Verbundenheit von Formen- und Inhaltslehre, die sich durch die
Figuren und Korper als Objekte des Messens und Berechnens in dem
vorliegenden Model wiederspiegelt.

Sinnstiftender Umgang mit Elementen des Messens und Berechnens

Der sinnstiftende Umgang gliedert sich auf der ersten Ebene in Wissen und
Koénnen. Wissen umfasst sowohl deklaratives Wissen (,, Wissen, dass...*)
(Anderson 1996) als auch prototypisches Wissen (vgl. Roth / Wittmann in
Weigand u. a. 2009, 129 ff) In einer zweiten Ebene driickt sich das Konnen
in drei Auspriagungen aus: Strukturieren — Transformieren — Interpretieren.

Strukturieren: Beim Strukturieren steht das sinnentnehmende Lesen im
Vordergrund. Darunter wird eine strukturerhaltende Deutung oder Umfor-
mung (perceptual apprehension (Duval 1995)) verstanden. Fiir den Bereich
der Geometrie gilt somit: Transformation oder Interpretation eines geomet-
rischen Ausdrucks unter Beibehaltung seiner Struktur. Konkret bedeutet ge-
ometrische Grofen und Figuren / Korper ,,lesen konnen* u. a. zerlegen, er-
génzen / auslegen geometrischer Figuren und Korper mit dem Ziel einer
quantifizierbaren Aussage oder Formeln und Terme zur Berechnung geo-
metrischer Gréflen auf- bzw. zusammenstellen konnen. Aber auch das Iden-
tifizieren von Bestandteilen einer Formel in einer Figur oder das Erkennen
von Reprisentanten bestimmter GroBen (Flacheninhalt, Volumen, Lénge
oder Winkel) werden darunter gefasst.
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Transformieren: Unter Transformieren wird unabhéngig des mathemati-
schen Themengebietes eine Umformung der bereichsspezifischen Ausdrii-
cke verstanden. Dabei sind Start- und Zielzustand dquivalent. Anders als
beim Strukturieren hat das Transformieren eine Strukturverdnderung zur
Folge. Und anders als beim Interpretieren erfolgt bei der Transformation
kein Wechsel der Reprasentationsform ((Duval 1995): operative apprehen-
sion; (Duval 2006): treatment). Die bereichsspezifische Definition lautet
daher: Transformation eines geometrischen Ausdrucks in einen dquivalen-
ten Ausdruck unterschiedlicher Struktur, d. h. die Anwendung grundlegen-
der Sitze der Elementargeometrie und grundlegender Formeln zur Berech-
nung geometrischer Groflen. Ebenso gehoren die Umwandlung von Einhei-
ten und die Nutzung des Grundprinzips des Messens (z. B. Verwendung
nicht standardisierter Einheitsmafie) dazu.

Interpretieren: Interpretieren wird verstanden als kohdrenter Wechsel
zwischen verschiedenen Représentationsformen desselben mathematischen
Objekts und moglichen auBermathematischen Kontextualisierungen. Anders
als beim Strukturieren und beim Transformieren findet ein Wechsel der Re-
prasentationsform statt ((Duval 2006): conversion, (Bauersfeld und Weis
1972): intermodaler transfer). In der Geometrie ist darunter die Beschrei-
bung einer nicht-geometrischen Situation durch Geometrie und umgekehrt
zu fassen. Dies beinhaltet die Beschreibung von Realsituationen und algeb-
raische Termumformungen als auch GroBenzuordnungen aus dem semioti-
schen System heraus.

Dreizehn Aspekte des Messens und Berechnens - Ende der Sekundarstufe 1

8. ,,Begriffe kennen und identifizieren“ — Begriffe wie Umfang, Flache,
Oberfldache, Volumen beschreiben, angeben und identifizieren

9. ,,Prototypisches Wissen zu Gro3en angeben® — prototypisches Wis-
sen geometrischer Groflen wiedergeben oder identifizieren. Darunter
fallen unter anderem Stiitzvorstellungen zu Gréflen oder Dimensio-
nen einzelner Gréfen

10. ,,Grundformeln angeben und anwenden® — Einschldgige Formeln,
wie aus Formelsammlungen, fiir Basisfiguren und -kdrpern zur Be-
rechnung von geometrischen GroBen wie Flacheninhalt wiedergeben
und zur Berechnung der Grofe nutzen.
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11. ,,Formelbestandteile erkennen® — Zur Berechnung / Bestimmung der
GroBen benétigte Elemente angeben, bestimmen und identifizieren.

12.,,Grundprinzip des Messens nutzen“ — Anwenden der vier Schritte
des Messens.

13.,,Einheiten umwandeln® — Einheiten und Umrechnungsfaktoren ken-
nen und anwenden.

14.,,Umgang mit Formeln“ — Grundformeln werden bei Aktivierung
vorhandenen Wissens erkannt (3) und mit Hilfe algebraischer Regeln
umgeformt.

15. ,,zerlegen / ergénzen / auslegen mit dem Ziel einer quantifizierbaren
Aussage® — Additivitit der MaBfunktionen nutzen

16. ,,Aufstellen von Formeln / Termen zur Berechnung von MaBfunktio-
nen abweichend von Basisformeln® — Zusammenhinge zwischen
Formeln geometrischer Objekte erkennen und zur Aufstellung von
Formeln nutzen, fiir die keine ,,Rezepte vorliegen.

17. ,,GroBenzuordnungen aus dem semiotischen System heraus® - Da-
runter ist hier alles zu fassen, was im Zusammenhang mit geometri-
schen MaBfunktionen Bedeutung in sich trigt. Eine Zuordnung von
GroBen kann iiber die Grenzen des eigentlichen semiotischen Sys-
tems heraus erfolgen. So kdnnen z. B. einem Alltagsgegenstand
mehrere Mafifunktionen zugeordnet werden: Tiir hat eine Hohe, eine
Masse und einen Oberfldcheninhalt.

18. ,,Termumformungen geometrisch deuten und umgekehrt* — anwen-
den innermathematischer Représentationswechsel zur geometrischen
Deutung von algebraischen Termumformungen oder umgekehrt

19. ,, Realsituationen mit Formeln geeigneter Figuren und Korpern be-
schreiben” — Anwenden von Formeln auf Realsituationen

20. ,,GroBen gegebener Figuren und Korper effizient berechnen — Be-
ziehungen zwischen Formeln auch aus unterschiedlichen Themenge-
bieten (z. B. Trigonometrie) erkennen, Kombination von Formeln /
Termen im Hinblick auf effiziente Losungswege. Effizient ist sol-
ches Umformen dann, wenn hierflir unter mehreren denkbaren Mog-
lichkeiten eine gewéhlt wird, die nur wenige Berechnungen und
Schritte zur Losung bendtigt.
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Ausblick

Das Modell befindet sich noch in der Entwicklung. Derzeit wird ein Syste-
matic literature review (SLR) durchgefiihrt (Durach, Kembro, und Wieland
2017; Hamich 2019; Siddaway 2014), durch das sowohl bekannte und etab-
lierte Modelle bzw. Aspekte, aber auch weniger bekannte Sichtweisen
gleichermalien in Betracht gezogen und in dem Modell des Wissens und
Konnens beriicksichtigt werden.

Eine inhaltliche Validierung wird durch eine Expertenbefragung angestrebt,
bei der die Befragten aufgrund des ihnen zugeschriebenen fachlichen Status
zur Nachvollziehbarkeit und Vollstindigkeit des Modells befragt werden.
Das informationsbezogene Forschungsinteresse konzentriert sich auf mogli-
che Beitrdge der Befragten, die das Modell in einer Revision theoretisch
prézisieren und modifizieren
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Methodische Verbesserung des Geometrieunterrichts
durch vielseitige Verwendung von Anschauungsmitteln aus
Normteilen —

Dynamische Geometrie mit dem Metallbaukasten?

Andreas Filler

Zusammenfassung. Die Idee, funktionale bzw. ,,dynamische® Betrachtungen in den
Geometrieunterricht einzubeziehen, entstand spétestens mit den Meraner Beschliis-
sen (Forderung einer Erziehung zur Gewohnheit des funktionalen Denkens), ist heu-
te aber vor allem im Zusammenhang mit Software wie GeoGebra geldufig. ,,Dyna-
mische Geometrie ist jedoch auch mit klassischen Materialien praktizierbar. So
wird in einem Heft von Rudolf Bellin (1959) beschrieben, wie sich spezielle Metall-
baukisten fiir wesentliche Inhalte der Schulgeometrie einsetzen lassen, und es wer-
den zahlreiche (235) entsprechende Beispiele beschrieben. Einige dieser Beispiele
werden in dem vorliegenden Beitrag mithilfe eines Baukastens aus der damaligen
Zeit vorgestellt. Wir gehen dabei der Frage nach, welche didaktischen Vor- und
Nachteile die Erkenntnisgewinnung mithilfe ,handgreiflichen* Materials gegeniiber
Vorgehensweisen mit Zirkel, Lineal und Geodreieck sowie mit Dynamischer Geo-
metriesoftware hat.

Ist ,,Dynamische Geometrie“ an Computersoftware gebunden?

Wikipedia beantwortet diese Frage mit ,,ja“:

Unter dynamischer Geometrie versteht man das interaktive Erstellen von geo-
metrischen Konstruktionen am Computer.’

Ganz scheint dies aber nicht zu stimmen, denn schon aus den Meraner Be-
schliissen ergab sich die Forderung, funktionale Zusammenhang und damit
letztlich dynamische Aspekte im Geometrieunterricht zu beriicksichtigen:

Mit der Forderung einer Erziehung zur Gewohnheit des funktionalen Denkens
ist in die klassische Ruhe des geometrischen Unterrichts Bewegung gekommen;
... . Linien, Flichen und Korper entstehen, wachsen und schwinden; sie beste-
hen aus beweglichen Elementen. Mit der wachsenden oder schwindenden Gro-
Jie des einen wdchst oder mindert sich die Grdfie des anderen. Die Seite dndert
den Winkel, der Winkel die Seite, die Hohe den Inhalt, der Radius den Kreis,
die Kante den Korper. (Engel 1916, S. 11)

' https://de.wikipedia.org/wiki/Dynamische_Geometrie (zuletzt aufgerufen am

27.11.2019)
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Engel betonte die Bedeutung von Veranschaulichungen und empfahl z. B.,
variable Dreiecke mittels auf Pappdeckeln befestigter Schniire zu realisie-
ren, siche Abb. 1.

Berjdhiedene Lage der Dreiede MWir benugen
wieber ein Mobdell. (Figur 287.) Auf einen auf Pappe gezogenen
blauen Attenbdedel zeidhnen wir mit weifer Farbe das Sehiefed ABCD,
befeftigen in A eine weife Sdnur, fiithren das freie Enbe durdy eine
Hfe bei B und befhmeren es durd) ein Bleigewidht. Dann heben
wir mit einem Stibdyen die Sdhnur bis nad) D jo, dap fie das Drei-

7

///
-

Fig. 237,

ed ABD umgrengt. Laffen wir das Stdbdjen mit der eingehatften
Edmur auf der Seite DC und ihrer BVerldngerung entlang gleiten,
fo manbert bdie SpiBe bes Dreieds mit. Wibrend die Seiten AD
unt BD fidh in Lage und Grife verdndern, bleiben Grundfeite und
Hbbe filr fimilidhe Dreiede die gleidhen. 2Aus den vielen migliden
Ragen. bes Dreteds nehmen wir drei heraus.

Abb. 1: Auszug aus dem Buch von Engel (1916, S. 236f.)

Rudolf Bellin und der ,,Geometriebaukasten*

1959 wurde in der DDR die zehnklassige polytechnische Oberschule (als
Regelschule fiir alle Schiilerinnen und Schiiler) eingefiihrt. Damit einherge-
hende Tendenzen der ,,Polytechnisierung™ der Bildung als ,,Querschnitts-
aufgabe™ fiir (fast) alle Unterrichtsficher begiinstigten die Bereitstellung
und Nutzung von Unterrichtsmaterialien. So sagte der Lehrer Dr. Rudolf
Bellin in einer Lesung vor dem Pédagogischen Kreiskabinett Neuruppin am
3.12.1957 (verdffentlicht 1959):

,,Die Forderung der Gesellschaft nach polytechnischer Erziehung der Jugend
wird durch die Anfertigung und die Benutzung von Anschauungsmitteln fiir die
Hand der Schiiler unterstiitzt. “ (Bellin 1959, S. 8)
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Auch auf die Meraner Reformen nahm er Bezug und setzte sie in Beziehung
zu dialektischem Denken, das als Bestandteil der , Marxistisch-Leninisti-
schen Weltanschauung® betrachtet wurde, einem zentralen Bildungs- und

Erziehungsziel der Schule in der DDR:

, Die ,Erziehung zur Gewohnheit des funktionalen Denkens‘ (Meraner Vor-
schlige) mufs wie ein roter Faden den Geometrieunterricht durchziehen; denn

funktionales Verstdndnis bildet eine Voraussetzung fiir das dialektische Den-

ken. Zu dieser Erziehung kann ein in seinen Teilen bewegliches Modell beitra-
gen. An solch einem Anschauungsmittel I3t sich auch besonders gut eine Inva-

rianz, die Unabhdngigkeit von variablen Beziehungen, herausarbeiten.

«

(ebd., S.9)

Aus diesen Argumentationslinien leitete Bellin die folgende Forderung ab:

Man muf3 zu Anschauungsmitteln greifen, die ... in der Planimetrie an die Stelle

des Statischen das Dynamische setzen.

(ebd., S. 10)

Bellin stellte als geeignetes Anschauungsmittel einen ,,Geometriebaukas-
ten” vor, der in Abwandlung damals als Spielzeug weit verbreiteter Metall-
bzw. Stabilbaukédsten von einer Firma in Thale hergestellt wurde (Abb. 2).

Eingetragene Fabrikmarke
08/2619

Hersteller:

Hrause & Co. K6
mit staatl. Beteiligung
4308 (Thale Harz] .
Ruf 271

Fabrikationsstitte der be-
kannten Melallbaukasten
THALE
STAHLBAU-TECHNIK

Lieferung erlolgh nur durch
Staatliches Kontor
{iir Unierrichismitiel
und Schulmébel,
Leipzig C 1
Willenberger Str. 8
unter Bestell-Nr. 0506100

Registrier-Nr. 2311

Einzelieile sind direki vom
Hersleller zu beziehen.

Thale

GEOMETRIE-
BAUKASTEN

aus Metall-Normteilen

»Oh, diese Mathematik!!1*

Diesen Klageruf so manchen Schiilers dber die
a3ch, so frockene Malhemalik”, speziell Gher
die ,Nur-Kreide-Geomefrie*, will der ,Thale
Geometrie-Baukasien® verslummen lassen.
Mit ihm steht dem Lehrer ein viclseilig ver-
wendbaros Unferrichismitfel zur Verfigung,
das dic Forderungen der modemen Methodik
nach Auskildung der Raumvorsiellung, nach
Starkung des funktionalen Denkens durch
Einschallung des Bewegungsmomenfes und
nach allseitig zu eniwidelnder polytedhnischer
Bildung erfallen hilfl.

Der neuzeilliche Geomelrie-Unterricht skt
sich nicht mahr aussdhliehlich auf die sfarre
Zeldnung und auf feste Vollksrper, sondern
bevorzugt bowegliche Modelle und durch-
sichlige Karpergerippe zur allseiligen Erfas-
sung der Roumformen und der Bezichungan
zwischen den Sticken ciner Figur oder cines
Kérpers, um die abwandelbaren und die
#rol; Verdnderung der Figur slels gleich-
bleibenden (invarianten) Eiganschalien

Abb. 2: DDR-Geometriebaukasten (hergestellt um 1960)
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Der wesentliche Unterschied des Geometriebaukastens zu normalen Metall-
baukisten besteht darin, dass neben den iiblichen Stiben mit Lochern (in
Abb. 3 oben) auch geschlitzte Stibe vorhanden sind (unten). Weiterhin sind
Winkelmesser enthalten.

CRIERICHROS0 010 £ 0.0.0 0 0 CHERO RO
e ——

Abb. 3: Arten von Stiben im Geometriebaukasten

Stabilitit und Freiheitsgrade

Die Frage, wie man ein Viereck mit festen Seitenldngen ,,stabil bekommt*,
stellt sich beim Bauen unterschiedlichster Objekte sehr schnell (wie in
Abb. 4 einem Siebenjdhrigen beim Bauen eines Autos).

Abb. 4: Damit ein Parallelogramm ein Rechteck bleibt, sind zusitzliche Streben nétig.

Mit variablen (geschlitzten) Stiben konnen verallgemeinerte Fragestellun-
gen untersucht werden:

e Wie viele Seiten und/oder Winkel eines Drei-/Vier-/Finf-/.../n-
Ecks miissen fixiert werden, damit dieses stabil ist?

Fiir Dreiecke” konnen entsprechende Uberlegungen und Experimente zu
den Kongruenzsitzen fiihren, aber Vorsicht: Stabilitét ist nicht in jedem Fal-

2 Siehe hierzu auch den Abschnitt ,,Variable Dreiecke® in (Mink 2018, S. 59-64).
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le mit eindeutiger Bestimmtheit gleichzusetzen. Ein Dreieck mit zwei festen
Seiten, in dem der der kiirzeren dieser beiden Seiten gegeniiberliegende
Winkel fixiert ist, ist (falls es existiert) stabil, aber es existieren zwei Drei-
ecke mit diesen Stiicken, siche Abb. 5.

Abb. 5: Zwei Dreiecke mit zwei Paaren gleich langer Seiten und kongruenten Winkeln, die
den jeweils kiirzeren dieser Seiten gegeniiberliegen

Variationen fester und variabler Seitenlingen und WinkelgroBen an Vier-,
Fiinf- und ggf. Sechsecken fithren zu der Erkenntnis, dass ein n-Eck stabil
wird, wenn mindestens 273 seiner Seiten bzw. Winkel fixiert sind.’

In Abb.6 sind drei
Seiten und drei Winkel
fixiert (der Eckpunkt
unten rechts ldsst sich
entlang der roten Seite
verschieben, wobei der
Winkel nicht verdndert
wird). Das Fiinfeck hat
somit noch einen Frei-
heitsgrad. Fixiert man
eine weitere Seite oder
einen weiteren Winkel,

SO ISt es start. Abb. 6: ,,Variables* Fiinfeck

% Bei n-Ecken, deren siamtliche Seiten fest und durch Gelenke verbunden sind (Ge-
lenk-n-Ecke), miissen also mindestens #n—3 Winkel (oder stattdessen Diagonalen)
fixiert werden — man sagt, dass der Freiheitsgrad eines Gelenk-n-Ecks n—3 ist. Aus-
fithrlicher werden Gelenk-n-Ecke in (Mink 2018, S. 65-78) thematisiert; das Buch
enthélt auch entsprechende Unterrichtsmaterialien (Vorlagen fiir aus Pappe auszu-
schneidende Stibe und Tabellenvorlagen fiir systematische Untersuchungen).
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Einige weitere Beispiele fiir ,,dynamische“ Konstruktionen mit dem

Geometriebaukasten

Im Folgenden wird eine kleine Auswahl der von Bellin vorgeschlagenen
Konstruktionen vorgestellt. Hierbei sollen sowohl m. E. sinnvolle Beispiele
gezeigt als auch Grenzen verdeutlicht werden.

Winkel an geschnittenen Parallelen

Abb. 7: Winkel an geschnittenen Parallelen

Mit dem in Abb. 7 gezeigten Aufbau lassen sich der Stufen- und der Wech-
selwinkelsatz herausarbeiten, wobei sowohl der Abstand zwischen den Pa-
rallelen als auch die Lage der sie schneidenden ,,Geraden variabel sind.
Allerdings sind die Winkelmessungen relativ ungenau (im Vergleich zu
Konstruktionen auf Papier oder erst recht mittels DGS).

,,Besondere“ Linien und Punkte im Dreieck

o

f

Winkelhalbierende lassen sich
auch auf geschlitzten Stiben
gut realisieren (Abb. 8). Bei
vorsichtiger Fithrung des rech-
ten Eckpunktes entlang der va-
riablen  Dreiecksseite  wird
sichtbar, dass sich die Winkel-
halbierenden immer in einem
Punkt schneiden. Eine Realisie-

i

i
rung des Inkreises (mit sich : i el
verdnderndem Radius) ist aller- | i )
dings nicht moglich. Abb. 8: Dic Winkelhalbierenden eines Dreiecks
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Mittelsenkrechten von Strecken
variabler Lénge lassen sich mit
dem Baukasten gut herstellen,
allerdings fiihrt die Konstrukti-
on der drei Mittelsenkrechten
eines Dreiecks in der in Abb. 9
dargestellten Weise zu einem
schwer durchschaubaren Kon-
strukt. Die von Bellin (1959,
S. 73) vorgeschlagene (weniger
aufwindige aber sehr fragile)
Konstruktion von Hoéhen bzw.
Mittelsenkrechten erwies sich
bei Versuchen als ungeeignet,
um einen gemeinsamen Schnitt-
punkt bei (verdnderbaren) Drei-
ecken zu erkennen.

Seitenhalbierende lassen sich
durch Schniire realisieren, wo-
bei der gemeinsame Schnitt-
punkt bei Variation des Drei-
ecks jedoch nur erhalten bleibt,
wenn Mittelpunkte variabler
Seiten manuell nachjustiert oder
durch eine Konstruktion wie in
Abb. 9 realisiert werden.

Abb. 9: Mittelsenkrechte

Abb. 10: Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks

Diagonalen und Teildreiecke im Parallelogramm

Durch Messungen an einem
verdnderlichen Parallelogramm
konnen Schiilerinnen und Schii-
ler feststellen, dass sich die Di-
agonalen halbieren, gegeniiber-
liegende Winkel gleich grof3
sind und sich benachbarte Win-
kel zu 180° ergénzen.

Abb. 11: Parallelogramm mit Diagonalen
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Allerdings sind die Messungen (wie schon erwdhnt) recht ungenau. Daher
ist es sinnvoll, zwei der in Abb. 11 gezeigten Konstrukte zu bauen, iiberei-
nander zu legen und eines davon um 180° um den (gemeinsamen) Diagona-
lenschnittpunkt zu drehen, womit auch die Kongruenz jeweils gegeniiber-
liegender Teildreiecke offensichtlich wird.

Sdtze am Kreis

Der Geometriebaukasten enthélt (auler kreisformigen Winkelmessern und
einigen kleinen Ridern) keine Kreise. Diese lassen sich erginzend aus Pap-
pe ausschneiden, besitzen dann allerdings keinen variablen Radius und las-
sen sich nicht stabil mit anderen Bauteilen verschrauben.

Fiir eine Reihe von Sdtzen am Kreis wiirde man eigentlich keine Modelle
von Kreisen benétigen, sondern lediglich Punkte (bzw. Schrauben), die sich
auf Kreisen bewegen, also von einem festen Punkt einen konstanten Ab-
stand behalten.

So ist bei der in Abb. 12 abgebilde-
ten Konstruktion zum Satz des Tha-
les der Pappkreis nur ,.kosmetisches
Beiwerk®”, im Sinne der Anschau-
lichkeit jedoch sinnvoll. Auf &hnli-
che Weise lésst sich auch der Zentri-
Peripheriewinkelsatz erarbeiten (Bel-
lin 1959, S. 99), wobei hierbei wie-
der zu beachten ist, dass die durchge-
fihrten Winkelmessungen recht un-
genau bleiben.

Abb. 12: Satz des Thales

Anwendungen der Ahnlichkeitslehre: Pantograph u. a.

Bellin empfiehlt den Aufbau von Modellen zur Erarbeitung der Strahlen-
und Ahnlichkeitssitze (Bellin 1959, S. 111ff). Aufgrund der recht unkom-
fortablen und ungenauen Messungen sind hierfiir aber m. E. sowohl Zeich-
nungen auf Papier als auch DGS-Konstruktionen zu bevorzugen. Gut lassen
sich hingegen ,,Gerdte* bauen, die auf den Strahlensidtzen bzw. &hnlichen
Dreiecken basieren, wie z. B. Jakobsstibe (sieche z. B. Bellin 1959, S. 113),
einfache ,,Proportionenlehren* und Proportionalzirkel (ebd., S. 112).
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Eine beliebte Anwendung der Ahnlichkeitslehre sind Pantographen (bzw.
Storchenschnibel). Mink behandelt sie ausfiihrlich und gibt Bauanleitungen
fir Pantographen aus Pappstreifen (Mink 2018, S. 86-99); ,.fertige” Panto-
graphen sind auch im Handel erhiltlich. Metallbaukisten eignen sich eben-
falls sehr gut, um Pantographen herzustellen, siche Abb. 13. Folgt man al-
lerdings dem Vorschlag von Bellin (1959, S. 116), zwei der Parallelo-
grammseiten mit geschlitzten Stidben zu realisieren, um ohne Umschrauben
stufenlose Anderungen des MaBstabs vornehmen zu kénnen, so erhilt man
ein sehr wackeliges Konstrukt. (Dariiber hinaus hat die Verwendung ge-
lochter Stibe den Vorteil, dass sich der MaBstab gut durch Auszédhlen der
Locher einstellen ldsst.)

Abb. 13: Pantograph

Ellipsenzeichner

Ein Ellipsenzeichner ldsst sich leicht mithilfe zweier geschlitzter Stdbe
(welche die Koordinatenachsen markieren) und eines gleitenden Stabes fes-
ter Lange realisieren. Unterteilt man den gleitenden Stab in Teilstrecken der
Langen a und b und bringt am Teilungspunkt einen Stift an, so entsteht eine
Ellipse mit den entsprechenden Léngen der Halbachsen (siche Abb. 14).
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bl vZaveose
y=b- sin(pé
a X
Abb. 14: Ellipsenzeichner Abb. 15: Funktionsweise der Ellipsenzeichners

Die Funktionsweise dieses Ellipsenzeichners beruht auf der Parameterdar-
stellung der Ellipse (x;y) = (a cos @ ; b sin ¢)* Diese muss Schiilerinnen
und Schiilern aber nicht unbedingt bekannt sein, um die Konstruktion zu
verstehen. Ein mogliches Vorgehen wire, zunédchst die Konstruktion aus-
fithren zu lassen und dann folgende Aufgaben zu stellen:

e Driicke die Koordinaten der gezeichneten Punkte durch die Léngen
der Teilstrecken a und b sowie den Winkel ¢ zwischen dem glei-
tenden Stab und der x-Achse aus.

e Zeige, dass die ermittelten Koordinaten die Ellipsengleichung

2 2
Z_Z + Z_z = 1 erfiillen.

Elementare Raumgeometrie: Korper und ihre Abwicklungen

Baut man Seitenflachen von Korpern und fligt diese mit drehbaren Schar-
nieren zusammen, so lassen sich diese verformen (scheren). Ein Quader

* Der Parameter ¢ entspricht dabei iibrigens i. Allg. nicht dem Winkel zwischen der
x-Achse und dem Strahl vom Ursprung durch den entsprechenden Ellipsenpunkt,
wihrend der in Abb. 15 eingezeichnete Winkel tatséchlich den Parameter kenn-
zeichnet.

36



Andreas Filler

lasst sich auf diese Weise in ein (fast) beliebiges Parallelepiped deformieren
und dessen Abwicklung betrachten (siche Abb. 16).

ﬂnn:sv:nv.r"’.

TTT

00606000

Abb. 16: Vom Quader zum (nicht quaderférmigen) Parallelepiped und dessen Abwicklung
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Fazit: Metallbaukasten oder DGS?

In einem Seminar wurden diverse geometrische Konstruktionen (u. a. die in
diesem Beitrag beschriebenen) sowohl mit dem Geometriebaukasten als
auch mithilfe von GeoGebra angefertigt und hinsichtlich ihrer Eignung fiir
den Einsatz im Unterricht untersucht. Dabei wurden Vor- und Nachteile
beider ,,Medien* diskutiert.

Als Vorteile des Geometriebaukastens wurden von Studierenden insbe-

sondere genannt:

Haptik, Modellhaftigkeit: Beziige zur physischen Realitit liegen
ndher. Bewegungen werden sinnlich erfahrbar, da sie konkret aus-
gefiihrt werden konnen.

Forderung rdumlichen Vorstellungsvermdgens ist auch bei ebenen
Sachverhalten mdoglich (Betrachtung aus unterschiedlichen Per-
spektiven).

Der Aufbau von Konstruktionen mit dem Baukasten eignet sich
gut fiir kooperatives Arbeiten (mitunter sind sogar mehrere Perso-
nen nétig oder zumindest hilfreich, um Konstruktionen zusammen-
zubauen oder zu benutzen — wie den Pantografen oder den Ellip-
senzeichner).

Allerdings sind — stark abhidngig von der jeweiligen Konstruktion — auch
klare Nachteile des Baukastens gegeniiber der Software festzustellen:

Konstruktionen sind mithilfe des Metallbaukastens z. T. kompli-
zierter zu realisieren als Computerkonstruktionen; oft ist der Zeit-
bedarf hoher.

Grofere/komplexere Konstruktionen sind z. T. uniibersichtlich so-
wie unhandlich und/oder instabil.

Die Konstruktionen sind ungenauer, dieser Nachteil fillt vor allem
ins Gewicht, wenn Messungen durchgefiihrt werden sollen.

Die Beweglichkeit von Konstruktionen ist z. T. durch Schrauben
eingeschrankt.

Allerdings haben der hohere Zeitbedarf und die teilweise schwierigere Rea-

lisierung von Konstruktionen auch den Vorteil, dass geometrische Zusam-
menhinge, Eigenschaften und Konstruktionen haufiger bendtigt werden als
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bei Computerkonstruktionen (wo z. B. Mittelsenkrechte, Winkelhalbierende
sowie viele weitere Objekte per Mausklick entstehen).

Auch fiir/gegen den Computereinsatz sprechen Vor- und Nachteile:

e  Konstruktionen sind prézise und oft schnell realisierbar.

e Sofortiges Feedback kann sich allerdings auch negativ auf die Mo-
tivation auswirken.

o  Geometriesoftware als ,,Black Box*“: Man sieht nicht, was im
»Hintergrund* passiert.

e Abhidngigkeitsverhdltnisse (was ist fix, was variabel, was wovon
abhingig) sind bei DGS oft uniibersichtlicher’, wihrend man bei
Metallbaukasten-Konstruktionen unmittelbarer sieht, welche
Schrauben in festen Lochern stecken und welche verschiebbar
sind.

Wie schwer Vor- und Nachteile wiegen, hingt stark von den jeweiligen
Konstruktionen ab. Hervorzuheben ist aber, dass das Anfertigen verhéltnis-
méiBig einfacher dynamischer Konstruktionen mit dem Baukasten dazu bei-
tragen kann, das Prinzip des Zugmodus zu verinnerlichen, und damit auch
auf komplexere Konstruktionen mittels DGS vorbereitet.

Tipps fiir ,,Nachahmer*

Die gemachten Erfahrungen zeigen, dass die ,,mechanische* Anfertigung
dynamischer Konstruktionen durchaus auch zukiinftig sinnvoll sein kann.
Der hier vorgestellte Geometriebaukasten ist natiirlich seit Jahrzehnten nicht
mehr erhéltlich, aber wie die Beispiele in diesem Beitrag gezeigt haben, be-
ndtigt man fiir die meisten Konstruktionen lediglich folgende Bauteile:

e handelsiibliche M4-Schrauben, -Muttern und Unterlegscheiben,
o evtl. 360°-Winkelmesser, die ebenfalls handelsiiblich sind,

> Studierende verloren in den Seminarsitzungen bei der Arbeit mit GeoGebra mehr-
fach die Ubersicht, vergaBen Objekte abhiingig von anderen zu konstruieren, ver-
suchten an abhédngigen Punkten zu ziehen und wunderten sich, wenn diese unbeweg-
lich waren.
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e gelochte Stébe,
e  Stibe mit Schlitzen.

e 319 mm >
11,8
: e mm

& 4.4 mm

Lochabstand: 12,8 mm !

Abb. 17: Malle der Stibe des Geometriebaukastens (Abbildung in Originalgrofe)

Die Stébe konnten mithilfe eines 3D-Druckers hergestellt werden. Aus Zeit-
und Kostengriinden erscheint es aber u. U. sinnvoll, derzeit erhéltliche Me-
tallbaukdsten anzuschaffen (die bereits ausreichend gelochte Stibe enthal-
ten) und lediglich geschlitzte Stibe (siche Abb. 17, oben) mit 3D-Druckern
anzufertigen. Geeignete Metallbaukésten produziert gegenwértig die Firma
eitech®. Diese enthalten auch Stibe mit (allerdings recht kurzen) Schlitzen,
die bereits eine gewisse ,,Variabilitit” ermoglichen.

Literatur

Bellin, R. (1959). Methodische Verbesserung des Geometrieunterrichts durch viel-
seitige Verwendung von Anschauungsmitteln aus Normteilen (Lesung vor dem
Pddagogischen Kreiskabinett Neuruppin am 3.12.1957). Berlin: Volk und Wissen.

Engel, E. (1916). Raumlehre. Eine Anleitung zur Erteilung des Unterrichts in der
Raumlehre im Sinne der Meraner Beschliisse nach den Forderungen des
Grundlehrplans fiir die Volksschulen Grof3-Berlins vom 8.12.1913. Langensalza:
GreBler.

Mink, M. (2018): Geometrie entdecken in technischen Anwendungen. Wiesbaden:
Springer Spektrum.

® Siehe http://www.eitech.de/ — ein groBes Sortiment der Metallbaukisten dieser
Firma (auch Einzelteile) ist im ,,HERfast-Shop* erhéltlich:

http://www.herfast.de/eitech
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Aufwickeln und Abwickeln

Hans Walser

Zusammenfassung. Unter dem Aspekt ,,Aufwickeln und Abwickeln* finden sich in
der Mathematik und insbesondere in der ebenen und rdumlichen Geometrie, aber
auch in der Technik, verschiedene, zum teil lose zusammenhéngende Figuren, Me-
thoden und Prozesse, Bilder und Kurven.

Insbesondere: Beispiele von wenig bekannten Abwicklungen. Diskussion zum Be-
griff ,,Netz“. Minimale Anzahl Klebelaschen. Aufwickeln zu Kreis und Dreieck.
Mechanische Modelle. Das Rad auf dem Rad und die Fourier-Entwicklung. Hunde-
kurve und Parametertransformation. Winkeldrittelung. Konstruierbarkeit mit Zirkel
und Lineal. Aufwickeln zum Wiirfel. Roboter mit fiinf bewegten Drehachsen.

Wozu passt die Abwicklung?

Die Abbildung 1a zeigt eine Wiirfelabwicklung.

F

a) b)
Abb. 1: Abwicklungen

Die fiinfmal so lange Abwicklung der Abbildung 1b konnte entsprechend
finffach um den Wiirfel gewickelt werden — was allerdings Probleme mit
der Kartondicke gébe. Gibt es einen Kdrper mit der einfachen Abwicklung
der Abbildung 1b? (Losung siche Abb. 9.)

Wiirfelabwicklungen

Mein Enkel hat mir kiirzlich unter die Nase gerieben, er habe neun von den
elf Wiirfelnetzen (Abb. 2) selber herausgefunden. Er sagte Wiirfelnetz, so
stehe es im Schulbuch.
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L
Abb. 2: Wiirfelabwicklungen

Die Bezeichnung ,Netz“ fiir Polyederabwicklungen ist zwar in Schulbii-
chern gelédufig, ist aber ein semantischer Ausreiler. Im Bedeutungsumfeld
»Netz“ geht es immer um Knoten und deren Verbindungen. In den Ab-
wicklungen der Abbildung 2 gibt es aber oft zwei oder gar drei Knoten,
welche zur selben Wiirfelecke gehoren. (Warum gibt es kein Beispiel, wo
sogar vier Knoten zur selben Wiirfelecke gehdren?) — Das widerspricht der
Vorstellung eines Netzes. Man stelle sich einen Verkehrsnetzplan vor, in
welchem der Hauptbahnhof zweimal vorkommt.

Die Abbildung 3 zeigt ,,echte® Beispiele von Wiirfelnetzen.

Abb. 3: Wiirfelnetze

Klebelaschen

Fiir die Anordnung der Klebelaschen einer Polyederabwicklung gibt es eine
einfache Regel. Bei jeder zweiten Kante auf dem Rand muss eine Klebela-
sche angebracht werden. Damit erhalten wir eine Vollverklebung.
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Die Frage nach der Minimalverklebung ist spannender. Mit wie wenigen
Klebelaschen halt das Polyeder gerade noch?

Bei den Wiirfelabwicklungen geniigen in der Regel zwei Klebelaschen
(exemplarisch in Abb. 4). Gleichfarbig markierte Kanten miissen mit einer
Klebelasche verbunden werden. Bei zweien der elf Abwicklungen (rechts
unten) geniigt sogar eine Klebelasche.

] L I

Abb. 4: Minimale Klebelaschen

E

Die Abbildung 5 zeigt ein Beispiel-Modell mit nur einer Klebelasche.

&3

Abb. 5: Fahnenwiirfel
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Transmissionskette

Die Abwicklung der Abbildung 1b besteht aus fiinf Abwicklungen der Ab-
bildung la, welche an der einzigen ndtigen Klebelasche zusammengeklebt
sind. Solche verldngerte Abwicklungen konnen als Transmissionsketten
verwendet werden (Abb. 6b). Die Zahnrader sind Wiirfel, welche auf einer
Korperdiagonalen als Achse drehen (Abb. 6a).

Abb. 6: Transmission

Mein Enkel ist der Meinung, auf diese Weise kénne man keine Ubersetzun-
gen bauen. Hat er recht?

Eine Zahnrad-Ubersetzung besteht aus einem kleinen und einem groBen
Zahnrad. In unserer Situation kdnnen wir aber nicht mit einem kleinen und
einem groflen Wiirfel arbeiten, da die Seitenquadrate der Wiirfel Bauteile
der Transmissionskette sind.

Hingegen konnen wir beispielsweise mit einem Wiirfel und einem Korper
der Abbildung 7 arbeiten.
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Abb. 7: Erweiterung des Wiirfels

Dieser Korper besteht aus acht Quadraten (rot), welche gleich grof3 sein sol-
len wie die Seitenquadrate des Wiirfels, weiter aus acht gleichschenkligen
Dreiecken (gelb) und schliellich an der Achse aus zwei kleinen Quadraten
(hellblauy).

Wir erhalten mit diesen beiden ,,Zahnridern® ein Ubersetzungsverhiltnis
8:6. Acht volle Umdrehungen des kleinen ,,Zahnrades* (also des Wiirfels)
filhren zu sechs vollen Umdrehungen des groBen ,,Zahnrades™ der Abbil-
dung 7.

Die Abbildung 8 zeigt eine schematische Darstellung dazu.

ERDFCE

Abb. 8: Ubersetzungsverhiltnis 8:6

Nun ist es aber so, dass bei gespannter Kette der Achsabstand der beiden
Zahnrider in den beiden Positionen der Abbildung 8 nicht derselbe ist. Der
Unterschied betrégt allerdings nur 0.5%, ist also sehr klein.

Streng genommen, kann mit einem Kettengetriebe also keine Ubersetzung
gebaut werden. Dass es trotzdem funktioniert (Omas Fahrrad mit nur einem
Gang und ohne Kettenspanner) liegt an den sehr kleinen Unterschieden und
am Spiel der beteiligten mechanischen Teile.
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Dreidimensionales Kreuz

Die Abwicklung der Abbildung 1b
passt auf ein aus siecben Wiirfeln
zusammengesetztes  dreidimensio-
nales Kreuz (Abb. 9). Ausprobie-
ren!

ADbb. 9: Dreidimensionales Kreuz

Aufwickeln auf einen Kreis

Wird ein gespannter Faden auf eine Spule aufgewickelt, beschreibt das Fa-
denende eine Evolvente (Abb. 10). Uber Kurven, die durch Ab- und Aufwi-
ckeln entstehen, siche Heitzer (1998), S. 99-102.

&L @2

Abb. 10: Aufwickeln auf einen Kreis. Evolvente

Wir kdnnen aber auch so verfahren, dass der Faden gleichméaBig gekriimmt
wird (Abb. 11).

adic QL

Abb. 11: GleichmaBig gekriimmt
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Mechanisch kénnen wir dies durch Erwidrmen eines Bimetall-Streifens rea-
lisieren.

Bei ciner Fadenldnge a beschreibt
das Fadenende eine Kurve mit der
Polargleichung:

r(p) = %sin«p)

Dies kann wie folgt eingesehen
werden (Abb. 12).

Abb. 12: Herleitung der Polargleichung

Zunichst ist:

Daraus ergibt sich:

r(p) = 2psin(p) = Z%Sinﬁp) = %sin@p)

Die Kurve kann zu einer Art ,,Herzkurve® ergidnzt werden (Abb. 13a). Diese
ist aber keine Kardioide und ist groBer als die klassische Kardioide (Abb.
13b).

Abb. 13: Herzkurve. Vergleich mit Kardioide

Aufwickeln auf ein Dreieck

Beim Aufwickeln mit gespanntem Faden auf ein Dreieck lduft das Faden-
ende auf einer Folge von Kreisbogen mit schrittweise abnehmendem Radius
(Abb. 14).
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A

Abb. 14: Folge von Kreisbogen

Nun wickeln wir so auf, dass wir den Faden gleichméBig knicken (Abb. 15).
An den Knickstellen sollen die AuBlenwinkel gleichmédBig von 0° auf 120°
zunehmen.

AL

Abb. 15: GleichméiBig geknickt

Wir kénnen das sehen wie das Schlieen einer flachen Hand zur Faust. Bei
der Hand haben wir allerdings — vom Handriicken aus gezéhlt — vier Teile,
und diese sind nicht von gleicher Lange.

In der Abbildung 16 sind die Kurven fortgesetzt gedacht, als ob das Dreieck
nicht mehr im Weg wire.

== ==
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Abb. 16: Kreisiiberlagerung

Die erste Knickstelle ist ortsfest. Die zweite Knickstelle lduft auf einem
Kreis. Der Endpunkt des duflersten Schenkels lduft auf einer Kurve, welche
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eine Kreisiiberlagerung darstellt. Auf dem ersten Kreis lauft der Mittelpunkt
des zweiten Kreises, der mit doppelter Geschwindigkeit dreht.

Im eingezeichneten Koordinatensystem kann die entstehende Kurve para-
metrisiert werden wie folgt (1).

5.y _ [cos(0t) cos(1t) cos(2t)
*(0) = [sin(Ot)] [sm(lt) [sin(Zt) t € [0,2n] 1

Wir sehen eine Fourier-Folge, die nach zwei Schritten abbricht.

Die Abbildung 17 zeigt ein mechanisches Modell mit Zahnradern.

Abb. 17: Mechanisches Modell

Das ganz grof3e Zahnrad sitzt im Leerlauf auf einer gerétefesten Achse und
wird von unten (kleines Zahnrad) angetrieben. Es dient dem Anheben des
ersten bewegten Schenkels. Auf derselben Achse sitzt vorne ein ortsfestes
Zahnrad. Dieses dreht sich also gegeniiber dem Gerét nicht. Durch das An-
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heben des inneren beweglichen Schenkels wird aber iiber zwei kleine Zwi-
schenzahnrader das duBlerste Zahnrad angetrieben. Dieses dreht doppelt so
rasch wie der bewegliche Schenkel (Ubergang von ¢ zu 2¢ in der Parameter-
darstellung) und bewegt den dulleren Schenkel des Gerites. Die Bewegung
des duBersten Punktes dieses Schenkels entspricht der Kreisiiberlagerung
der Abbildung 16.

Die beiden kleinen Zwischenzahnrider dienen nur zur Verldngerung des
inneren beweglichen Schenkels. Fiir die Kinematik sind sie unerheblich und
konnten weggelassen werden.

Hundekurve

Die als ,Kreisliberlagerung® eingefiihrte Kurve der Abbildung 16 ist eine
»Hundekurve®. Wir legen die Wurst in den Doppelpunkt. Wenn nun die
Madame mit dem Fiffi an der roten Einheitsleine auf dem blauen Kreis spa-
zieren geht, bewegt sich der Fiffi auf der inneren Schleife der griinen Kurve
(Abb. 18). Der zweite Hund der Madame, der Veggi, bewegt sich auf der
duBeren Schleife.

Abb. 18: Fiffi und Veggi

Bevor wir das beweisen, zwei mechanische Modelle. In beiden Modellen
stellt die blaue Kreisscheibe die Madame dar, die rote Kreisscheibe den Fif-
fi, die griine Kreisscheibe den Veggi und die orange Kreisscheibe die
Waurst.
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Im Modell der Abbildung 19 ist eine Fiihrungsstange sichtbar, welche den
Fiffi zur Wurst leitet. Allerdings haben wir dort einen Anschlag, und es geht
nicht mehr weiter.

Abb. 19: Fithrungsstange mit Anschlag

Im Modell der Abbildung 20 sind Fithrungsstange und Wurst um eine Ebe-
ne nach vorne verlegt. Daher kann, wenn der Fiffi die Wurst erreicht hat,
weitergedreht werden. Natiirlich trdgt das Modell von Fiffi und der Wurst
nun nicht mehr; die Wurst ist ja gefressen worden. Es geht jetzt nur noch
um das mechanische Modell mit dem als ,,Fiffi* bezeichneten Punkt.

Der Fiffi entfernt sich dann auf der dufleren Schleife von der Wurst. Als
néchstes erreicht die Madame die Wurst. Das ist der ,,tote Punkt* des Mo-
dells. Die beiden Hunde konnten in dieser Situation vertauscht werden. Das
Weiterdrehen funktioniert aber iiber diesen toten Punkt hinweg. Nun néhert
sich der Veggi der Wurst und erreicht sie. AnschlieBend bewegt er sich auf
der inneren Schleife, bis er wieder die Wurst erreicht. Durch Weiterdrehen
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erhalten wir schlielich die Ausgangsposition mit dem Fiffi auf der inneren
und dem Veggi auf der dufleren Schleife.

Abb. 20: Fithrungsstange nach vorn verlegt

Beweis

Wir haben zu zeigen, dass die Kurve der Abbildung 16 mit der Parametri-
sierung (1) tatsdchlich eine Hundekurve ist.

Wir bezeichnen wie schon frither mit ¢t den Parameter des blauen Kreises,
also fiir die Bewegung der Madame. Im gelb eingezeichneten gleichschenk-
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ligen Dreieck ist dies der AuBBenwinkel des der Basis gegeniiberliegenden
Winkels. Die beiden Basiswinkel sind je halb so groB.

[§]

Abb. 21: Parametrisierung der Hundekurve

Mit Hilfe des parallel verschobenen Basiswinkels g kann nun die Bewegung

des Veggi parametrisiert werden. Es ist:
1
SN cos(Ot)] [cos(lt) cos (5 t)
x® = [sin(Ot) T lsincio ) T, ol te04m] @)
2
Der Vergleich der Parametrisierungen (1) und (2) ist zunéchst irritierend.
Die ersten beiden Summanden sind (scheinbar) identisch, im letzten Sum-
manden haben wir einmal das Doppelte und einmal die Hélfte des Parame-
ters.

Das Problem 16st sich mit einer Parametertransformation. Wenn wir in (1)
den Parameter durch einen doppelt so gro3en substituieren und den zweiten
und dritten Summanden vertauschen, ergibt sich (2). Auch die Parameterbe-
reiche stimmen dann wieder {iberein. Damit ist der Beweis erbracht.

Exkurs: Der Autor gesteht, dass nicht nur seine Studierenden, sondern auch
er selber Probleme mit solchen Parametertransformationen hat. Man muss
mit einer Hilfsvariablen arbeiten, die man am Schluss dann umbenennt.

Ein Diskussionspunkt ist die Frage, ob zwei durch verschiedene Parametri-
sierungen beschriebene, aber identische Punktmengen als dieselbe Kurve
bezeichnet werden konnen. Fundamentalisten verneinen dies. Fiir eine Kur-
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ve ist die Parametrisierung essentiell, so wie der Definitionsbereich zum
Funktionsbegriff gehort. Geometer und Kartografen haben da weniger
Skrupel. Wien bleibt Wien, egal ob auf der Plattkarte oder der Mercator-
Karte.

Die Parametrisierung (2) gibt Anlass zu einem weiteren mechanischen Mo-
dell fiir die Kurve (Abb. 22).

Abb. 22: Ein weiteres Modell fiir die Hundekurve

Die Wurst ist hier mechanisch v6llig isoliert. Das Modell funktioniert mit
einem Kettengetriebe. Das duflere Kettenrad ist doppelt so gro3 wie das in-
nere. Es dreht daher halb so schnell. Dies liefert den halben Parameter im
letzten Summanden von (2). Das Rddchen mit dem schwarzen Gummireifen
ist nur ein Kettenspanner. Er ist erforderlich, damit das Modell prazis genug
arbeitet. Uber Hundekurven und verwandte Kurven siehe Haftendorn
(2017), S. 38-78.
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Winkeldrittelung

Die Parametrisierungen (1) und (2) ergeben global dieselben Punkte, aber
nicht punktweise. Fiir einen bestimmten Parameterwert ergeben sich zwei
verschiedene Punkte, die aber beide auf der Kurve liegen (Abb. 23).

Abb. 23: Verschiedene Punkte

Bis zum zweiten Term, mit dem man vektoriell beim Punkt auf dem blauen
Kreis angekommen ist, unterscheiden sich die beiden Parameterdarstellun-
gen nicht. Mit der Parametrisierung (1) erhalten wir dann aber gegeniiber
der Horizontalen einen Winkel von 2t und fiir denselben Parameterwert mit

der Parametrisierung (2) einen Winkel von %t. Die Differenz ist %t, also das

Dreifache des kleinen Winkels %t. Damit ergibt sich eine Moglichkeit zur

Winkeldrittelung.

Sie geht so: Wir zeichnen gemél Abbildung 24 ein gleichschenkliges Drei-
eck mit dem zu drittelnden Winkel gegeniiber der Basis. Dieses Dreieck
passen wir dann so ein, dass auch die zweite Basisecke auf der Kurve liegt.
Der Winkel zur Horizontalen durch die Dreiecksspitze ist dann ein Drittel
des Ausgangswinkels.
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Abb. 24: Winkeldrittelung

Beriihrung der Dreiecksspitze

In der Abbildung 16 sehen wir, dass der dulere Schenkel die Dreiecksspitze
zunichst beriihrt und dann iiberschneidet. Bei welchem Parameterwert t
findet die Beriihrung (Abb. 25) statt?

100°

? 60°Y ¢ 60°Y100°

Abb. 25: Beriihrung

Wir machen eine Auflenwinkeliiberlegung im blau eingezeichneten gleich-
schenkligen Dreieck. Der gesuchte Parameterwert f ist der AuBBenwinkel der
Basiswinkel. Der der Basis gegeniiberliegende Winkel hat den Auflenwin-
kel t + 60°. Die Summe der drei Aulenwinkel ist also 3t + 60°. Da umge-
kehrt bei jedem Vieleck die Summe der AuBlenwinkel 360° betragt, ergibt
sich t = 100°.

Exkurs: Ich habe in meinem bisherigen Leben noch nie einen Winkel von
100° angetroffen. Dies liegt wohl daran, dass ein solcher Winkel nicht mit
Zirkel und Lineal konstruierbar ist. Der Beweis dazu verlduft indirekt. An-
genommen, ein Winkel von 100° sei mit Zirkel und Lineal konstruierbar.
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Dann lieBe sich ein Winkel von 60° subtrahieren und wir erhielten einen
Winkel von 40°, alles mit Zirkel und Lineal. Dies ist der Zentriwinkel eines
regelméBigen Neunecks, welches damit ebenfalls mit Zirkel und Lineal
konstruierbar ware. Das widerspricht aber einem Satz von Gaul} {iber die
Konstruierbarkeit regelmaBiger Vielecke.

Das rechnerische Vorgehen fiihrt auf kubische Gleichungen.

Das analoge Problem beim Aufwickeln auf ein Quadrat (Abb. 26) fiihrt
nicht auf einen ,,schonen” Winkel. Die zugehorigen Gleichungen sind vom

D

Ny

A

\—/

77.327°

Abb. 26: Auf ein Quadrat aufwickeln.

Aufwickeln auf einen Wiirfel

Wir wickeln nun die Abwicklung der Abbildung la gleichmaBig geknickt
auf den Wiirfel. Die Abbildung 27 zeigt die Startlage und den ersten Schritt
mit einer Drehung um 5°. Das vorderste Quadrat bleibt ortsfest. Dann wird
um jede Kante, welche zwei Quadrate verbindet, je um 5° gedreht. Das
heiflt, dass zwar die erste Drehachse auch ortsfest bleibt, aber schon die
zweite Drehachse und mit ihr alle folgenden Drehachsen verdreht werden.
Wir haben dieselbe Situation wie bei einem Roboter, der mehrere Drehach-
sen hat, welche sukzessive verdreht werden.
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Abb. 27: Start und Drehung um 5°

Die Abbildung 28 zeigt die Situation nach Drehungen um 40° und um 45°.

Abb. 28: Drehungen um 40° beziehungsweise 45°

In der Abbildung 29 haben wir die Situation nach der Drehung um 85° und
schlielich die Endlage des Wiirfels.

Abb. 29: Drehung um 85° und geschlossener Wiirfel
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Beriihrung einer Wiirfelecke

Analog zu den Abbildungen 25 und 26 interessiert die Frage, ob und wo der
einzupackende Wiirfel beriihrt wird. Ich bin diese Frage nur experimentell
angegangen. Die Abbildung 30 zeigt die Startposition mit dem Wiirfel und
die erste feststellbare Durchschneidung bei einer Drehung von etwa 70°.

Abb. 30: Start und Beginn der Wiirfeldurchdringung bei etwa 70°

In der Abbildung 31 sehen wir die beiden Folgeschritte.

Abb. 31: Drehungen um 75° respektive 80°

Das gleichmédBige Einpacken eines massiven Wiirfels ist nicht moglich. Wir
miissen mit einem sequentiellen Algorithmus arbeiten, also Seite um Seite
einpacken.

Dank

Der Autor dankt Andreas Filler, Berlin, Bernhard Keller, Ziirich, und Theo
Walser, Ziirich, fiir Anregungen und Hinweise.
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Software

Verwendete Software: EazyDraw, GraphicConverter, Maple, MathType,
Microsoft Word, POVRay.

Hardware

Bauteile aus Metallbaukasten Meccano und Stokys, Plexiglas, Sperrholz,
Alu-Rohre, Karton.

Literatur

Haftendorn, Dorte (2017): Kurven erkunden und verstehen. Mit GeoGebra und an-
deren Werkzeugen. Wiesbaden: Springer Spektrum. ISBN 978-3-658-14748-8.

Heitzer, Johanna (1998): Spiralen, ein Kapitel phdnomenaler Mathematik. Leipzig:
Klett. ISBN 3-12-720044-7.

Websites

Hans Walser: Fahnenwiirfel (abgerufen 17.09.2019)

www.walser-h-m.ch/hans/Miniaturen/F/Fahnenwuerfel/Fahnenwuerfel.htm

Abbildungen

Alle Zeichnungen und Fotos durch den Autor.

60


http://www.walser-h-m.ch/hans/Miniaturen/F/Fahnenwuerfel/Fahnenwuerfel.htm

Vom Inkreis zur Hyperbel
Jorg Meyer

Zusammenfassung. Die Mittelpunkte aller Kreise, die zwei gegebene Kreises von
aullen beriihren, liegen auf einem Hyperbelast. Die Hyperbelkonstruktion ldsst sich
analog zur bekannten Parabelkonstruktion durchfiihren. Damit liefert das Thema
eine problemnahe Einfitlhrung in das Gebiet ,,Kegelschnitte® mit ,,open-end*-
Charakter.

Allgemein bildender Geometrieunterricht

Bei Wilhelm von HUMBOLDT liest man zur Zielsetzung des Gymnasiums:

Der Schiiler ist reif, wenn er so viel bei andern gelernt hat, dass er nun fiir sich
selbst zu lernen im Stande ist. (...) Man konnte ndmlich (...) mechanisch bei-
bringen, z. B. chemische Mischungen, Rechnungsformeln usf.. Allein dies hieffe
die Grenzen des Schulunterrichts verlassen, die zur Bildung bestimmte Zeit zur
Abrichtung missbrauchen und die Kopfe verderben. (Humboldt 1809, S. 169 ff.)

Zwar mit ganz anderem Hintergrund, aber mit vergleichbarer Zielsetzung
schreibt Franz WEINERT:

(Kompetenzen sind) die bei Individuen verfiigbaren oder durch sie erlernbaren
kognitiven Féihigkeiten und Fertigkeiten, um bestimmte Probleme zu losen, so-
wie die damit verbundenen motivationalen, volitionalen und sozialen Bereit-
schaften und Fihigkeiten, um die Problemlosungen in variablen Situationen er-
folgreich und verantwortungsvoll nutzen zu kénnen. (Weinert 2001, S. 27 £.)

(Der psychologische Fachbegriff ,,Volition® beschreibt den Prozess der Wil-
lensbildung zur Uberwindung von Handlungsbarrieren.) Dieser noch nicht
durchoperationalisierte (und noch nicht verkommene) Kompetenzbegriff
lasst sich fruchtbar machen.

Fir den Geometrieunterricht bedeuten die Aussagen Humboldts und
Weinerts: Nicht Wissen anhdufen, sondern Interesse wecken, problemorien-
tierten und entdeckenden Unterricht anhand tragféhiger ,,GroBaufgaben®
gestalten, die ,,open-ended” sein sollten und Vertiefungen an mehreren Stel-
len und in verschiedene Richtungen ermdglichen sollen. Dafiir gibt es keine
Patentrezepte, wohl aber mehr oder weniger gelungene Beispicle, die sich
ihrerseits nicht von einer Lerngruppe auf eine andere transferieren lassen.
Ein solches Beispiel ist das folgende.



Vom Inkreis zur Hyperbel

Ausgangspunkt: Wie konstruiert man diese Figur?

Man hat in Abb. 01 drei mit-
telgroBBe Kreise, die einander
beriihren, dazu einen kleinen
Innenkreis und einen groBen
AuBenkreis. (Innen-und Au-
Benkreis werden mitunter
nach dem Chemie-Nobel-
preistrager Frederick Soddy
benannt.) Die Konfiguration
wird noch ansprechender,
wenn sich alles bewegt, was
jedoch auf dem Papier nicht
darstellbar ist.

Abb. 01: Motivgebende Figur
Beginnen wir mit den drei mittelgroen Kreisen. Eigentlich hat man so et-
was schon einmal gesehen, aber vielleicht nicht hingeguckt. Der Inkreis ei-
nes Dreiecks liefert nimlich drei sich beriihrende Kreise (Abb. 02).

Abb. 02: Drei sich beriihrende Kreise

Der Innenkreis soll drei (sich beriihrende) Kreise beriihren. Es ist beim
Problemlésen eine haufig erfolgreiche Strategie, zunédchst eine Bedingung
wegzulassen: Gesucht sind Kreise, die nur zwei gegebene Kreise beriihren.
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Eine erste Moglichkeit: Kreisinversion

Fiihrt man eine Inversion an einem Kreis durch, dessen Mittelpunkt der
schon vorhandene Beriihrpunkt ist und dessen Radius irrelevant ist, so wer-
den die beiden schon vorhandenen Kreise (oben; rot) auf zueinander paral-
lele Geraden abgebildet, und man muss nun einen Kreis konstruieren, der
die beiden blauen Geraden beriihrt. Dessen Inversionsbild ist ein Beriihr-
kreis (Abb. 03 zeigt in der Mitte und rechts jeweils eine Losung).

o] ) (

@
(O

Abb. 03: Zwei Beriihrkreise via Kreisinversion

Diese Losung ist elegant und einfach, erfordert jedoch abrufbare (und damit
kaum zur Verfiigung stehende) Kenntnisse zur Kreisinversion. Man wird
sich nicht die Zeit fir die Kreisinversion nehmen, wenn man nur Beriihr-
kreise konstruieren will. Andererseits kann man mit Hilfe der Kreisinversi-
on alle Beriihrprobleme des APOLLONIUS von Perge losen.

Abb. 04: Wenn man schon einen Beriihrkreis hitte ...

Ein frischer Ansatz
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Gegeben seien zwei Kreise mit den Mittelpunkten Z; und Z, und Radien r,
und r,, die sich gar nicht zu beriihren brauchen. Wir suchen alle Kreise, die
die beiden gegebenen (von aufBlen) beriihren. Ein solcher Kreis habe den
Mittelpunkt P (Abb. 04) und den Radius r.

Dann gilt: r :|PZI|—r1 :|PZZ|—r2 bzw. |PZl|—|PZZ| =1 —1,. Die letzte
Gleichung sagt aus, dass P auf einem Hyperbelast mit den Brennpunkten Z;
und Z, liegt. Das Problem, einen Beriihrkreis zu konstruieren, fiihrt somit
auf ganz natiirliche Weise zur Hyperbel (Abb. 05 zeigt zwei Beriihrkreise).
(Dieser Zusammenhang war bereits Adriaan van ROOMEN (1561 — 1615)
aufgefallen.) Der zweite Hyperbelast liefert keinen Kreis, der die beiden ge-
gebenen Kreise von aulen beriihrt, wird aber weiter unten noch eine Rolle
spielen.

Abb. 05: Die Mittelpunkte der AuBlen-Beriihrkreise liegen auf einem Hyperbelast
Die  Gleichung |PZl | —|PZz| =1 -1, schreibt sich auch als
|PZI| —(rl -1 ) = |PZZ| ; der Hyperbelast beschreibt also alle Punkte, die zu

Z, und zum Kreis um Z; mit dem Radius 5 —r, (in Abb. 04 rechts blau

eingezeichnet) denselben Abstand haben. (Der Abstand eines Punktes zu
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einem Kreis ist hier als der Abstand des Punktes zum néchstgelegenen
Kreispunkt definiert.) Der Kreis um Z; mit dem Radius 1 —1, ist der Leit-

kreis der Hyperbel, und Z, ist der zweite Brennpunkt.

Auf dem zweiten Hyperbelast liegen die Mittelpunkte der Kreise, die die
beiden gegebenen Kreise von innen beriihren (Abb. 06).

Abb. 06: Die Mittelpunkte der Innen-Beriihrkreise liegen auf dem anderen Hyperbelast

Nun sind zwar allgemeine Hyperbeln aus dem gymnasialen Mathematikun-
terricht bedauerlicherweise fast vollstindig verschwunden (bis auf den Gra-
phen einer antiproportionalen Zuordnung), aber die Konstruktion von Hy-
perbelpunkten ist genauso einfach wie die (weitgehend bekannte) Konstruk-
tion von Parabelpunkten: Bei der Parabel wandert L auf der Leitgeraden,
und man bekommt einen Parabelpunkt P, wenn man die Senkrechte in L zur
Leitgeraden mit der Mittelsenkrechten zu LF schneidet (Abb. 07 links). Bei
der Hyperbel wandert K auf dem Leitkreis, und man bekommt einen Hy-
perbelpunkt H, wenn man die Senkrechte in K zum Leitkreis mit der Mittel-
senkrechten zu KF schneidet (Abb. 07 rechts). Dabei liegt F aullerhalb des
Leitkreises (lage er innerhalb, bekdme man eine Ellipse).
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o

Abb. 07: Konstruktion von Parabel- und Hyperbelpunkten
Variation des Bisherigen

Soll ein Kreis einen gegebenen Kreis von auflen und einen anderen gegebe-
nen Kreis von innen beriihren, so liegt der Mittelpunkt dieses Kreises auf

einer Ellipse (Abb. 08).

/
[ ]
Zl

Abb. 08: Es gibt auch Ellipsen Abb. 09: Auch Parabeln kommen vor

Soll ein Kreis einen gegebenen Kreis von aufien und ebenfalls eine gegebe-
ne Gerade beriihren, so liegt der Mittelpunkt dieses Kreises auf einer Para-
bel (Abb. 09).
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Vorliufige Zusammenfassung

Ziel war, den Innenkreis zu drei sich beriihrenden Kreisen zu konstruieren.
Nimmt man die ,richtigen” Hyperbeldste, so schneiden die sich in einem
Punkt, dem Mittelpunkt des Innenkreises (Abb. 10).

Abb. 10: Der Innenkreis

Dass die drei Aste kopunktal sind, ist leicht zu sehen:

Ist ndmlich 1 >1r, >r;, so folgt aus |PZl|—|PZZ|:r1 -1, und aus

|P22 | —|PZ3| =1, —13 durch Addition die Bezichung |PZI | —|PZ3| =n-1;.

Nimmt man die jeweils anderen Hyperbeléste, die zu Innenberithrungen ge-
horen, bekommt man den Mittelpunkt des Auf3enkreises (Abb. 11).
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Abb. 11: Der AuBBenkreis

Eine unangenehme Uberraschung

Will man den Mittelpunkt von Innen- oder AuBlenkreis haben, muss man
zwei Hyperbeln schneiden. Dies ist zwar nicht mit Zirkel und Lineal zu leis-
ten, aber GeoGebra hat einen Algorithmus, der den Schnitt zweier Hyper-
beliste liefert. Dies kann im Unterricht ein Problem werden, weil hierdurch
die Schnittproblematik verdeckt wird.

Allerdings ist die Konstruktion des Mittelpunkts des Innenkreises nicht
»zugfest“: Wackelt man an den Eckpunkten des Ausgangsdreiecks, so
springen die Schnittpunkte zwischen den Hyperbelésten hin und her.

Die Problematik, (punktweise konstruierte) Hyperbeln zu schneiden, hat
schon Isaac NEWTON gestort (vgl. den folgenden Abschnitt). Die Problema-
tik, dass man beim Hyperbelschnitt bis zu vier Schnittpunkte haben kann,
von denen man den richtigen auswéhlen muss, hat N. DERGIADES 2007 ver-
anlasst, die baryzentrischen Koordinaten der gesuchten Mittelpunkte auszu-
rechnen.
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Exkurs: NEWTONs Losung

Zwar gab es mehrere
Autoren, die andere Lo-
sungen als die von van
Roomen publiziert ha-
ben. Allerdings ist die
Losung von Newton
1687 (book I, section IV,
Lemma 16; hier ctwas
modifiziert) besonders
interessant, da er zwar
bei Hyperbeln bleibt,
aber mit deren Leitgera-
den arbeitet.

Hyperbeldste lassen sich
auch als Mengen von
Punkten definieren, de-
ren Abstandsverhiltnis Leitgerade
zu einem Brennpunkt
und einer Leitgeraden
konstant ist.

Abb. 12: Hyperbelast und Leitgerade

Bei Parabeln wire das Abstandsverhiltnis genau 1, bei Hyperbeln ist es
grofler als 1 (Abb. 12; dort ist zusétzlich der Mittelpunkt O von Z; und Z,
eingezeichnet.).

—f f . X .
Ist Z; = NE Z, = 0 und 1 > 1y, so liegt P = y auf einem Hyperbe-

last mit den Brennpunkten Z; und Z,. Wegen |PZl|—|P22| =1 -1, und

2 2
|le|2_|PZZ|2:[X+fJ _[x—fj —4.x-f st |PZI|+|PZZ|:4-x.f
Y Y -0

und deswegen

Z'X'f_rl—rz_ 2-f ) (rl—r2)2

PZ,|=
| 2| -1 2 n-n 4.f
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Der letzte Klammerausdruck beschreibt den Abstand |PR| von P zur Gera-

2
den mit x = % ; dies ist die Gleichung der Leitgeraden. Der Faktor

2-f

n-n

ist grofer als 1, da Z, auBerhalb des Kreises um Z; mit dem Radius

1] — 1y, also aullerhalb des Leitkreises liegt.

Nun hat man insgesamt nicht nur zwei Kreise, sondern deren drei, die von
auBen beriihrt werden sollen (Abb. 13). Die Hyperbeléste zu Z; und Z, und
zu Z, und Z; schneiden einander in M. Z; und Z, liefern die Leitgerade
durch P und R, und Z, und Z; liefern die Leitgerade durch Q und S.

Abb. 13: Situation fiir drei Kreise

Beide Leitgeraden sind leicht zu konstruieren. Ihr Schnittpunkt sei T.

Da % bekannt ist, l1dsst sich die Gerade g durch T und M konstruieren,
MR

obwohl man die Lage von M auf g noch nicht kennt. Damit hat man auch

den Winkel ¢.

IMZ, | [MS| . [MZ,]
und damit ——=.
[MS| |T™| [MT]|

M liegt auf dem entsprechenden APOLLONIUSkreis, den man nun mit g
schneiden muss.

Ferner ist bekannt, ebenso sin @ =
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Eine Variante zu NEWTONs Losung, die ohne Kegelschnitte auskommt, fin-
det sich bei Casey (1888), S. 123 ff.

Wenn man auf Hyperbeln achtet ...

Es lohnt sich, die Hyperbeln durch einen Dreieckspunkt, wobei die beiden
anderen Dreieckspunkte Brennpunkte sind, genauer in den Blick zu nehmen
(Abb. 14).

Abb. 14: Hyperbel im Dreieck

Mit s = %b%—c liegt auf der Hyperbel durch B mit den Brennpunkten A

und C auch der B gegentiberliegende Inkreisberithrpunkt D wegen

IDA|-|DC|=s—a—(s—c)=c—a=[BA|-|BC|.

Nachbemerkung

Einen etwas anders gestalteten Zugang zu Beriihrkreisen findet man bei
Walser 2015 und Walser 2016.

Literatur

Casey, John 1888: A sequel to the first six books of the elements of Euclid. Dublin:
Hodges, Figgis, & Co.

Dergiades, Nikolaos 2007: The Soddy Circles. In: Forum geometricorum 7, S. 191 —
197. http://forumgeom.fau.edu/FG2007volume7/FG200726.pdf.

Humboldt, Wilhelm von 1809: Der Konigsberger und der litauische Schulplan. In:
Werke IV, Wiss. Buchgesellschaft.

71



Vom Inkreis zur Hyperbel

Newton, Isaac 1687: Philosophiae naturalis principia mathematica. Engl. Uberset-
zung etwa bei Prometheus Books, Amherst, N.Y.

Walser, Hans 2015: Kegelschnitte im Dreieck. https://www.walser-h-
m.ch/hans/Miniaturen/K/Kegelschn_i 3eck/Kegelschn i 3eck.pdf.

Walser, Hans 2016: Der Inkreis.
http://www.walser-h-m.ch/hans/Vortraege/20161111/Skript.pdf-

Weinert, Franz 2001: Leistungsmessungen in Schulen. Beltz.

(Alle Links iiberpriift am 24. 9. 2019)

72



Die Thalesfigur dynamisch betrachtet
— ein elementargeometrisches Problemfeld

Giinter Graumann

Zusammenfassung. Eine besondere Sicht auf das Problemfeld, das sich um den Satz
des Thales herum rankt, soll hier vorgestellt werden. Es geht dabei um die Beschrei-
bung von abhingigen GroBen bzw. Bahnkurven, wobei der variable Punkt sich auf
dem Thaleskreis bewegt. Zuerst werden die Bahnkurven von besonderen Dreiecks-
punkten und die Verdnderungen der Seitenldngen und des Flicheninhalts erortert,
dann werden mogliche Variationen des Themas aufgezdhlt und zum Schluss werden
die Bahnkurven von Rechteckpunkten bei der Erzeugung des Thaleskreises durch
das Einfligen eines Rechtecks zwischen zwei feste Punkte diskutiert. Zur Motivation
und Anregung von Vermutungen sollte man zundchst mit Dynamischer Geometrie
Software (DGS) arbeiten und danach gegebenenfalls eine exakte analytische Be-
schreibung mittels elementargeometrischen und/oder einfachen vektorgeometrischen
Methoden erarbeiten.

Vorwort

Mit Hilfe des Satzes von Pythagoras und trigonometrischer Erkenntnisse
lasst sich eine ganze Reihe interessanter Probleme behandeln. Allerdings
wird in der Schule heute die Trigonometrie teilweise nicht mehr behandelt
und im Geometrieunterricht der Jahrgénge 11/12 kommt in der Regel nur
noch Analytische Geometrie in Form von Linearer Algebra vor. Wie schon
Hans Schupp (2000) vor 20 Jahren festgestellt hat, gibt es viele elementar-
geometrische Aufgabenstellungen fiir die Jahrgidnge 10 bis 12, die den Ge-
ometrieunterricht bereichern koénnten und ein stirker problemorientier-
tes/prozessorientiertes Bild der Elementargeometrie vermitteln. Aber auch
in den Jahrgéngen 8 und 9 kann man den iiblichen Stoff durch neuartige Be-
trachtungsweisen bereichern und die Aktivitdt von Schiilerinnen und Schii-
lern anregen.

In dem vorliegenden Aufsatz wird eine neue Sicht auf den Satz des Thales
vorgeschlagen, wobei es nicht um einen zusitzlichen Kurs geht; es konnen
je nach Moglichkeit einzelne Aspekte in den Unterricht eingebaut werden.
Solche Aktivitidten ermutigen Studierende, ein bekanntes Theorem in einem
breiteren Kontext zu sehen und nach mdglichen Problemen in einem be-
stimmten Problemfeld zu suchen. Das Bild (view) von Mathematik ist damit
nicht nur die Anwendung von Rechenverfahren/Algorithmen und das
Durchfiithren von Beweisen, sondern betrifft auch das Suchen und Finden
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von Zusammenhédngen und das Entdecken von Sitzen bzw. Vermutungen.
AuBlerdem werden die hiermit zusammenhéngenden Kompetenzen trainiert
bzw. ihr Erwerb angebahnt.

Die Grundfigur

Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck ABC mit rechtem Winkel bei C und
fester Basis AB. Den Mittelpunkt von AB nennen wir O. Die Bahnkurve
von C ist dann nach der Umkehrung des Satzes von Thales (den wir als be-
kannt voraussetzen) ein Halbkreis (bzw. Kreis) iiber AB, d. h. ein Kreis mit
dem Mittelpunkt O und dem Radius |OA4| = ;c.

Wie in der Dreieckslehre iiblich sei dabei ¢ = [4B|, b = |AC| und a = |BC]|.
AuBlerdem seien die WinkelmaBe bei 4 und B mit a und f bezeichnet. Das

WinkelmaB des ,,Leitstrahls* OC mit der x-Achse nennen wir 0.

Wandert C von A4 aus iiber den Thaleskreis nach B, so wandert ¢ bzw. a von
180° bzw. 90° (kleiner werdend) bis 0°, wéhrend £ von 0° (groBer werdend)
bis 90° wandert. Mit Hilfe des Satzes iiber die Winkelsumme im Dreieck
und des Thalessatzes ergibt sich dabei o+ = 90° bzw. a = 90° — f und
£ =90°—0 sowie ¢ =2-0. bzw. ¢=180° — 2-4.

Abb. 1: Die Ausgangsfigur

Zur analytischen Beschreibung der Situation wihlen wir O als Koordinaten-
ursprung und OB als x-Achse, so dass 4 = (— % -C |0) und B = (+ i-c |0)
gilt. Dem Punkt C auf dem Thaleskreis geben wir die Koordinaten (u|v).
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Fiir die kartesischen Koordinaten von C gilt aufgrund trigonometrischer Ge-

setzméBigkeiten dabei C = (u|v) = G -C-COS @ E -c - sin go) bzw.

¢ =3¢ cos (180° - 2-[3)|§-c -sin (180° = 2.4)) =
1 1 .
(—; -C - COoS 2-B|;-c - sin Zﬂ),
d.h.esistu=—>-c-cos2:fundv=:-c-sin2-f.

Der Parameter u wandert dabei von —>-c bis +-c, wihrend v zunichst von 0
bis ~-c (fiir u von —=-c bis 0) und danach von >-c bis 0 (fiir u von 0 bis +>-c)

wandert.

Spuren von besonderen Punkten des Dreiecks

a) Der Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten (Mittelpunkt des Umkreises,
genannt U) ist offensichtlich O, d. h. die Spur von U ist nur der Punkt O.

b) Fiir den Schnittpunkt der drei Winkelhalbierenden (Mittelpunkt des In-
kreises, genannt /) gilt | £BAI| = %-a und |£IBA| = %-ﬁ. Die Summe der beiden
WinkelmaBe ist also >-(a + ) = >-90° = 45°. Deshalb ist das WinkelmaB bei
I konstant gleich 135°, denn | £AIB| = 180° — i(a + f) = 180° — 45° = 135°.
Nach der Umkehrung des Satzes vom Umfangswinkel ist damit die Spur

von I ein Kreisbogen von A nach B symmetrisch zur y-Achse (Maximum Yy,
= Y-c-tan 22,5° = 0,207-¢).

C

Abb. 2: Inkreismittelpunkt /

c) Wegen y=90° ist A, = b und &, = a und damit gilt fiir den Schnittpunkt
der drei Hohen H = C. Die Spur von H ist also der Thaleskreis.
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d) Fiir den Schnittpunkt der drei Seitenhalbierenden (Schwerpunkt, genannt
S) gilt offensichtlich, dass eine Seitenhalbierende gleich CO ist. Nach dem
Satz iiber den Schwerpunkt teilt dann S die Strecke CO im Verhiltnis 2:1

und es ist |OS] = §-|OC| = %-(%-c) = %-c. Die Spur von S ist also ein Kreis mit
Mittelpunkt O und dem Radius *-c.

Abb. 3: Schwerpunkt §

e) Fiir die Eckpunkte des Mittendreiecks M, , M,,, M, gilt zunéchst M. = O.
Da M, der Mittelpunkt der Strecke BC ist, hat er die Koordinaten

x=u+%-(§—u) =%+£undy=§. Wegen uerv2=(l-c)2 gilt
x2+y2:iuz+i-u~c+(i-c)2+i-v2——(u +v)+ (uc+ c)——c +2 Juc
und damit gilt
(- i.cf +1? =2 +y2— l.x.c + 1.02 - %.02 n l.u.c — l.c.(E ¥ %) ¥ 1_16 2

:gc +1 uc+—c ——cu——c —( ).
Es ergibt sich also als Spur fiir M, ein Kreis mit Mlttelpunkt (ZC | 0) und dem
Radius E. Sein Maximum fiir C = (0| g) ergibt sich als v = E. Analog erhalt

man als Spur fiir M, einen Kreis mit Mittelpunkt (—E | 0) und Radius %.

A‘B A‘B

Abb. 4: Seitenmittelpunkte M, und M,
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Verinderung von Seitenléiingen, Hohen und Flacheninhalt

a) Die Linge von AB ist konstant gleich c. Zur Bestimmung von a(x) benut-
zen wir den Satz von Pythagoras und erhalten

1 1 1 1
@=(Ge—up + V=20 - cutut 1=t - cu wegen w? v = (o),

C (ulv)

Abb. 5: Angaben zur Berechnung der Seitenldnge a(u)

.- 2 2 a* u . .
Damit ist a = % .®—cu odera” +cu= %-c bzw. —— + — = 1. Die Seiten-
\ Toe | I
2

2
lange a(u) verdndert sich also von a = ¢ [fiir u = — %-c] zua=0 [firu= %-c]

entlang eines Parabelbogens.

Pes

@]
©  aw
@]
@]
(@]
@]
A (5¢|0) i ° e B (3c|0)

0O

Abb. 6: Verdnderung der Seitenlénge a

Wegen b(u) = a(-u) sind die Graphen von a(ux) und b(x) symmetrisch zur
y-Achse, d. h. b(u) verdndert sich von 0 zu ¢ entlang eines Parabelbogens,
der aus a(u) durch Spiegelung an der y-Achse entsteht.

b) Wegen y=90° ist 4, = b und h;, = a. Da die Hohe 4. von C senkrecht auf

der x-Achse steht, gilt offensichtlich 4, = v. Zusammen mit ©? + 12 = (;1-0)2
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haben wir dann %.(u) = E -c¢?—u? oder h2+ u* =% Der Graph der

Kurve h.(u) ist also identisch mit dem Thaleskreis.
¢) Der Flicheninhalt des Dreiecks ABC ergibt sich mit AB als Grundlinie
zu A(u) = l~c~hc -l E -c®—u? . Durch einfache algebraische Umformun-

2 2

Trr-l

44 22
Eine solche Gleichung beschreibt bekanntermaflen eine Ellipse mit O als

gen erhélt man damit

Mittelpunkt und den Halbachsen %-c und i-cz. (Fiir ¢ = 2 ist die Ellipse iden-
tisch mit dem Thaleskreis.)

. 1
44— Maximum " -c?

A(u)

Beispiel flirc ~ 3

A (-3c|0)

Abb. 7: Verdnderung des Flicheninhalts A(u)

Variationen der Problemstellung

Eine Erweiterung der genannten Untersuchungen ergibt sich zundchst durch
die Betrachtung weiterer besonderer Punkte.

e Die Eckpunkte A4;, B; der auf den Seiten aufgesetzten gleichseitigen
Dreiecke bewegen sich auf Kreisen durch O und 4 bzw. O und B,
siche Abb. 8. (Eine durch Berechnungen ermittelte Feststellung.)

e Der Fermat-Punkt (d. h. Schnittpunkt von 4;4 und B;B) bewegt sich
auf einem Kreisbogen durch 4 und B, siche Abb. 9. (Nur mit Geo-
Gebra ermittelt.)

e Die Mittelpunkte M, und M, der Kathetenquadrate bewegen sich auf
Kreisen. (Eine durch Berechnungen ermittelte Feststellung.)
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Eine

AU

S

Abb. 8: Spur des Eckpunkt 4; des aufge- Abb. 9: Spur des Fermat-Punktes F
setzten Dreiecks

Andere Punkte, deren Spuren man untersuchen kénnte, wiren etwa
die Mittelpunkte der Ankreise, der Mittenpunkt (Schnittpunkt der
drei Verbindungen von Mittelpunkten der Ankreise mit zugehdrigen
Seitenmittelpunkten), der Nagelpunkt (Schnittpunkt der drei Verbin-
dungen von Beriihrpunkten der Ankreise mit gegeniiberliegenden
Dreieckspunkten) oder der Napoleonpunkt (Schnittpunkt der drei
Verbindungen von Schwerpunkt des aufgesetzten gleichseitigen
Dreiecks mit gegeniiberliegendem Dreieckspunkt).

andere Erweiterung erfolgt durch den Ubergang ins Dreidimensionale.

Rotiert man die Ausgangsfigur um die x-Achse, so erhélt man eine
Thaleskugel iiber der Strecke AB. Jeder Punkt C der Thaleskugel
bildet dann mit 4 und B ein rechtwinkliges Dreieck. Alle zugehdri-
gen Inkreispunkte und Schwerpunkte erhdlt man aus den schon be-
kannten Kurven im zweidimensionalen Fall durch Rotation an der
x-Achse, d. h. etwa fiir / ein Rotationskreissegment und fiir S eine
kleine Innenkugel. Die Mittelpunkte der Seiten bilden ebenfalls klei-
ne Kugeln.

Weitergehende Uberlegungen werden dadurch angeregt, dass man sich im
zweidimensionalen Fall vom Thaleskreis als Bahnkurve fiir C 16st.

79



Die Thalesfigur dynamisch betrachtet

e Lisst man etwa C auf der y-Achse wandern, so erhdlt man stets
gleichschenklige Dreiecke und die oben besprochenen besonderen
Punkte wandern alle auf der y-Achse.

e Lidsst man C auf einer Parallelen zur x-Achse wandern, so haben alle
Dreiecke den gleichen Flicheninhalt, der Umkreismittelpunkt wan-
dert auf der y-Achse und der Schwerpunkt wandert auf einer Paralle-
len zur x-Achse mit einem Drittel des Abstandes zur x-Achse.

C

A B

O

Abb. 10: Spur des Inkreismittelpunktes / mit C auf einer Parallelen zur x-Achse

e Lisst man C auf einer Geraden durch O wandern, so wandert der
Schwerpunkt auch auf dieser Geraden und der Umkreismittelpunkt
wandert auf der y-Achse.

Cc

Abb. 11: Spur des Inkreismittelpunktes 7, wenn C auf einer Gerade durch O wandert

e Lisst man C auf einem Kreisbogen durch 4 und B wandern, so ha-
ben (nach dem Umfangswinkelsatz) alle Dreiecke bei C das gleiche
Winkelmal.

e Weitere Kurven fiir C wéren auch Ellipsen, die durch 4 und B ver-
laufen und O als Mittelpunkt haben, oder eine zur y-Achse symmet-
rische Parabel.

80



Glnter Graumann

Spuren der Ecken eines Rechtecks, das ABC iiberdeckt und C als eine
Ecke hat

Eine in der Schule oft verwendete Erzeugung des Thaleskreises ist die Fol-
gende: Wihlt man zwei feste Punkte 4, B (etwa mit Nadeln fixiert) und
schiebt in die Liicke zwischen diese beiden Punkte eine Ecke von einem
(nicht zu kleinen) Rechteck (etwa einem DIN-A4-Blatt), so beschreibt auf-
grund der Umkehrung des Satzes von Thales die obere Ecke C bei der Be-
wegung des Rechtecks einen Halbkreis, den Thaleskreis.

Auf welchen Spuren bewegen sich die drei anderen Ecken des Rechtecks?
Diese Frage hatte ich vom Kollegen Alfst Nickelsen erhalten. Da mir keine
Antwort bekannt war, habe ich die folgende Losung produziert.

Wir wihlen ein Koordinatensystem wie oben angegeben, wobei wir zusétz-
lich |OA4| = |OB| = 1 setzen (d. h. ¢ = 2 wihlen); der Typ der Bahnkurve dn-
dert sich dabei nicht, denn eine zentrische Streckung von O aus dndert nicht
den Typ von Kurven.

Das Rechteck mit C als Ecke auf dem Thaleskreis moge R, S, T als weitere

Ecken haben. Wir verschieben das Rechteck CRST mit CO und erhalten die
Eckpunkte R, S", T", C’ mit C*= O.

L S,
Abb. 12: Bewegen eines Rechtecks zwi- Abb. 13: Rechteck CRST und verschobenes
schen zwei festen Punkten Rechteck OR’S'T*

Offensichtlich gilt mit Verwendung von C0=-0C dann:
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OR=0R —CO bzw. OR=0R +0C
OT =0T’ —CO0 bzw. OT =0T + OC
0S=0S —CO bzw. 0S =05’ + OC

AuBerdem setzen wir [OR’| = [CR| = r, [0T’| = |0T| = ¢t, [0S’| = [CS| = s, wo-
bei nach dem Satz von Pythagoras s = +/r* + ¢ gilt. Damit das Rechteck
nicht durch die Liicke von 4 und B rutscht, muss r, ¢ > 2 gelten.

Wir wihlen zunichst S als Parameter, der bei Wanderung von C auf dem
Thaleskreis von 4 bis B die Werte 0° bis 90° annimmt. Wie oben gilt
@=180°-2-=2-a, a=90° — fund cos ¢ =— cos 2-ff = sin?> f — cos?
sowie sin ¢ = sin 2-f=2-sin f§ - cos f3.

Nach dem Wechselwinkelsatz ist das Winkelmall von Z(BOR") gleichgrof3
zu dem Winkelmal3 von Z(OBC), nur in umgekehrter Drehrichtung, also
gleich —f . Damit erkennt man, dass sich beim Bewegen von C auf dem
Thaleskreis der Vektor OR’ um O dreht. Da die Lange \W| konstant ist,
bewegt sich R" also auf einem Kreis um O mit dem Winkelmall —f von 0°
bis —90°. Entsprechend bewegt sich 7° auf einem Kreis um O mit Winkel-
maB von —90° bis —180°. Der Vektor 0S’ bewegt sich aus dem gleichen
Grund um O und zwar mit dem Winkelmall (- o) bis (—o — 90°), wobei
o = |Z(S'OR’)| ein festes (von r und ¢ abhdngiges) Winkelmal} ist mit

r r . t t
cos c=-=—=—und sin o=-= .
s Jrr+t? s rr+t?

Aufgrund der Beschreibung von Drehungen um O (die wir hier als bekannt
voraussetzen) ergibt sich nun:

0C = (cos @ |sin @) = (cos (180° — 28) | sin (180° — 2/5) )
= (—cos 23|sin 28) = (sin? B~ cos® 8| 2-sin B-cos )
OR’ = (r-cos(=p) | r-sin(=f)) = (r-cos B|—r-sinp)
0T’ = (t-cos(—B— 90°)| t-sin(-f— 90°)) = (~t-sin B|~t-cos )

05 = (s-cos(—f—-0) | s-sin(-f- o))
= (s-cos f-cos o—s-sin f-sin o|-s-sin B-cos o— s-cos §-sin o)
= (r-cos f—t-sin B|—r-sin f—t-cos f)
Hinweis: Die Gleichung fiir 05’ hiitte man auch iiber 0S” = OR'+ OT’ erhal-

ten k6nnen.
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Durch Addition von OC zu OR’ bzw. OT  bzw. 0S’ erhalten wir dann

OR = (r-cos B + sin® B—cos? B | —r-sin B + 2-sin B-cos f9)
OT = (~t-sin B + sin? f—cos® B | —t-cos B + 2-sin B-cos f)
0S = (rcos f—tsin B+ sin? B—cos? B| — rsin f—t cos B+ 2 sin Bcos )

Wir haben damit die Parameterdar-
stellung fiir die Bahnkurven von R,
T und S erhalten; allerdings ldsst
sich an ihnen nicht einfach erken-
nen, um welche Typen von Kurven
(Funktionsgraphen) es sich handelt.

Abb. 14: Spur des Verlaufes von R
(ermittelt mit GeoGebra)

Umwandlung der Parameterdarstellung von R in eine Gleichung zwi-
schen den kartesischen Koordinaten x und y

Wir beginnen mit OR und verwenden dabei die kartesischen Koordinaten x

und y fiir OR. Aufgrund der obigen Parameterdarstellung von OR gilt
x=r-cos f+sin* f—cos*fund y=—r-sin f+2-sin f-cos f.

Der Versuch diese beiden Gleichungen in eine lineare oder quadratische
Gleichung der Form ky-x* + kz-x + ky-y* + ky-y + ko = 0 (Gerade oder Kegel-
schnitt) zu bringen, fiihrt zu keiner Gleichung, in der £ eliminiert werden
kann.

Wir versuchen deshalb, £ auf andere Weise zu eliminieren, und zwar indem
wir cos £ (und damit auch sin ) aus der Gleichung von x heraus ziehen und
dann in die Gleichung von y einsetzen.
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Zunichst ersetzen wir sin? £ durch den Ausdruck (1 — cos? f) und erhalten
x=r-cos f+1-2-cos? f < cos? f— % -cos f= %— g , woraus sich ergibt:

rr x
cos f=-— + P
Mit dem Negativzeichen vor der Wurzel ist cos £ immer eindeutig definiert,
denn mit 0° < <90° gilt (r — 1) 2 x > 1 bzw. — ?S—%S—%und mit
x 1,7 1_71*

r2
0<(—— 1)2= ( +—6——)f01gt 0<: ""——ESE‘FR—E*R.

2
Damit ist einerseits E + :—6 - g immer reell und aufgrund der letzten Un-
leichung folgt 0 <Z— |% + r —f=cos,8undcos,8= 1y ©o_x
& g g 4 2 16 2 2 16 2

r 1, x . . .
wegen (—— 1> <-+——=,so dass cos £ immer definiert ist.
4 2 16 2

IA

1

Weiterhin erhalten wir:

Setzt man die Ausdriicke fiir cos £ und sin £ in die obige Gleichung
y=-—r-sin f+2-sin - cos f ein, so erhilt man

|

r x r 1 r? x 1 r? x
—Z'J ECRE 5\/5 t %2 \/5 t %2
Will man hieraus eine Gleichung hoheren Grades (ohne Wurzelausdriicke)

ableiten, so muss man mehrfach sortieren und quadrieren und erhilt schlie3-
lich:

N

N |-
|
|3
+
N R
+
N
N |
+
|
N R

<
Il
|
N
>—l|1
o)}

N[ =

Die Koordinaten x und y des Punktes R geniigen der folgenden Gleichung
vierten Grades:

WV -Q+P) P2 +x -2+ 2P x + (1-17) =0
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Abb. 15: Kurve der zu R gehorenden Gleichung vierten Grades fiir » =3

Alternative Herleitung der impliziten Gleichung von R (ohne Trigonomet-
rie)

Zunidchst gilt, dass (u|v) auf dem C (u]v)
Thaleskreis mit -1 <u <1 und 0 <

v < 1 liegt. Weiterhin ist B ein /
Punkt der Strecke CR (d.h. die A
Steigung von R nach B ist die glei-

B(110)

che wie die Steigung von C nach

B). AuBerdem hat die Strecke CR R (x]y)

die konstante Léange r. Abb. 16: Thaleskreis mit der Ecke R des ein-
geschobenen Rechtecks

Damit haben wir:

(1 w+v?=1 bzw.v»=1-v?oderv=+1-u2

(1) (y=0):(x—=1)=(v—-0):(u—-1)

(1) (y=v)??+(x—u)?=r® bzw. y? = 2vy + x> = 2ux=r*>— (V* + u?)

Zunachst ist klar, dass in (II) = 1 nur mit x = 1 moglich ist. Nach (I) ist

dann v = 0 und mit (IIT) folgt y = £ r, d. h. der Sonderfall u = 1 ist wie zu

erwarten gleichbedeutend mit R = (1 |-r). Wir konnen deshalb mit u # 1,

d.h. (u—1)#0und (x — 1) # 0 weiterrechnen.
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Dann ist (II) gleichbedeutend mit (Ila) y-(u — 1) = v- (x — 1) = v-x — v bzw.
(Ilb) y = ==

v . u-1
— T bzw. (Ilc) v=y-——.

Man kann nun (I) in (III) einsetzten und erhélt

AV)y* =2vy+x* 2ux=r"—1.

Mittels einfacher Umformungen und erneuter Verwendung von (IIb) folgt
V24 2x-2u=r+1.

In dieser Gleichung 2. Grades zwischen x und y ist aber immer noch der Pa-
rameter u enthalten. Um u nur noch abhéngig von x und y zu erhalten, set-
zen wir (Ilc) in (IV) ein und erhalten schlieBlich nach einigen Umformun-
gen die gleiche implizite Gleichung vierten Grades wie oben.

Umwandlung der Parameterdarstellung von T in Gleichungen zwischen
den kartesischen Koordinaten von T

Man kann in analoger Weise mit C (u]v)
OT beginnen und fiir die Kartesi- /

schen Koordinaten x, y von OT eine
B(1]0)

implizite Gleichung vierten Grades A(-1]0)
erhalten.

Man kann aber auch mit « anstatt S

arbeiten und den an der y-Achse Tixly)

gespiegelten Fall zu R betrachten.  Apb. 17: Thaleskreis mit der Ecke T des ein-
Auf diese Weise erhilt dann fol- geschobenen Rechtecks

gendes Ergebnis:

Fiir die Koordinaten x, y von T ergibt sich ebenfalls eine Gleichung vierten
Grades, die zu der Gleichung von R sehr dhnlich ist, namlich:

V=P +2)y 2920 +x = (P+2) 2 =2.£x+(1-£)=0
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Abb. 18: Spur von T Abb. 19: Kurve zur Gleichung von 7 fiir t=2,5

Umwandlung der Parameterdarstellung von S in Gleichungen zwischen
den kartesischen Koordinaten von S

Es seien jetzt mit x, y die Koordinaten von 0S bezeichnet. Aus der Glei-
chung von 0S oben ergibt sich damit

X =r-cos f—t-sin f+sin? f—cos?ff, y=—r-sinff—t-cos f+ 2-sinfF-cosf.

C

\
Ao 3o P\\\B
0

B

S
Abb. 20: Thaleskreis mit der Ecke S des eingeschobenen Rechtecks

Um darin sin £ und cos f ersetzen zu konnen, stellen wir dazu zunéchst drei
Gleichungen auf, die sich an dem Rechteck CRST orientieren und elemen-
targeometrisch begriindet sind.
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(D) sin f=(xz—x):t und cos = (yr —y):t,
wobei (x | yr) die Koordinaten von R sind und ¢ = |RS] gilt.

(D) (xg—x)*+ (r—y)*=1t> (wegen |RS|=1t)
(III) (g — ¥):(xg — x) = —(xg — 1):(yg — 0) (wegen CR L RS)

Mittels mehrerer Umformungen und Einsetzungen erhélt man zunéchst

sinﬁ=—2lt-(yz+x2—t2—1)+2%-\/y2 + x*-2x + 1-t*und

T 2 2
cosﬁ=Z_Jz+L_1_x+1_xz+1,yz+g

I. 2 2 _ _ 42
PP " " 4+2\/y+x 2x + 1 -t

Diese Ausdriicke konnen wir dann in die Gleichungen von x und y einset-
zen. Nach umfangreichen, elementaren algebraischen Umformungen ge-

langt man zunéchst zu einer Gleichung der folgenden Form:

1 1
G O X )+ )Y + 0% —2x + 1= 0" +x) ...,
wobei jeweils an Stelle der drei Punkte niedrigere Potenzen von x und y ste-

hen.

Quadrieren wir nun beide Seiten, so ergeben sich auf der linken Seite der
Gleichung die hchsten Terme in y und x mit y'* bzw. x'* und auf der rech-
ten Seite der quadrierten Gleichung ergeben sich die hochsten Terme in x
und y zu »'® und x'®. Niedrigere Potenzen konnen vermutlich noch zusam-
menfallen oder wegfallen, nicht aber diese hochsten Potenzen. Ob sich der
gesamte geordnete Ausdruck noch durch einen Summenterm dividieren
lasst ist nicht klar, aber eher unwahrscheinlich, so dass folgt:

Die Koordinaten x, y der Punktes § beschreiben vermutlich eine Gleichung
der Ordnung 16.

Diese Ergebnisse beziiglich der Gleichungen fiir R, T, S sind vermutlich ein
Grund dafiir, dass ihre Bahnkurven bisher nicht behandelt wurden.
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Abb. 21: Spur von S

Schlussbetrachtung

Der Satz des Thales ist ein Thema, das zum normalen Geometrieunterricht
gehort. Aber ein guter Unterricht sollte auch zeigen, dass man oft neue inte-
ressante Aspekte finden kann, indem man das Thema aus einem anderen
Blickwinkel betrachtet bzw. das gegebene Problem variiert. Dadurch erhal-
ten die Schiilerinnen und Schiiler einen breiteren Einblick in die Mathema-
tik und lernen, Probleme selbst zu finden.

Es ist nicht wichtig, welche anderen Aspekte oder Varianten verwendet
werden. Aber die Schiilerinnen und Schiiler miissen aktiv sein, indem sie
ein Problemfeld erforschen, und die Lehrerin bzw. der Lehrer muss den
Schiilerinnen und Schiilern einen Handlungsspielraum geben, ohne sich an
einen engen, festen Lehrplan zu halten. Eine solche Problembehandlung ist
gut fiir eine evidenzbasierte Lehre (vgl. z.B. Hattie 2009 und Reiss & Bern-
hard 2014 sowie Polya 1949).

Der vorliegende Beitrag soll nur Anregungen geben. Die oben genannten
Beispiele sind natiirlich keine genaue Vorbereitung auf den Unterricht — und
wollen es auch nicht sein.
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Beziiglich der Jahrgangsstufe wiirde ich sagen, dass die eingangs genannten
Themen in Klassen der Stufe 8 oder 9 (oder dariiber hinaus) behandelt wer-
den konnen. Die Themen {iber die Diagramme der Hohe und des Flachenin-
halts sowie der Seitenldngen konnen in der Klasse 9 oder 10 (oder dariiber
hinaus) behandelt werden. Das letzte Thema iiber die Spuren mit Funktio-
nen vom Grad 4 und hoher sollte dann nur speziellen Schiilern gegeben
werden, wobei das Ergebnis mit allen Schiilern diskutiert werden kann, da-
mit auch Beispiele fiir einige Funktionen hoheren Grades eine Bedeutung
erhalten.

Literatur

Graumann, G. (2011). Reflecting Problem Orientation in Mathematics Education
within Teacher Education. In: Paditz, L. & Rogerson, A. (Eds.) MEC21 - Proceed-
ings of the 11™ International Conference: Turning Dreams into Reality: Transfor-
mations and Paradigm Shifts in Mathematics Education — Grahamtown, South Af-
rica, September 11-17,2011, S. 116 — 121.

Einzusehen auch unter: http://nbn-resolving.de/urn:nbn:de:bsz: 14-qucosa-82503.

Graumann, G. (2015). Allgemeine Ziele des Mathematikunterrichts eingebettet in
ein ganzheitliches Konzept von Menschenbildung. In: mathematica didactica,
Themenheft 2015 ,,Mathematik und Bildung®, 38. Jahrgang, 2015, Heft 1, Franz-
becker: Hildesheim, S. 92 -110.

Hattie, J. (2009). Visible learning. A synthesis of over 800 meta-analyses relating to
achievement. London.

KMK [Kultusministerkonferenz] (2003). Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir
den Mittleren Schulabschluss. Bonn.

KMK [Kultusministerkonferenz] (2004). Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir
den Primarbereich. Bonn.

Polya, G. (1945). How to solve it. A new aspect of mathematical method, New
York.

Reiss, K. & Berhard, M. (2014). Hatties Visible Learning im Kontext der Mathema-
tikdidaktik. In: Terhart (Ed.). Die Hattie-Studie in der Diskussion, Seelze.

Schupp, H. (2000). Geometrie in der Sekundarstufe II. In: Journal fiir Mathematik-
Didaktik (JMD) 21, No. 1, S. 50-66.

90


http://www.zentralblatt-math.org/matheduc/en/?q=au:Schupp%2C%20H%2A

Erkenntnisgewinn durch Perspektivwechsel:
Die Pellsche Gleichung

Hartmut Miiller-Sommer

Zusammenfassung. In diesem Beitrag wird die Pellsche Gleichung x2 — dy? = 1 in
den Blick genommen. Sie hat in der Geschichte der Zahlentheorie eine besondere
Bedeutung. Eine Verdnderung der Perspektive auf die Losungen dieser Gleichung
fiihrt zu einer (vielleicht neuen) geometrischen Interpretation dieser Losungen und
deckt iiberraschende Zusammenhinge zum Dreieckssatz von Stewart und zum Kreis
des Apollonius auf.

Einleitung

Eine Gleichung der Form x? — dy? = 1 wird Pellsche Gleichung genannt.
Dabei ist d eine nicht quadratische natiirliche Zahl. Gesucht sind alle positi-
ven ganzzahligen Losungen x und y. Die Namensgebung ist auf ein Verse-
hen von Euler zurtickzufiihren, der die Behandlung dieser Gleichung irrtiim-
licherweise dem englischen Mathematiker John Pell (17. Jh.) zuschrieb.

Eigentlich miisste die Gleichung nach dem indischen Mathematiker Brah-
magupta (7. Jh.) oder nach Fermat (17. Jh.) benannt werden, denn sie waren
die ersten, die sie systematisch behandelten. Fermat und Brahmagupta ent-
wickelten Methoden zum Ldsen der Gleichung fiir bestimmte Werte von d,
konnten aber nicht nachweisen, dass ihre Methode auch in anderen Fillen
zum Ziel fiihrt.

Bereits 400 Jahre vor unserer Zeitrechnung traten solche Gleichungen in der
griechischen Mathematik auf, insbesondere die Gleichung x2 — 2y? =1
bei der Suche nach méglichst genauen rationalen Niherungswerten fiir v/2.

Fiir Lésungen (x; y) mit groBen Werten x, y strebt ndmlich der Quotient 5
gegen Vd:
x2—dy?=1 = = |d+=~+d
y y
Neben der trivialen Losung x = 1 und y = 0 gibt es fiir die Pellsche Glei-
chung unendlich viele weitere Losungen. Die kleinste Losung (x;;y;) mit

y; >0 wird als Fundamentallosung bezeichnet. Beispielsweise hat die
Gleichung x2 — 2y? = 1 die Fundamentalldsung (3; 2). Fiir die Fundamen-
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tallosungen sind keinerlei RegelméBigkeiten erkennbar. Kleine Veridnde-
rungen von d kdnnen zu grofen Unterschieden bei den Fundamentallosun-
gen fiihren.

Beispiel: d = 60: x, =31, y,=4; d=61: x =1.766.319.049,
y, = 226.153.980

Aus der Fundamentallosung (x;; y;) ergeben sich alle weiteren Losungen
(s ¥n) durch x, + y,V/d = (x; + y;V/d)™ (vgl. Burton et al. 2005,
S. 374).

Die Fundamentalldsung lasst sich mit der Kettenbruchentwicklung von vd
ermitteln. Dabei kann die konkrete Berechnung sehr aufwendig sein, da die
Zahlen der Fundamentalldsung unerwartet grof3 sein kdnnen.

Euler und Lagrange entwickelten ein Jahrhundert nach Fermat die Theorie
der Kettenbriiche und leisteten damit wichtige Beitrdge zur Losung der Pell-
schen Gleichung. Lagrange verdffentlichte 1768 den ersten strengen Beweis
dafiir, dass sich alle Losungen der Pellschen Gleichung aus der Ketten-
bruchentwicklung von vd ergeben. Dabei findet man die Losungen als Zih-

ler und Nenner bestimmter Niherungsbriiche von vd.

Die nachfolgenden Uberlegungen zeigen, dass uns der Dreieckssatz von
Stewart einen iiberraschenden geometrischen Zugang zu den Losungen der
Pellsche Gleichung erdftnet.

Der Satz von Stewart

Der folgende Satz ist benannt nach dem schottischen Mathematiker
Matthew Stewart (1717-1785), der ihn 1746 verdffentlichte. Der Satz wird
héufig benutzt, um die Lange von Eckentransversalen im Dreieck zu be-
stimmen. Seine Bedeutung ist damit aber bei Weitem nicht ausgeschopft.
Dérrie schreibt 1950:

., Einer der wichtigsten metrischen Sdtze der ebenen Geometrie ist der viel zu
wenig bekannte Satz von Stewart. (Dorrie 1950, S. 346)

Satz: In einem Dreieck ABC teile die Eckentransversale CT die gegeniiber-
liegende Seite AB in die Abschnitte |AT| = m und |TB| = n. Dann gilt:

ma® + nb? = c(t? + mn).
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A mT n
Cc

Abb. 1: Satz von Stewart

Die Winkel £BTC = ¢ und 2CTA = 180° — ¢ sind Supplementwinkel,
d. h. es gilt cos(180° — ) = —cos ¢. Zum Beweis dieses Satzes wendet
man den Kosinussatz auf die Dreiecke TBC und ATC an und gelangt so
nach wenigen Umformungen unter Beachtung der Kosinus-Beziehung zur
Gleichung von Stewart.

In der Literatur erscheint dieser Satz als ,,statischer* Satz. Sein dynamischer
Charakter wird aber erkennbar, wenn wir Abbildung 1 aus einem verdnder-
ten Blickwinkel betrachten und uns den Dreieckspunkt C beweglich vorstel-
len: Fiir alle Dreieckspunkte C auf einem Kreis um T ist ma? + nb? kon-
stant. Die Konstante hingt bei festen Punkten A, B und T nur vom Radius t
ab und ist durch c(t? + mn) gegeben.

Spezialfille

Gilt m=n= %c, so liegen die Kreise um T mit dem Radius t konzentrisch
zum Thaleskreis tiber AB. Multiplizieren wir die Gleichung von Stewart mit
%c, so erhalten wir a® + b%= 2 ( t% + %cz) =2t% + %cz. Fiir alle Punkte
C auf einem solchen Kreis ist also a? + b? konstant (Abb. 2a)! Dieser Satz

wurde bereits vom persischen Mathematiker Al-Sijzi um 980 n. Chr. ange-
geben und bewiesen (Hogendijk, 1996).

Wihlt man zusitzlich auch t = %c, so ist der Kreis um T der Thaleskreis

iiber AB. Der Satz von Stewart geht dann iiber in den pythagoreischen Satz
a? + b%? = c? (Abb. 2b). In Abbildung 2 sind auch die zugehorigen Fla-

chenaussagen veranschaulicht.
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a?+b*=2t% + c:2 a) a2+ b2 =c?
Abb. 2: Spezialfille: a) der Satz von Al-Sijzi, b) der Satz des Pythagoras

Wihlenwirm =t = %c und n = %c, so liefert der Satz von Stewart die

Gleichung a? + 3b% = ¢? (Abb. 3a). Fiir m = %c, n= %c und t = gc

erhalten wir a? + 3b% = 2¢? (Abb. 3b).

)

a? +3b% =¢? a?+3b2=2c2 b)

Abb. 3: Veranschaulichung weiterer Spezialfille
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Der Satz von Stewart und die Losungen der Gleichung x? — 2y? = 1

In Abbildung 4 liegt der Punkt T auBlerhalb der Strecke AB. Richten wir nun
einen leicht verdnderten Blick auf diese Figur und wenden den Satz von
Stewart auf das Dreieck TBC an, so erhalten wir die Beziehung

ma? + nt? = (m + n)(b? + mn).

K

Abb. 4: T liegt auBerhalb von AB.
Gilt auBerdem m = n, wie in Abbildung 4, so folgt
a’? +t?>=2b*>+2m? & a?-2b%=2m?—t%

Fiir alle Dreieckspunkte C auf dem Kreis K ist also a* — 2b? konstant und
nimmt den Wert 2m? — t? an. Wihlen wir nun zusitzlichm=n=1¢t = 1,
so gilt a? —2b% =1 fiir alle Punkte C auf dem Einheitskreis um T,
(Abb. 5). Wir bezeichnen diesen Kreis mit K,,. Durch die weiteren Untersu-
chungen wird die gewéhlte Indizierung nachtréglich auch eine konkrete in-
haltliche Bedeutung erhalten.

Abb. 5: Fiir alle Punkte C auf K, gilt x2 — 2y? = 1.
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Damit haben wir eine verdnderte Perspektive auf die Losungen der Pell-
schen Gleichung x2? — 2y? = 1 hergestellt! Die ganzzahligen Seitenlingen
x und y des Dreiecks ABC in Abbildung 5 sind offenbar Losungen der Pell-
schen Gleichung.

Wir suchen diejenigen Dreieckspunkte C auf dem Kreis K, in Abbildung 5,
die zu solchen ganzzahligen Seitenldngen fithren. Fiir C = A ergibt sich of-
fenbar die triviale Losung (xg; ¥o) = (1; 0). Auf K|, liegt nur noch ein wei-
terer Punkt mit der geforderten Eigenschaft: Es ist der linke Schnittpunkt P;
des Kreises K, mit der Geraden AB; er liefert die Fundamentallsung
(x1; 1) = (3; 2). Angespornt durch die neue geometrische Deutung suchen
wir nach weiteren Losungen der Gleichung x? — 2y? = 1.

Wir gelangen zu grofleren Losungen, indem wir einen neuen (groferen)
Kreis K; konstruieren, dessen rechter Schnittpunkt mit AB nun zur Funda-
mentalldsung (xq; y;) = (3; 2) fiihrt und daher ebenfalls mit P; bezeichnet
wird. Hierzu vergrofern wir die Dreiecksgrundseite AB, indem wir den
Punkt A festhalten und den Punkt B so weit nach rechts auf den Punkt B;
verschieben, bis die neue Grundseite AB; die Lénge x; + y; = 5 erreicht.
Der rechte Schnittpunkt P; von K; wird dann so in das Innere von AB, ge-
legt, dass gilt |AP;| = y; = 2 und |P,B;| = x; = 3. Wie in den Abbildun-
gen 4 und 5 muss dann der Mittelpunkt T; des neuen Kreises K; die Bedin-
gung |T;A| = |AB,| = 5 erflillen. K; hat daher den Radius

t; = |T,A| + |AP;| =5+ 2 = 7 (Abb. 6).

Abb. 6: Konstruktion von K; und (x,;y,) = (17;12)

Fiir alle Punkte C auf K; ist nach der obigen Herleitung x? — 2y? konstant.
Da aber der rechte Schnittpunkt P; nach Voraussetzung die Gleichung
x% — 2y? = 1 erfiillt, gilt dies auch fiir alle Punkte C auf dem Kreis K;.
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Es gibt auf K; nur noch einen weiteren Punkt C, der zu Dreiecken mit ganz-
zahligen Seitenldngen x und y fiihrt. Dies ist der linke Schnittpunkt P, mit
der Geraden AB;; er liefert die Losung (x,;y,) = (17;12). Damit ist die
Konstruktion der weiteren Losungen vorgezeichnet: Man konstruiert wieder
einen groferen Kreis K, und eine groBere Dreiecksseite AB, der Lénge
x, +y, =29, legt den rechten Schnittpunkt P, von K,, der zur Losung
(x; y,) flhrte, in das Innere von AB, und bestimmt in analoger Weise Mit-
telpunkt und Radius von K.

Die so definierte Folge von Kreisen K, fiihrt zu einer Folge von Schnitt-
punkten P,,; mit der Geraden AB,, die wir als ganzzahlige Ldsungen
(Xp41; Yns+1) der Pellschen Gleichung x? — 2y? = 1 deuten konnen, da
hier stets ganzzahlige Streckenlédngen addiert werden.

Wir werden weiter unten erkennen, dass mit diesem ,,Schnittpunktverfah-
ren” tatséchlich alle Losungen der Gleichung x2 — 2y? = 1 erfasst wer-
den. Interessanterweise erhilt hier auch die triviale Losung (1; 0), die in der
Theorie der Pellschen Gleichung eigentlich keine Rolle spielt, eine konkrete
geometrische Bedeutung: Diese Losung wird durch den rechten Schnitt-
punkt A = P, des Kreises K, dargestellt.

Losungen der Pellschen Gleichung x? — 3y? =1

Ankniipfend an die Untersuchungen im letzten Abschnitt erhalten wir aus
der Gleichung mx? + nt? = (m + n)(y? + mn) firm = g die Beziehung

x2+2t2=3(0y*+mn) o x%?-3y’= %nz —2t2,

Wihlen wir zusitzlichn =1 und t =m = 21 , so folgt x? —3y? =1 fiir
alle Dreieckspunkte C auf dem Kreis K, (Abb. 7).

Abb. 7: Geometrische Konstruktion zur Fundamentallosung (x;;y;) = (2; 1)
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Der Punkt A in Abb. 7 lasst sich als triviale Losung (xq; ¥y) = (1; 0) deuten
und der linke Schnittpunkt P; liefert uns wieder die Fundamentallgsung, in
diesem Fall (x;;y;) = (2;1). Das im letzten Abschnitt beschriebene
»Schnittpunktverfahren® fithrt uns auch in diesem Fall zu weiteren Losun-
gen. Unter Beachtung der Vorgabe m = g bzw. |T,,A| = %lABnl kann sich

der Leser leicht davon iiberzeugen, dass mit (x,;y,) =(7;4) und
(x3;¥3) = (26;15) zwei weitere Losungen der Gleichung x? —3y% =1
gegeben sind (Abb.8).

Abb. 8: Das Schnittpunktverfahren fiir die Gleichung x? —3y? =1,
dargestellt am Beispiel der Kreise K, K; und K,

Auch hier wird sich zeigen, dass es neben den Schnittpunkten der Kreise K,
keine weiteren Kreispunkte gibt, die zu Losungen der Pellschen Gleichung
x% — 3y? = 1 fiihren.

Rekursionsgleichungen

Das Schnittpunktverfahren tibertragen wir nun auf die allgemeine Pellsche
Gleichung x% — dy? = 1. Wir gehen von der Losung (x,,; ¥,,) aus und be-
rechnen hieraus die Losung (x,,41; Vn4+1). Sie ergibt sich aus dem linken
Schnittpunkt P, ; des Kreises K,, mit der Geraden AB,, (Abb. 9).
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Pn+1 3
(Xn+1; Yn+1) T, m A n Bn

Abb. 9: Herleitung der Rekursionsgleichungen

Die Grundseite des Dreiecks AB, C hat nach Konstruktionsvoraussetzung
die Linge |AB,|=n=x,+ 7y, und fiir den inneren Punkt B, gilt
|AP,| = ¥, und |B, B, | = xp,.

Mit der Wahl von m = ﬁ wird der Mittelpunkt T, des Kreises K,, festge-

legt und erreicht, dass auf der linken Seite der umgeformten Gleichung von
Stewart der Term x? — dy? auftritt. Wiahlen wir den Radius t,, = m + y,,,
so verlduft K, durch den Punkt B,. Fiir alle Punkte C € K,, ist dann
x%? — dy? konstant. Da aber der Punkt P, nach Voraussetzung die Glei-
chung x? — dy? = 1 erfiillt, gilt dies auch fiir alle Punkte C € K,,.

Aus x,41= 2t, + x, und VY,iq = Xp41 — X, — Y, crhalten wir die Re-
kursionsgleichungen

Xns1 =PXn + (@ + Dy, und yuiq = (@ — Dx, + pyn (1)
mit p =% und n =0,1,2,....

Die beiden Gleichungen lassen sich mithilfe der Matrix-Schreibweise zu-
sammenfassen:

> _ (%n+1) _ p p+1.xn 2 = L
x"+1‘(yn+1)‘<p—1 p ) () bov F=M% @

.. _ p p+1 . (1
Dabei ist Md—(p_1 p )und xo—(o).

Mit Gleichung (2) lassen sich die Losungen schnell berechnen. Die beiden
folgenden Tabellen zeigen einige Ergebnisse fiird = 2 und d = 3.
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— 9. _ (3 4y. _
d=72: M,= (2 3), V7 =1,41421356 ...
n |0 1 2 3 4 5
X, | 1] 3 17 99 577 3363
Vo | 0] 2 12 70 408 2378
%u/Va| - | L5 | 141667 | 1,41429 | 1,41422 | 1.41421362

2 3
d=3: Mg_(l 2), V3 = 1,73205080 ..

n o] 1| 2 | 3 1 5 6

x, [1]| 2 | 7 | 26 97 362 1351
va |0 1| ¢ | 15 56 209 780
%./Va| -| 2 | 1,75 | 1,733 | 1,73214 | 1.732057 | 1.732051

Abb. 10: Ergebnisse des Schnittpunktverfahrens fird = 2 und d = 3

Wie bereits in der Einleitung erklirt, streben die Quotienten x,/y, mit
wachsendem n jeweils (von oben her) gegen Vd. Die Ergebnisse in den Ta-
bellen bestétigen dies.

Die Anndherung von i an Vd gilt selbstverstindlich nicht nur fiir die

ganzzahligen Losungen der Pellschen Gleichung. Wird beispielsweise fiir
den Fall d = 3 der Punkt C auf dem Kreis K, langsam vom rechten Schnitt-
punkt P, mit der Losung (7;4) in Richtung des linken Schnittpunktes P;
mit der Losung (26; 15) bewegt, so ldsst sich mit einem DGS die Verénde-
rung des Quotienten 5 sehr schon beobachten: Ausgehend vom Wert 1,75

néhert er sich allméhlich dem Wert % ~ 1,733 an.

Auch fiir Werte d > 3 erzeugen die Rekursionsgleichungen Losungen der
Pellschen Gleichung x? — dy? = 1. Diese Losungen sind zwar rational,
aber in der Regel nicht mehr ganzzahlig, da auch die Koeffizienten p nicht
mehr ganzzahlig sind. Vom Ansatz her liefert unser Verfahren als Losungen
stets die Abstidnde der Schnittpunkte P,., von den Punkten und B,, und A:
Xp41 = |Ppy1 Bnl und v, 41 = |Ppy1 A]l. Andere Punkte auf den Kreisen
K, die ja auch die Pellsche Gleichung erfiillen, werden damit gar nicht er-
fasst!
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Unsere geometrische Deutung liefert jedoch insgesamt eine Lagebeschrei-
bung der ,,Losungspunkte” und zeigt, dass es zu jeder ganzzahligen Losung
der Pellschen Gleichung x? — dy? = 1 einen ganz bestimmten Ldsungs-
punkt C auf einem ganz bestimmten Kreis K,, geben muss.

Beispiel: Fir den Fall d = 7 ist (8;3) die Fundamentallsung. Diese Lo-
sung wird aber in unserem Verfahren beim Schritt von P; nach P, ,,iiber-

4
sprungen®, denn mit M, = (1;2 Z_g) erhalten wir
L (4/3\ o _(23/9\ . _ (55 - (121
1= (1/3)’ X2 = ( 8/9 ) X3 ¥ (z,o) und %, ~ (4,5 )

Folglich muss der Losungspunkt C der Fundamentalldsung (8; 3) auf dem
Kreis K3 liegen, was sich experimentell mit einem DGS bestétigen und auch
rechnerisch nachweisen ldsst (Abb. 11).

(~12,1;~4,5)

Abb. 11: x? — 7y? = 1: Der Lésungspunkt von (8; 3) liegt auf K.

Den Losungspunkt der nachfolgenden Losung (127;48) finden wir erst
wieder auf dem Kreis K¢ in der Néhe des linken Schnittpunktes P.

Riickblick und Ausblick

Es ist eigentlich tiberraschend, dass sich fiir die Fille d =2 und d = 3
scheinbar alle Losungen der Pellschen Gleichung x? — dy? = 1 aus den
Schnittpunkten der Kreise K, ableiten lassen. Zu begriinden wiére aber
noch, dass es tatsdchlich keine weiteren Kreispunkte gibt, die zu Losungen
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der Gleichung fiithren. Unsere Argumentation stiitzt sich dabei auf einen
Satz aus der Theorie der Pellschen Gleichung, der bereits in der Einleitung
erwihnt wurde:

Satz: Ist (x1;y,) die Fundamentallosung der Gleichung x* — dy? =1, so
erhdlt man alle weiteren positiven ganzzahligen Lésungen aus der Glei-
chung

X+ yVd = (2, + yVd) mit n=1,2,3,.. 3)

Dass die durch Gleichung (3) erzeugten Zahlenpaare (x,;y,) wieder Lo-
sungen der Pellschen Gleichung sind, ldsst sich durch vollstdndige Indukti-
on zeigen. Der Nachweis, dass es neben diesen Losungen aber keine weite-
ren gibt, ist nicht trivial. Auf einen Beweis miissen wir hier verzichten (vgl.
Burton et al. 2005, S. 374).

Aus (3) lassen sich Rekursionsgleichungen fiir x,, 4 und y,,,, ableiten:
st +YnaVd = (1 + V)" = (1 + V) (1 + 71VE)"
= (x1 + }’1\/3)(’511 + Yn\/a)
= (012n + dy1yn ) + (yix + x19)Vd
Ein Koeffizientenvergleich fiihrt auf
Xnt1 = XX + AY1Yn und Ynipg =YX+ 019, n=1,23,.... (4)
Fiir d = 2 und d = 3 geht (4) iiber in
Xn1 = 3%p + 4yn und ypiq = 225 + 3y,
bzw. Xpp1 = 2%+ 3y, und yp = X, +2y,, n=123 ...

Von den unterschiedlichen Startwerten abgesehen stimmen diese Rekursi-
onsgleichungen offensichtlich fiir die Fille d = 2 und d = 3 mit unseren
Rekursionsgleichungen (2) iiberein! Dies bedeutet: Unser Schnittpunktver-
fahren liefert fiir diese Félle tatsdchlich alle Losungen!

Eine Besonderheit tritt beim Fall d = 5 auf: Hier stellt (9; 4) die Fundamen-
tallosung dar und Gleichung (4) liefert daher

Xp1 = 9%y, + 20y, und y,4q = 4x, + 9y,
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Mit dem Schnittpunktverfahren erhalten wir aber fiir die dritte Potenz der

Z 290). Unser Verfahren

liefert somit auch fiir d = 5 alle Losungen, allerdings erst nach jeweils drei
»Spriingen®.

Matrix Mg die gleichen Koeffizienten: Mg> = (

Die Tatsache, dass sich der Quotient 5 fiir grofle Losungen x und y immer

mehr dem Wert von v/d annihert, liefert noch nebenbei eine schone geo-
metrische Entdeckung: Die Kreise K,, stellen ndherungsweise Apollonius-
kreise beziiglich der Strecken AB, dar, d. h., die Punkte P, und P,, 4 teilen
dabei die Strecke AB, anndhernd harmonisch. Es gilt demnach
[Py Bl |AP, | = |Pryy Bul: [Poyr Al bzw. xniyn = Xpyq: Ypgr- Und mit
wachsender Schrittzahl n wird diese Ndherung immer besser. Dann ist auch
der Quotient i fiir einen Kreis K,, praktisch konstant. Die Strecke CB, ist

somit ndherungsweise die Winkelhalbierende des Winkels y = £ZACB,, und
CP, ., ndherungsweise die Winkelhalbierende des dazugehdrenden Neben-

winkels. Abbildung 12 veranschaulicht diesen Sachverhalt fiir die Pellsche
Gleichung x2 — 3y? = 1 am Beispiel der Kreise K; und K.

Abb. 12: Die Kreise K; und K, als Quasi-Apolloniuskreise
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Vom Bildungswert der Dualitit'

Klaus Volkert

Zusammenfassung. Der nachfolgende Artikel behandelt einige Aspekte der Duali-
tdt im Bereich der Polyedertheorie und der projektiven Geometrie. Er mochte an
Hand von Beispielen zeigen, dass auch ohne eine tiefgreifende Behandlung der pro-
jektiven Geometrie interessante Fragen behandelt werden konnen, die einen addqua-
ten Eindruck vom Dualitétsprinzip und seiner Niitzlichkeit geben. Schlieflich fragen
wir, worin denn der Bildungswert der Dualitit bestehen konnte.

Im Vorwort zur ,,Geometrie der Lage®, dem 1847 erschienen Hauptwerk
Karl Christian von Staudts (1798-1867), findet sich folgende bemerkens-
werte Passage:

Wenn es fiir den Geiibtern keine Uebung mehr ist, zu dem einen von zwei re-
ciproken Sdtzen den andern zu suchen, so ist diess doch fiir den Anfinger eine
zweckmdssige Aufgabe, welche ihn veranlasst, durch eigene Thdtigkeit Gebilde
zur Anschauung zu bringen. Dass aber das Gesetz der Reciprocitdt jeden fiir
die Geometrie empfinglichen Schiiler mehr anrege, als irgend ein einzelner
Satz, wird jeder Lehrer erfahren, der seine Schiiler auf dasselbe aufmerksam
macht. Vielleicht wird diese Schrift einige Lehrer bestimmen, ihrem Unterrichte
in der Geometrie des Masses das Wesentliche aus der Geometrie der Lage vor-
anzuschicken, damit ihre Schiiler gleich Anfangs denjenigen Ueberblick iiber
die Wissenschaft gewinnen, ohne welchen das rechte Verstindniss der einzel-
nen Sétze und ihrer Beziehung zum Ganzen nicht wohl méglich ist.*

Nun denkt man vielleicht, es handele sich hier um einen der vielen welt-
fremden Vorschldge von Universititsprofessoren zur Verbesserung des Ma-
thematikunterrichts. Dem ist aber nicht so. Nach Abschluss seines Studiums
in Gottingen bei Gaull wurde von Staudt 1822 Mathematiklehrer am Gym-
nasium in Wiirzburg, 1827 wechselte er nach Niirnberg, wo er am Gymna-
sium und an der polytechnischen Schule unterrichtete. Erst 1835 — also nach
rund 13 Jahren Schuldienst — erfolgte seine Berufung nach Erlangen — trotz
der Tatsache, dass von Staudt kaum etwas veroffentlicht hatte. Zu seinen
Gunsten sprach vor allem sein hohes Ansehen als Lehrer. Wenn von Staudt

! Der Titel ist inspiriert durch die Arbeit ,,Vom Bildungswert der Geometrie® von F.
Hohenberg, einem bemerkenswerten Versuch aus dem Jahr 1966 die klassische Ge-
ometrie gegen die Kritik der Neuen Mathematik zu verteidigen. Die Beschreibung
der Abwirtsspirale der Geometrie am Ende dieses Artikels hat nichts von ihrer Ak-
tualitét verloren.

2 Von Staudt 1847, p. IV.
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vom Mathematikunterricht sprach, dann wusste er aus reicher Erfahrung,

wovon er sprach.

Ahnliches lesen wir bei Th. Reye (1838-1919), der auf die Dualitit sogar in
seiner Strassburger Rektoratsrede’ 1882 einging:

Nichts, was fiir den Anfinger anregender wdre, ihn mehr zum Selbstschaffen
anspornte, als dieses Dualitdts-Princip. Um Ihnen dasselbe zum Bewusstsein zu

bringen, brauche ich nur einige elementare, direct darauf hinweisende Sdtze

einander gegeniiber zu stellen, ...
Zwei Punkte bestimmen eine Gera-
de; ndmlich ihre Verbindungslinie.
Eine Gerade und ein nicht auf ihr
liegender Punkt bestimmen eine
Ebene.

Drei Punkte, die nicht in einer Ge-

Zwei Ebenen bestimmen eine Gera-
de, ndmlich ihre Schnittgerade.

Eine Gerade und eine nicht durch
sie gehende Ebene bestimmen einen
Punkt.

Drei Ebenen, die nicht durch eine

raden liegen, bestimmen eine Ebe- Gerade gehen, bestimmen einen

ne. Punkt.

Zwei Geraden, die einen Punkt ge- Zwei Geraden, die in einer Ebene

mein haben, liegen in einer Ebene. liegen, haben einen Punkt ge-
mein.”*

Es scheint also etwas an der Dualitéit aus didaktischer Sicht ,.dran zu sein®.

Dem mochte ich im Folgenden nachgehen. Dabei liegt ein Einwand auf der

Hand: Dualitét gibt es doch nur in der projektiven Geometrie. Somit sind

Vorschlige zu ihrer Behandlung im Geometrieunterricht unrealistisch.” Wir

werden sehen, dass dies nur bedingt stimmt.

Wenn hier vom Bildungswert der Dualitit die Rede ist, so ist damit ge-
meint, dass die Beschéftigung mit diesem Thema zu tiefgreifenden mathe-
matischen, vielleicht sogar auflermathematischen Erkenntnissen, fiihren
kann. Dualitét ist ein Prinzip, kein Satz und auch keine Methode. Damit

> Nach dem deutsch-franzosischen Krieg 1870/71 stand StraBburg als Stadt im
Reichslang Elsass-Lothringen unter preuBiischer Regierung. Die alte Universitit
wurde als deutsche Universitdt neugegriindet und Kaiser-Wilhelm-Universitit ge-
nannt. Reye hatte langjéhrige Erfahrung im Geometrieunterricht am eidgendssischen
Polytechnikum in Ziirich und an der Technischen Hochschule Aachen, seinen Stati-
onen vor Stralburg, wohin er 1872 berufen wurde.

* Reye 1886, p. 42. Die letzte Aussage auf der rechten Seite gilt natiirlich nur in der
projektiven Ebene.

> Zu Versuchen, die projektive Geometrie in den Schulunterricht einzufiihren, vgl.
man Kitz 2015.
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geht sie weit liber das hinaus, was Lernziele {iblicherweise formulierten. Ein
Anschluss an die allgemeine Diskussion zum Begriff Bildung ist hier jedoch
nicht beabsichtigt.

Arten von Dualitit

Die heutige Mathematik ist voller Dualititen® — und keineswegs nur sol-
chen, die sich auf die Geometrie beziehen. Historisch gesehen tritt eine Du-
alitdt schon ganz friih auf, ndmlich in Euklids ,,Elementen®. Diese ist aller-
dings noch implizit, heilt, sie wird nicht thematisiert und auch nicht termi-
nologisch gefasst. Im vierten Buch beschéftigt sich Euklid damit, einem ge-
gebenen Kreis (meist) regelmiBige Vielecke ein- und umzubeschreiben und
umgekehrt. Wiahrend er fiir Drei- und Viereck keinen Zusammenhang zwi-
schen den beiden Féllen des Ein- und Umbeschreibens herstellt, fiihrt er
beim regelmifBigen Fiinfeck den umbeschriebenen Fall auf den einbeschrie-
benen zuriick:

Abb. 1. Umbeschriebenes regelmaBiges Fiinfeck
(Figur zu Buch IV, Satz 11 aus Lorenz 1818, p. 78)

Das umbeschriebene Polygon ergibt sich, indem man die Tangenten an den
Kreis in den Eckpunkten des einbeschriebenen zieht. Dies lédsst sich auch
umkehren: Hat man das umbeschriebene Vieleck, so liefern dessen Beriihr-
punkte das einbeschriecbene. Zweimal angewendet liefert der Prozess die
Ausgangsfigur exakt zuriick: ein typische Dualitit.” Die beiden zueinander
dualen Polygone hingen aufs Engste zusammen: Jede Symmetrieachse wie

¢ Vgl. Etwein/Voelke/Volkert 2019 sowie den geplanten Fortsetzungsband.

7 Es handelt sich um einen Sonderfall der Polarreziprozitit (siche weiter unten), bei
dem Pol und Polare inzidieren.
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auch jede Deckdrehung des einen ist auch eine des anderen, sie haben den-
selben Symmetrietyp. Asthetisch wertvoll ist es, wenn man den Umkreis
des umbeschriebenen Fiinfecks konstruiert und diesem wieder das Fiinfeck
umbeschreibt etc.

Wesentlich bekannter ist das dreidimensionale Analogon dieser Konstrukti-
on — zu einem Platonischen Korper den dualen zu konstruieren. Dies wird
erst im fiinfzehnten Buch der ,,Elemente* thematisiert, das nicht von Euklid
sondern aus der Spitantike® stammt. Die Dualitit ist hier ein spezieller Fall,
der aber als solcher noch nicht hervorgehoben wird, des Einbeschreibens.

[
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Abb. 2. Mit Hilfe der Kantenmitten wird einem Tetraeder ein Oktaeder einbeschrieben
(Figur zu Buch XV, Satz 2 aus Lorenz 1818, p. 436)

Ein duales Paar von Platonischen Korpern tritt im dritten Satz des XV. Bu-
ches kommentarlos auf, siche Abb. 3. Die Konstruktion verlduft iiber die
Mittelpunkte der den Wiirfel begrenzenden Quadrate, dessen Inkugel
kommt nicht ins Spiel. Allerdings sind diese Mittelpunkte gerade die Punk-
te, in denen die Inkugel den Wiirfel beriihrt. Legt man an diese die Tangen-
tialebenen so erhélt man in volliger Analogie zum ebenen Fall das umbe-
schriebene Polyeder — und natiirlich ldsst sich diese Vorgehensweise um-
kehren.” Die Inkugel des groBeren, umschreibenden Korpers ist identisch
mit der Umkugel des kleineren, einbeschriebenen.

8 Es wird (auch bei Lorenz) Hysikles von Alexandria zugeschrieben.

° Im dreizehnten Buch behandelt Euklid die Aufgabe, gegebenen Kugeln Platonische
Korper einzubeschreiben (Sétze 13, 14, 15, 16 und 17). Inkugeln kommen explizit
bei Euklid nicht vor. Dank an Frank Etwein (Wuppertal) fiir seine Hilfe in Sachen
Polyederdualitit.
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Abb. 3. Mit Hilfe der Flaichenmittelpunkte wird einem Wiirfel ein Oktaeder einbeschrieben.
(Figur zu Buch XV, Satz 3 aus Lorenz 1818, p. 436)

Auch hier gelten analoge Aussagen wie im Fall der dualen Polygone: Duale
Platonische Korper besitzen dieselbe Symmetrie. Arbeitet man mit In- und
Umkugel, so ist der Duale des Dualen des Ausgangskorpers exakt wieder
dieser Korper.'” Wihrend die Betrachtung von Anzahlen im ebenen Fall
wenig von Interesse ist — die Anzahl von Kanten und Ecken ist ja gleich,
dual zum r-Seit ist folglich ein n-Eck — ist sie bei Korpern aufschlussreich.
Bei dualen Koérpern vertauschen sich die Anzahlen von Ecken und Flichen,
dualisiert man zweimal, so ist man wieder am Ausgangspunkt. Die Anzahl
der Kanten bleibt unverindert.'' Ein Ritsel bleibt: Was wire denn, wenn
man Kanten und Ecken vertauschen wiirde, wie das in Abbildung 2 zu se-
hen ist? LieBe sich diese Vorgehensweise zu einer Dualitét erweitern?

19 Nimmt man die Mittelpunkte im dualen Korper, so bekommt man bekanntlich nur
einen dem Ausgangskorper dhnlichen und ihm &hnlich gelegenen Korper.

1 Schaut“ man ganz genau hin, so sicht man, dass die Kanten sich paarweise zu-
ordnen lassen: Jeder Kante des Ausgangskdrpers entspricht eine senkrechte Kante
des dualen Korpers. Dabei muss man allerdings den Begriff senkrecht auf wind-
schiefe Geraden verallgemeinern. Man erhilt so eine ,,natiirliche” Entsprechung von
Kanten zu Kanten, die weder bei Ecken noch bei Seitenflichen ein Pendant hat. Die-
se Einsichten helfen, regelméBige Polytope im vierdimensionalen Raum zu dualisie-
ren.
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Die Verkettung von Um- und Inkugeln, von ein- und umbeschriebenen Pla-
tonischen Korpern hat Kepler benutzt, um den Aufbau des Planetensystems
zu erkléren.

Abb. 4. Keplers Modell des Sonnensystems aus seiner Schrift ,,Mysterium Cosmographicum
(1596)"

Die Dualitit bei Polyedern er6ffnet ein weites Feld, insbesondere wenn man
auch Polyeder betrachtet, die nicht Platonisch sind. Versucht man bei-
spielsweise das Kuboktaeder in der iiblichen Weise zu dualisieren, so be-
merkt man, dass durch Verbindung benachbarter Flachenmittelpunkte kein
ebenes Viereck entsteht. Ein fundamentales Problem, das immer auftreten
kann, wenn in einer Ecke mehr als drei Flachen zusammenkommen. Da das
Kuboktaeder keine Umkugel besitzt, kommt man auch auf diesem Weg
nicht weiter. Das Dualisieren von (geraden regelméfigen) Prismen und Py-

12 Man beachte, dass seinerzeit nur fiinf Planeten bekannt waren. Kepler hoffte, mit
seinem Modell die Verhéltnisse der Bahnradien erkldren zu konnen, musste aber
bald einsehen, dass dies unrichtig war.
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ramiden bietet interessante Einsichten. Mit Hilfe des Dualisierens verdop-
pelt sich gewissermafen unsere kleine mathematische Welt.

Die klassische Dualitdt der ebenen projektiven Geometrie wird im Deut-
schen oft im Anschluss an Jean-Victor Poncelet (1788—1867) Polarrezipro-
zitit genannt. Sei ein Kegelschnitt, wir nehmen hier den Kreis", um die
Schule nicht aus den Augen zu verlieren, gegeben, so kann man einem
Punkt P im AuBern bekanntlich eine Gerade konstruktiv zuordnen. Hierzu
zieche man von P, dem Pol, die beiden Tangenten an den Kreis und lege
durch die Beriihrpunkte die Gerade p, die Polare. Wandert P auf den Kreis
zu, so bewegt sich die Polare ebenfalls auf den Kreis zu. Liegt P auf dem
Kreis, so wird die Polare p zur Tangenten.

¥

/

Abb. 5. Konstruktion der Polaren zum Punkt P

Was aber, wenn P im Inneren des Kreises liegt? Tangenten sind nicht mehr
mdglich, wohl aber Ersatz fiir die Beriihrpunkte. Zieht man durch den frag-
lichen Punkt eine Sehne und errichtet in den Schnittpunkten die Senkrech-
ten auf den zugehorigen Radien, so erhilt man einen Punkt als Schnittpunkt
der Tangenten, was natiirlich nicht ausreicht, um eine Gerade festzulegen.
Dazu braucht es einen zweiten Punkt, den man mit einer zweiten Sehne be-
kommt. Die erhaltene Polare ist unabhidngig von der speziellen Wahl der
Sehnen. Inneres und AuBeres des Kreises werden vertauscht, aus Punkten

13 Konsequent projektiv betrachtet gibt es natiirlich nur eine Art von nicht-
ausgeartetem Kegelschnitt. Es scheint dem Vf. aber, dass gerade das Zusammenspiel
von euklidischer und projektiver Geometrie, wie es noch im 19. Jh. iiblich war, di-
daktisch gesehen sehr fruchtbar ist. Die konsequent projektive Sicht mit einer auto-
nomen, nicht-metrischen projektiven Geometrie ist vom schulischen Standpunkt e-
her unergiebig, da sehr abstrakt.
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werden Geraden und umgekehrt. Analog kann man zu Geraden als Polaren
Punkte, ihre Pole ndmlich, konstruieren. Eine dhnliche, sehr einheitliche
Methode liefert die Verbindungsgerade von P mit dem Kreismittelpunkt O.
Liegt P auferhalb, so konstruiere man eine Tangente von P an den Kreis.
Das Lot vom Beriihrpunkt auf die Gerade durch O und P liegt dann auf der
Polaren. Liegt P auf dem Kreis, so ist die Polare die Senkrechte auf der Ge-
raden durch O und P in diesem Punkt; liegt P dagegen im Kreisinnern, so
kehrt man die Konstruktion von oben um: Man errichtet die Senkrechte auf
der Geraden durch O und P in P und nehme einen der Schnittpunkte S. Die-
sen verbinde man mit O und errichte in S die Senkrechte auf dem Radius
OP. Im Schnittpunkt P¢ dieser Senkrechten mit der Geraden durch O und P
errichte man die Senkrechte. Sie ist die gesuchte Polare. Nimmt man die
beiden Schnittpunkte der Geraden durch O und P hinzu, so bilden diese mit
P und P° ein harmonisches Punktequadrupel. Folglich ist P* das Bild von P
bei Inversion am Ausgangskreis. Alles fiigt sich harmonisch zusammen;
viele wichtige Begriffe treffen sich. Man beachte, dass all dies konstruktiv
mit Zirkel und Lineal durchzufiihren ist, projektiv ist unsere Vorgehenswei-
se allerdings nicht, denn sie verwendet ja rechte Winkel. '

Die Polarreziprozitit ermoglicht es, konstruktiv duale Figuren zu erzeugen.
Ist etwa ein Quadrat im Kreis gegebene, so kann man dieses dualisieren,
indem man die Polaren seiner vier Ecken konstruiert. Es entsteht wieder ein
Quadrat, aber im AuBern. Der Vorgang des Um- und Einbeschreibens von
oben ist hiervon ein Sonderfall. Fundamental ist auch hier: Das Duale des
Dualen ist die Ausgangfigur. Es gilt zudem: Die Polaren zweier Punkte
schneiden sich im Pol ihrer Verbindungsgeraden. Zudem lassen sich, wie
wir gesehen haben, Beziehungen herstellen zu harmonischen Punkten'® und
zur Inversion am Kreis, zwei schonen Themen der Elementargeometrie.

Bislang bedurfte es keiner projektiven Geometrie. Diese braucht es erst, will
man die offensichtliche Ausnahme, den Kreismittelpunkt, dualisieren. Hier
ergibt sich eine Mdglichkeit, die Ferngerade und damit auch die Fernpunkte
problemorientiert einzufiihren: Sie beseitigen eine Ausnahme.

4 Sie ldsst sich allerdings abandern, so dass sie nur mit dem Lineal durchgefiihrt
werden kann — einen gegebenen Kreis vorausgesetzt, was bei dieser Aufgabe trivial-
erweise der Fall ist. Vgl. Halbeisen/Hungerbiihler/Lauchli 2016, p. 75.

15 Vgl. hierzu Halbeisen/Hungerbiihler/L4uchli 2016, pp. 72-76.
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Zum Nutzen der Polarreziprozitit heiflit es bei Henrici-Treutlein, einem
Klassiker der Schulbuchliteratur:

Diese Sdtze begriinden eine eigentiimliche Beziehung zwischen Punktgebilden
und Geradengebilden: Wird in der Ebene einer Figur ein beliebiger Kreis an-
genommen, und wird zu jedem Punkt der Figur die Polare, zu jeder ihrer Gera-
den der Pol bestimmt, so entsteht die zur ersten Figur polare Figur, in gleicher
Weise entsteht aus der letzteren die erstere, so daf3 beide als wechselseitig pola-
re Figuren (oder als reziproke Figuren) bezeichnet werden. Aus bekannten Ei-
genschaften der einen Figur lassen sich nun hdufig gewisse Eigenschaften der
anderen Figur erweisen.’’

Die mathematische Welt verdoppelt sich und der Aufwand halbiert sich:
Was will man mehr?

Bildung

Fassen wir zusammen. Welchen Bildungswert kdnnten wir der Behandlung
von Dualitét zuschreiben? Es fallen einige Punkte auf:

1. Ein Satz liefert einen zweiten, ein Beweis einen zweiten. Idee: Du-
alisieren iiben und Arbeit sparen (anspruchsvolles Bsp.: Pascal und
Brianchon): Be wise, dualize! "’

2. Dualititsprinzip als heuristisches Prinzip: neue Sétze aus alten.
Motivation zum Forschen (Selbsttétigkeit).

3. Beweglichkeit des Denkens fordern, Blick fiir Strukturen schéarfen.

4. Dualitdtsprinzip als ein groBes Prinzip der klassischen Geometrie
neben anderen: Kontinuitdtsprinzip, Symmetrie. Fokus auf Metho-
den und Prinzipien.

5. Uberwindung einer allzu gegenstéindlichen Auffassung der Objekte
der Geometrie.

Die ersten beiden Punkte wurden schon von von Staudt und Reye herausge-
stellt, Punkt 3. war Joseph Diaz Gergonne (1771-1859) sehr wichtig. Er be-
tonte immer — in Abgrenzung zu seinem Widersacher und Konkurrenten
Jean-Victor Poncelet — die Dualitét als eine Symmetrieeigenschaft der The-
orie; damit grenzte er sich ab vom Letztgenannten, der eher die konstruktive
Seite der Dualitit vermdge Polarreziprozitit betonte. Diese wurde, wie es
vom schulischen Standpunkt aus sinnvoll erscheint, in der vorliegenden Ar-

16 Henrici-Treutlein 1907, p. 88.

17 Frei nach A. M. Fraedrichs Slogan: Be wise, generalize!
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beit betont. Auch auf Punkt 4. machte Reye in seiner Rektoratsrede auf-
merksam; in seinen Augen war dies das Kennzeichen der neueren Geomet-
rie, das sie von ihren Vorgidngern unterschied. Punkt 5. schlieBlich klingt
recht philosophisch, er ist als Nagel-These bekannt. Die Idee hierbei ist,
dass die Austauschbarkeit etwa von Punkten und Geraden gemafl Dualitét
eine Ablosung von einer festen anschaulichen Vorstellung dieser Objekte
fordere.'® Ob dies fiir Schiilerinnen und Schiiler iiberhaupt wiinschenswert
ist, erscheint fraglich. Interessant konnte aber schon die einfachere Einsicht
sein, dass Punkte und Geraden in der Geometrie mehr durch ihre Funktion
im jeweils vorgegebenen Rahmen, denn durch ihre gegenstéindliche Bedeu-
tung charakterisiert sind.

Jedenfalls zeigt sich, dass die Dualitét wichtige Einsichten vermitteln kann,
was die Rede von ihrem Bildungswert rechtfertigt. Zudem bieten sich An-
kniipfungspunkte — so man denn will — zur Diskussion von anderen Arten
von Dualismen, etwa denen, die aus der Philosophiegeschichte oder der
Physik bekannt sind. Vielleicht hat ja jedes Ding seine zwei Seiten? Womit
man denn bei einem sehr allgemeinen Bildungsbegriff angelangt wire.
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