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Lena, auf einem der beriihmtesten Testbilder in der Bildverarbeitung

Motivation

Motivation

Was ist ein Bild? Wie beschreibt man Bilder mathematisch?

Lena, als Grauwertbild

Beispiele aus einer Bibliothek fiir Testbilder




Motivation Inhalt

Inhalt

€ Motivation

Wie verarbeitet man Bilder?
Mathematische Beschreibung von Bildern

*
@ Punkttransformationen
¢ Rauschen

L 4

Fazit

Lena original Lena transformiert
Motivation Inhalt
ns
Wie verarbeitet man Bilder? - Inhalt

® Motivation
¢ Mathematische Beschreibung von Gauwertbildern
e Bild als Funktion oder Matrix

e Grauwertverteilung, Histogramme

@ Punkttransformationen
@ Rauschen
¢ Fazit

Lena 77?7

Wie geht das?




Mathematische Beschreibung von Bildern Mathematische Beschreibung von Bildern

Bild als Funktion Lena als Funktionsgraph

| 8 |
Kontinuierliches Grauwertbild

¢ Abbildung f von Definitionsbereich Q = [0, a] % [0,b] in Zielbereich R:
f:RZDQ—R

@ () heiBt Bildbereich oder Bildebene
@ die Grauwerte bilden den Wertebereich

@ niedrige Grauwerte werden dunkel, hohe Grauwerte hell dargestellt
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Mathematische Beschreibung von Bildern Mathematische Beschreibung von Bildern

Wie verarbeitet man Bilder? Lena als Funktionsgraph

Lena original Lena als Funktionsgraph




Mathematische Beschreibung von Bildern Mathematische Beschreibung von Bildern

Lena als Funktionsgraph Lena als Funktionsgraph

Mathematische Beschreibung von Bildern Mathematische Beschreibung von Bildern

Lena als Funktionsgraph Lena als Funktionsgraph
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Mathematische Beschreibung von Bildern Mathematische Beschreibung von Bildern

Lena als Funktionsgraph Lena als Funktionsgraph
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Mathematische Beschreibung von Bildern Mathematische Beschreibung von Bildern

Lena als Funktionsgraph Diskretisierung

Abtasten/Sampling
¢ meint die Diskretisierung des Bildbereiches Q
# Bilddaten sind nur auf den Punkten (i, j) eines Rechtecksgitters in {2 gegeben
® erzeugt ein digitales Bild

{fl,]:f(laj)“:l?7N7.7:177M}

¢ kann als Matrix angesehen werden

0.38 0.48 0.51 0.73 0.43 0.55 0.91 0.20

0.38 0.75 044 0.72 0.81 0.67 0.17 0.63

0.39 082 0.57 046 0.73 0.69 0.65 0.59

_ 0.44 0.58 0.30 041 0.74 0.25 0.62 0.50

(fz,j)l,j - 0.45 0.60 0.63 0.61 0.81 0.14 0.57 0.81
048 0.34 025 036 0.25 0.61 045 0.19

0.58 0.18 040 0.55 0.68 0.56 0.86 0.36

0.37 0.29 042 0.54 0.61 046 0.29 0.42

® Gitterpunkt bzw. die Gitterzelle (¢, j) heiBen Pixel

® iiblich: Gitterzellenseitenlingen zu 1 normiert




Mathematische Beschreibung von Bildern Mathematische Beschreibung von Bildern

Abtasten/Sampling Abtasten/Sampling

Pixelstruktur Vergrobern/Down-Sampling

Lena original Auge vergroBert Lena, 512 x 512 Lena, 32 x 32
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Mathematische Beschreibung von Bildern (BER). Mathematische Beschreibung von Bildern
ns
Abtasten/Sampling Abtasten/Sampling
Vergrébern/Down-Sampling Vergrébern/Down-Sampling

Lena, 512 x 512 Lena, 128 x 128 Lena, 512 x 512 Lena, 8 x 8




Mathematische Beschreibung von Bildern Riickblick 1

o
Diskretisierung Kleiner Riickblick
Quantisierung ¢ Bilder als

L . ) e Funktion (empirisch o. kontinuierlich)
@ meint Diskretisierung des Wertebereichs f(Q2)

@ binare Bilder: f(2) = {0,1}
¢ byte-Codierung: f(Q2) ={0,1,...,255}
¢ heute oft: f(Q) =10,1]

e Matrix

e Vektor
® Assoziation: (groB/klein) «+— (hell/dunkel)
® Darstellung von Zahlen, Rechengenauigkeit

@ Menschen kdnnen nur etwa 40 verschiedene Grauwerte unterscheiden.
@ Mehrdimensionalitit
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Mathematische Beschreibung von Bildern Mathematische Beschreibung von Bildern

Quantisierung Raumliche Verteilung der Grauwerte

Niveaumengen
@ Gegeben: diskretes Bild f : Q@ — {co,...,c255} C [0,1]

@ Definition der Niveaumenge zum Grauwert ¢, € {co, ..., 255} als
{(i,5) € Q| f(i,5) = e} = f (ex)
@ Niveaubild:

I (6,) = £(0,5) - 1go100(i,)
mit 1, als Indikatorfunktion einer Menge M,

1falls x € M
1u(z) =

0 falls x ¢ M

256 verschiedene Grauwerte 4 verschiedene Grauwerte

@ Niitzliche Zerlegung:
255 255

f= Zlgk = Zf g1y
k=0 k=0




Mathematische Beschreibung von Bildern

Raumliche Verteilung der Grauwerte
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Niveaubild in 2D Niveaubild in 3D

Mathematische Beschreibung von Bildern

Haufigkeitsverteilung der Grauwerte
Histogramme
® Gegeben sei diskretes Bild f : Q@ — [0,1]

® Die Zuordnung
c— |f71(c)| = Anzahl(f~(c))

liefert das Histogramm H zur Verteilung der Grauwerte,
H :[0,1] — {0,...,|Q|}

® Die raumliche Anordnung der Pixel in € ist ohne Bedeutung fiir das Histogramm

® Darstellung als Punkte-, Stibchen-, oder Balkendiagramm

Mathematische Beschreibung von Bildern
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Beispiele: Histogramme

Originalbild

Helles Bild

Dunkles Bild

Mathematische Beschreibung von Bildern

AVIE

Beispiele: Histogramme

Binares Bild

Gleichverteiltes Rauschen

. Salz-und-Pfeffer-Rauschen”




Riickblick 2 Verarbeitung von Bildern
oA

Kleiner Riickblick Punkttransformationen

Mit Bildern kénnen z.B. thematisiert werden Was passiert, wenn man Funktionen auf Bilder anwendet?

¢ Bild/Urbild, Umkehrfunktion ® Gegeb in Bild
egeben ein Bi

® Mengenbeschreibungen [ —10,1]

@ riumliche Verteilung vs. Hiufigkeitsverteilung ¢ Betrachte Funktion

@ Histogramme (und die Schwierigkeiten) T:[0,1] —[0,1]

@ Verkniipfung T o f von Transformation T und Bild f liefert

® Wahrscheinlichkeitsverteilungen transformiertes Bild-:

¢ Zufallszahlen Tof:Q—1]0,1]
¢ Sichtbare Effekte:
e Transformation der Haufigkeitsverteilung der Grauwerte/Histogramme

e Monotonie- und Stetigkeitseigenschaften von T" werden ,,sichtbar*

@ Herausférderung: Geg. T, wie wird Bild und Histogramm verdndert werden?

Inhalt Verarbeitung von Bildern: Punkttransformationen

Inhalt Beispiel: Punkttransformation

® Motivation
® Mathematische Beschreibung von Gauwertbildern

@ Punkttransformationen

e Anwendung von Funktionen auf Bilder T(x)=1-x
e Verinderung der Grauwertverteilung 1
e Rechnen mit Bildern
T(x)
® Rauschen
¢ Fazit
0
0 1




Verarbeitung von Bildern: Punkttransformationen ' Verarbeitung von Bildern: Punkttransformationen

Beispiel: Punkttransformation Beispiel: Punkttransformation

T(z) = 2 LA
1 e A
o) ; ?A
0
0 1 1
| J
Verarbeitung von Bildern: Punkttransformationen Verarbeitung von Bildern: Punkttransformationen
Beispiel: Punkttransformation Beispiel: Punkttransformation
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Verarbeitung von Bildern: Punkttransformationen Verarbeitung von Bildern: Punkttransformationen

Beispiel: Punkttransformation Beispiel: Punkttransformation

o

0 01 02 03 03 05 05 07 03 09

—

T(z) =1 —sin(rz)

—

z) = 15,06z

TK) | | i
—

Verarbeitung von Bildern: Punkttransformationen

1

T(x)

o

0
0 01 02 03 03 05 05 07 08 05 ° 02 04 05 0 1

Verarbeitung von Bildern: Punkttransformationen

Beispiel: Punkttransformation

—
.m —

0 01 02 03 04 05 06 07 03 09

Beispiel: Punkttransformation

—

T(x) = sin?(4.75 7 x)

1.
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Verarbeitung von Bildern: Punkttransformationen

Beispiel: Punkttransformation

Tx)

Verarbeitung von Bildern

Punkttransformationen

Kann man mit Bildern rechnen ?

® F:={f:Q—R]|f ist Funktion } bildet Vektorraum
® K:={f:Q—10,1]| f ist Bild } bildet konvexe Teilmenge von F
@ K stabil unter Multiplikation

® Metamorphosen durch Konvexkombinationen

4 05 06 07

0s 08

Verarbeitung von Bildern

Punkttransformationen

Beispiel: Multiplikation
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Verarbeitung von Bildern

Punkttransformationen

Beispiel: Multiplikation



Verarbeitung von Bildern Verarbeitung von Bildern

Punkttransformationen Punkttransformationen

Beispiel: Konvexkombination

Beispiel: Konvexkombination
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Verarbeitung von Bildern Riickblick 3

Punkttransformationen Kleiner Riickblick

Beispiel: Konvexkombination Mit Bildern lassen sich thematisieren:
@ Verkniipfung von Funktionen
® Monotonie

Umbkehrbarkeit

Stetigkeit

Design von Funktionen

Ungleichungen, (Halb)ordnungen, f > g

Rechnen mit Bildern,

Funktionenraum, Vektorraum

Konvexitat

® 6 6 6 6 o6 o o

Geometrie des Raumes der Bilder




Inhalt

Inhalt

*

Motivation

@ Mathematische Beschreibung von Gauwertbildern
@ Punkttransformationen

@ Rauschen (auch als ,, Vorspeise*)

L 4

Fazit

Degradation von Bildern: Rauschen

» Punkttransformation“ Rauschen
@ wichtige Form der Degradation von Bildern
@ stochastisches Phanomen

@ oft nicht jedes Pixel betroffen

Additives Rauschen
@ Modellannahme: Bild und Rauschen stochastisch unabhingig

fG0,5) = 9(i,3) +n(i, j)

mit Rauschen n, Originalbild g und verrauschtem Bild f

® Rauschen n wird durch Wahrscheinlichkeitsverteilungen modelliert, z.B.

e Gleichverteilung (uniformes Rauschen)
e Bernoulli-Verteilung (Salz-und-Pfeffer-Rauschen)

@ Herausforderung: Kiinstliches Rauschen, wie?
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Degradation von Bildern: Rauschen

Beispiel: Rauschen

Kameramann, 512 x 512

Kameramann, 30% uniformes Rauschen

Degradation von Bildern: Rauschen

Beispiel: Rauschen

0 0.2 04 0.6 08
Kameramann, 512 x 512

14

0
0 0.2 04 0.6 08 1

Kameramann, 30% uniformes Rauschen




Degradation von Bildern: Rauschen

Beispiel: Rauschen

04 0.6

512 x 512

0.2 04 06 08

30% SuP-Rauschen

Degradation von Bildern: Rauschen

Beispiel: Rauschen

0 0.2

04 0.6

512 x 512

0.8

0.2 04 0.6 08

10% SuP-Rauschen

Degradation von Bildern: Rauschen

Beispiel: Rauschen

0.2 04 0.6

512 x 512

0.8

0.2 04 0.6 08

20% SuP-Rauschen

Degradation von Bildern: Rauschen

Beispiel: Rauschen

0.2 04 0.6

512 x 512

0.8

0.2 04 0.6 08 1

30% SuP-Rauschen




Degradation von Bildern: Rauschen Degradation von Bildern: Rauschen

Beispiel: Rauschen Beispiel: Rauschen

0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 08 1

512 x 512 40% SuP-Rauschen

0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 08 1

512 x 512 60% SuP-Rauschen
Degradation von Bildern: Rauschen Degradation von Bildern: Rauschen

Beispiel: Rauschen Beispiel: Rauschen

0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 08

512 x 512 50% SuP-Rauschen

0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 08 1

512 x 512 70% SuP-Rauschen




Degradation von Bildern: Rauschen Degradation von Bildern: Rauschen

Beispiel: Rauschen

Beispiel: Rauschen

0 0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0 0.2 04 0.6 0.8 1 0 0 0.2 04 0.6 0.8 1
512 x 512 80% SuP-Rauschen 512 x 512 99% SuP-Rauschen

Degradation von Bildern: Rauschen Wiederherstellung von Bildern: Entrauschen

Beispiel: Rauschen Kann man Bilder entrauschen?

Entrauschen

512 x 512 30% SuP-Rauschen

0.2 04 0.6 0.8 1 0 0.2 04 0.6 08 1

512 x 512 90% SuP-Rauschen




Entrauschen

Wiederherstellung von Bildern:

s
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Kann man Bilder entrauschen?

Entrauschen

512 x 512 30% SuP-Rauschen entrauscht 7

Ausblick (BE0).
ns

Kann man Bilder entrauschen?

Entrauschen *

L 4

30% SuP-Rauschen

512 x 512 entrauscht

Wie geht das?

Ausblick

Kann man Bilder entrauschen?

Entrauschen

512 x 512 30% SuP-Rauschen

entrauscht

Wird erreicht durch lokale Transformationen!

Fazit

(Vorlaufiges) Fazit

Schon mit elementarer Bildverarbeitung lassen sich mathematische Konzepte
sichtbar machen.

Mit Punkttransformationen lassen sich Begriffe wie Verkniipfung von Funktionen,
und deren Stetigkeit, Monotonie und Umkehrbarkeit augenfallig darstellen.

Zufall, Wahrscheinlichkeit, Verteilung und Histogramme erscheinen in neuem
Licht (von Nitzlichkeit?).

Rechnen(!) mit Funktionen wird visuell erfahrbar.

Bildverarbeitung mit Stift und Papier ist moglich:
Kleine Bilder oder besser mit Signalen, also Zahlenreihen.

Der Lernende kann sichtbar gestalten, schopferisch tatig sein, spielen;
er hat Bilder gemacht mit Mathematik.




Fazit

(Vorlaufiges) Fazit

® Schon mit elementarer Bildverarbeitung lassen sich mathematische Konzepte
sichtbar machen.

@ Mit Punkttransformationen lassen sich Begriffe wie Verkniipfung von Funktionen,
und deren Stetigkeit, Monotonie und Umkehrbarkeit augenfillig darstellen.

® Zufall, Wahrscheinlichkeit, Verteilung und Histogramme erscheinen in neuem
Licht (von Niitzlichkeit?).

® Rechnen(!) mit Funktionen wird visuell erfahrbar.

® Bildverarbeitung mit Stift und Papier ist mdglich:
Kleine Bilder oder besser mit Signalen, also Zahlenreihen. Vielen Dank fiir lhre Aufmerksamkeit!
@ Der Lernende kann sichtbar gestalten, schdpferisch tatig sein, spielen;

er hat Macht mit Mathematik.




