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��� ���	���������� 	����� ��� ���	�� 7��� 	���������� ������ 	� �
��	����	
��� �������	
�� 6
	� ���8��	
��� �� ���	�� �� 	����� 7���� �� ��!��6� 9���	
	
���
%��	
������� ���	�� 7���� ��� 	�� ���	 ���9��	� 	���� 	� 
����	
��	� 	�� �
�	�
��	
�� �� :�6
�����
	�� �	���� 
� ���� ����
��� �� ����	�������	
� 7���� 
� ������ ����
��� ��� ���� ;1&<�
;11<� ;1�<� ;10< ��� ��	�
���
=�� ������� �� ���	�� 	��������� ����
�	� �� ������	���	
�� �� ��!��6� ���	�� 7���

� � ������� ����
� 6��� 
	� ��� �� ������ "���� 	�������� 
� �
���� �� ���	���	 	�
������ �����	��
>�� 	��������� 	�� ���	�� 	��������� ������� ���� ��	 ���� � ��
9��
����	
�� �
��� 	�� ��� �� 6��� �� 	�� ������ "���� 	�������� ��� � ���2	�
�
�� ���� ������
������
�� 	� 	�� ?������	> ��������
	
�� ����� ���	�� 7��� ��� �� ��������	�� �� 	��
��� �� � ��	��	
�� ��� � ������
��� ���	�� 7���� �
��� 	�
� ��������
	
�� 
� ��	 ��
9���
�
@����	 ����
	
��� 	� ������	�� ��
9������ 
� ���	�
� ?
����	 ������ ���� ���� �
�������

� 	�� ���	� ��� ;1�<� ;1�<� ;�<� ;&<� =�� !����� �� 	�� ��� 	�������� ����
�	� ����
���� �� 	��
��	��	
�� 7���� 6
	� ���
��
�� �������� ������� ?����� 
	 	���� 
�����
��� 	� ������� 	��
��	��	
�� ���	 �� � 7��� ���� 	�� ���� !��6����� �� 
	� ��� 	��������� A��� 	�� ������
���
���	 ��� �� ��	��	��� =�� ���� ����� �� 	�� "���� ������ 	�������� 
� 	��� 
� �9��� 	�
	�� �������� �� ������
��� ���	�� 7���� 6
	� ���
��
�� ������ ��������	 �	 	�� ���������
��� ���� ;1�<� =�
� 
� 6�� 	�� ��	��	
�� ���	 �� � �������� 7��� ��� �� ��������� ���� 
	�
"���� ������ 	��������� �� 	��	 ����� 	�� ��� 	�������� ��� 	�� "���� ������ 	��������
��������	 � ���������	��� ��
� �� 
�	����� 	���������. =�� ��	
�� 7��� ��� �� ������	���	��

� ��� ��� ��	� 	��������� �� ��	� ���
����� ��� 	�� ���� ����� �� ��� 	�������� ����
�	�
�-��	�� �� 	���� 7���� 6�
�� ��� �� ��������� �� 	�� �	��� ����
����	 	6��	� ����� ��� B��
� ;&�< ��� 
��ß ;&'< ����
���� 	�� �
������ ����� �����2
���
	
��� C�D$E �� 	�� n2�
����
���� "���� 	�������� ��� 	�� �$2��� 	��������� ������2
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�� ��� ��!��6�� =�
� �����
�	 
� 	� �� ������	��� �� 	�� 7��	 �	�� 	�6���� 	�� ��	���
2
��	
�� �� �D$� ��� ��	�� 	�� ���	��
�� ��� ��� "���� ������ 	�������� �� 	�� ��
	 ����
B3 �� R3� =�� ������	�� ����� �� ���	�� 7��� ��������� 
� L2(B3,S1) ������ �� �������
�	�
��� � �����9���	 �����	
�� �� �D$� ��� 	�� 	6� 
�	����� �����	��� 
� 	�� ���� ��	����
=�� ����	���	
�� �� 	�� ���	
���� �����	������� ��� ��	������� ����� 
� �������
���� 
�
	6� �
@����	 6���� =�� 7��	 �������� ���� �����
��� �����
��� ������
�� �� �	��	
�� ��
�	
	� ������	� ���	�� �����
��� ������
��� �
�
��� �����	� ��� �� ����� 
� 	�� 6��! �� 

����
;&F<� 6�� ����	���	�� � �������
>�	
�� �� �����
��� ������
�� ��� ���	�� 7���� ��7��� �� 	��
��
	 ������� 4
	� 	�� ���� �� �
��� ����	
��� 6� 
� ���	���	 ���
�� ���	�� ������ ����	
���
������	�� 
� B3 6�
�� ��
�� ��	������� ��	� �� ��	��	
�� ��� ������
��� 7����� =�� ������
6�� ���
���� � ��	 �� �
������ 
���������	 ���	�� 7���� 6
	� ���	�
� ������	
�� �����
��
�
@����	
�� �����	��� ���� �� ∇� rot ��� div 	� �������
���� %������
�� ����� �� ������
���
��� ��	��	
�� ���	�� 7���� ��� 	�� ��
	 �
�! 
� R2 6��� ���
��� 
� ;&&<� ;&1<�
=�� ����� ����
�	� �� 	���� ���	�� ���	
�� 1 ���	�
�� 	�� ��	����	
��� ��	�� 6
	� ��� �����2
���� ��	�	
��� ��� ��7�
	
��� ��� ���	��� ����
��� �� 
�	�����	
�� 	� 	�� ?������	>2?����
��������
	
�� �� ���	�� 7����� G���
!� �������
��� ��� �����
��� ������
��� ,��	�������
���� ������	
�� ��� ����	
��� ��	6��� �����
��� ��	������� �������
��� ��� ��	���
����� ��
���	
�� � 6� �
�� �� ��	�
�� �� 	�� �����	
�� �� ��	������� ���	�� �����
��� ������
�� 
�
B3 ���� �����
��� �����
��� ������
�� ��� ����	���	 ����� �� ��	������� �
��� ����	
��� ���
��������� �� ������
��� ��� ��	��	
�� ���	�� 7���� �����
�	�� 6
	� 	�� ?������	>2?����
��������
	
��� =�� ����	���	
�� �� ����� �� �����
�� �
@����	
�� �����	��� 	� �������
���
7����� 
� �����
��� 
� ���	
�� �� ���� ��������	��� �� ��	������� �������
��� �� 6��� ��
���
� ������	
�� �� B�������� *���������� �����
�	�� B������� ��� H����
 �������
��� ���
�
�	�� 
� 	�� ������
-�

�� ��� �!��"����

�� 	�
� 7��	 ���	
�� 6� ������	 ��� ��������� 	���� ��� ��� ���	��� 
����	
��	
���� 4� ��7��
��������� ����	
�� ������� 
����	��	 �
@����	
�� �����	��� ���� ���	�� ������
�� 6� �
�� �
��
�� ��	�
�� �� 	�� ?������	>2 ?���� ��������
	
��� 
�	������ 	�� G���
!� �������
���
��� ���� ������� ������	
�� �� ��	������� �������
����
B�	 � I��	��
�� ���	������� �����
��	� ���	�� �� �
��� 
� 	�� +���
���� ����� R3� ,��
� ��
�	 x ∈ R3 6� ��� 	�� ��	�	
�� x = (x1, x2, x2) �� 6��� �� x = (x, y, z) ��� 	��
�
�����
��	��� D��	��� ��� 6�
		�� 
� ���� ���� ��		��� ξ = (ξ1, ξ2, ξ3)�� �� a = (a1, a2, a3)�

=�� ������ ������	 �� ���	��� x� y 
� ����	�� �� x · y� ��� 	�� +���
���� ���� �� |x| =√
(x1)2 + (x2)2 + (x3)2� J� B3 = {x ∈ R3 | |x| < 1} ��� S2 = {ξ ∈ R3 | |ξ| = 1} = ∂B3

6� ��7�� 	�� ��
	 ���� ��� ��
	 ������ 
� R3� ������	
�����
=�� ����� �� ���	�� 7���� ( 6�
�� 
� �9��� 	� 	�� ����� �� 	����� 7���� �� ���! 1 ( ��7���
�� B3 ��� S2 
� 6�
		�� �� S1(B

3)� S1(S
2)� ������	
����� 4� ��
	 	�� ����
� B3 �� S2 
�

� ������
�� 
� 
�����
���� =����� 7���� �� ���! 0 ��� ������ ������ ����� �� �	
��
���� 
�
	��� ��� ���� 	� ������	� ��	��	
�� 7����� ,�� k ≥ 0 6� 
�	������ ����	
�� ������ Ck(B3)�
Ck(S2)� Ck

0 (B3) �� k2	
��� ���	
������� �
@����	
���� ������ 7���� ��� ������� ������ ��
����� k 6�
�� ��� ����	�� �� Hk(B3)� Hk(S2)� Hk

0 (B3) �� ������ 4� ���
�� 	��	 Ck
0 (B3)

����
�	� �� 	���� ����	
��� ���� Ck(B3) ���
�� ������	 ������	 
� B3 ��� Hk
0 (B3) 
� 	��

Hk2������� �� C∞
0 (B3)� =�� ������ Ck(B3,S1)� C

k(S2,S1)� C
k
0 (B3,S1) ������
���� ���	�
� k2

	
��� ���	
������ �
@����	
���� ���	�� 7���� ��� 	�� ������� ������ Hk(B3,S1)�H
k(S2,S1)�

Hk
0 (B3,S1) ����
�	 �� ���	�� 7���� 6
	� ��������	� ��
�� ������	� �� 	�� ����������
��
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������ ������� �������
=�� ����� �� �9���� 
�	������� ���	�� 7���� L2(B

3,S1) = H0(B3,S1) 
� � ?
����	 ����� 6
	�

���� ������	 (·, ·) ��� ���� || · ||�

(a, b) = (a, b)L2(B3,S1) =

∫
B3

(a(x) · b(x))dx,

||a||2 = ||a||2L2(B3,S1) = (a, a).

=�� 
���� ������	 ��� ���� 
� 	�� ����� L2(S
2,S1) = H0(S2,S1) ��� ��7��� ������
�����

4� ���	
��� �� ������
�� 	�� ���
� �
@����	
�� �����	��� �� ���	�� ������
�� =�� �����	��
�� ����
��	 ∇ : Hk(B3) → Hk−1(B3,S1)� k ≥ 1� ��	� �� � ������ 7��� ϕ(x) ��

∇ϕ =

(
∂ϕ

∂x1
,
∂ϕ

∂x2
,
∂ϕ

∂x3

)
.

� ���	�� 7��� a ∈ Hk−1(B3,S1) 
� ������ � �	
��
��� ����� 
� a = ∇ϕ ����� 	��� ��� ����
����	
�� ϕ ∈ Hk(B3)� �� 	��	 ���� 6� ���� ϕ 	�� �	
��
��� �� a� =�� �����	�� �� �
��������
div : Hk(B3,S1) → Hk−1(B3)� k ≥ 1� ��	� �� � ���	�� 7��� a ��

div a =
∂a1

∂x1
+
∂a2

∂x2
+
∂a3

∂x3
.

� ���	�� 7��� a ∈ Hk(B3,S1) 
� ������ �	���	���� 
� 
	� �
�������� 
� �9��� 	� >���� div a = 0�
=�� �����	�� �� ���� rot : Hk(B3,S1) → Hk−1(B3,S1)� k ≥ 1� ��	� �� � ���	�� 7��� a(x)
������
�� 	�

rota =

(
∂a3

∂x2
− ∂a2

∂x3
,
∂a1

∂x3
− ∂a3

∂x1
,
∂a2

∂x1
− ∂a1

∂x2

)
.

A��
������
rot(∇ϕ) = 0, div(rot a) = 0, div(∇ϕ) = ∆ϕ

��� ���
� ��� ��� ������ 7��� ϕ ∈ H2(B3) ��� ���	�� 7��� a ∈ H2(B3,S1)� 
��������
������
��� ��� ��	��	
�� 7���� ��� �� ������	��
>�� ��
9���� �� ����� �� 	���� 	���� ���2
�����	�� �
@����	
�� �����	����

�

#
�$�$
� ���� �� ��� ����� ���	�� 
��� a ∈ H1(B3,S1) 
�	�
����� rot a = 0� 	���� ���
	

� ��	��	��� ϕ ∈ H2(B3) 
��� 	��	 a = ∇ϕ�
�� ��� ����� 
��������� 
��� a ∈ H1(B3,S1)� ���� div a = 0� 	���� ���
	
 � ���	�� 
���
v ∈ H2(B3,S1) 
��� 	��	 a = rotv�
�� ��� ����� 
��������� 
��� a ∈ H1(B3,S1)� div a = 0 ��	� ����
���� ������ ��������	
�	 	�� ��������� ���� ν · a = 0 �� ∂B3� ����� ν �
 	�� ��	�� ������ 	� 	�� ���	 
����� ∂B3�
	���� ���
	
 � ���	�� 
��� v ∈ H2(B3,S1) 
��� 	��	 a = rotv ��� v |∂B3= 0�

�


%� �	�	����	 �� ��� �� 
� � 6��� !��6� ���	 
� ���	�� ������
� ��� ��� �� ����� ����

� 	�� ���! �� ����
� ;&�<� �����	
�� �� 
� � �����9����� �� �	�!�K� 	������� �

���� ��� &�'��
'��( ��) &
)��()��
�#
�$�$
� 
% ����

 *�')�

�� 	�
� ������	
�� 6� ������
>� 	�� ��
� �����	� ����	 ��������
	
�� �� ���	�� 7���� ��
	��� ���� ���� ������	�� 
� ;1�<�
=�� ?������	>2��������
	
�� ��� f ∈ H1(B3,S1) �����

�



f = fs + ∇v , div fs = 0 , v ∈ H1
0 (B3) . C1�&E

�	 ���� 	��	 ����� ���	�� 7��� ��� �� 6�
		�� �� 	�� ��� �� � ������
��� ���	 fs ��� ��

���	�	
���� ���	∇v� $�������
	
�� C1�&E ���� ����� 	��� ��� f ∈ L2(B

3,S1) 6��� 6� ��7��
������
��� 7���� 
� 	�� 6��! �����∫

B3

(fs(x) · ∇p(x)) dx = 0 , ��� ��� p ∈ C∞
0 (B3) ,

6�
�� 
� �9�
�����	 	� div fs = 0 ��� 	� 	�� 	������ �� *����2A�	�������!�� =���� C1�&E
����6� ��� � ���
		
�� �� L2(B

3,S1) 
�	� ��	������� ���������

L2(B
3,S1) = H(div; B3) ⊕∇H1

0 (B3) , C1�1E

6����

H(div; B3) :=
{
f ∈ L2(B

3,S1) | (f ,∇p)L2(B3,S1) = 0 ��� ��� p ∈ C∞
0 (B3)

}
����	�� 	�� ����� �� ������
��� 7���� 
� L2(B

3,S1)�
=�� ����� H(div; B3) 
	���� ���
� ��� �� ���
	 
�	� 	6� ��	������� ���������� =� ��� 	�
�
6� 6�
	� ����� fs ∈ H0(div; B3) �� � ��� fs = fs

1 + fs
2 6���� fs

1 � f
s
2 �����

rot fs
1 = rot fs 
� B3 ,

div fs
1 = 0 
� B3 ,

ν · fs
1 = 0 �� ∂B3 ,




rot fs
2 = 0 
� B3 ,

div fs
2 = 0 
� B3 ,

ν · fs
2 = ν · fs �� ∂B3 ,

 C1��E

������	
����� +��� �� 	�� 	6� �������� ����� �������� CJD%E 
� C1��E ��� � ��
9�� ����	
��
��� ����� fs

1 � f
s
2 ��� 6���2��7���� ,��	��� 6� ������ ���� 	�� ������ JD% 	��	 fs

2 = ∇h
��� � ������
� ����	
�� h� =�� ���	�� ����� �� ������
� ����	
��� ��� �� �����
��� ��

Harm(B3) :=
{
h ∈ H1(B3) |

∫
B3

(∇h(x) · ∇p(x))dx = 0 ��� ��� p ∈ C∞
0 (B3)

}
.

���
� 6� ���� 	�� *����2A�	�������!� 	������ 	� ��	 � 6��! �������	
�� �� ������
�
����	
��� 6�
�� 
� ���� ���
� 
� H1(B3)� ,
���� fs

1 ���7��
�� 	�� 7��	 JD% 
� C1��E ���
������
��� 7���� 6
	� 	�����	
�� :�6 �	 	�� ���������

H0(div; B3) :=
{
f ∈ L2(B

3,S1) | div f = 0 , x ∈ B
3 , ν · f(x) = 0 , x ∈ ∂B

3
}
.

J� ����� �� 	�� *����2A�	�������!� 	������ 
	 
� ���� 	� ����� 	��	 fs
1 ⊥ fs

2 � =�
� �����
	��	 	�� ������
��� 7���� 
� H(div; B3) ��� �� ���������� 
�	� � ��� �� ������
��� 7����
6
	� 	�����	
�� :�6 �	 	�� �������� ��� ����
��	� �� ������
� ����	
���

H(div; B3) = H0(div; B3) ⊕∇Harm(B3) . C1��E

=�� ������	� �� ∇Harm(B3) ��� ������ 
���	��� ������ %�		
�� 	���	��� C1�1E ��� C1��E
6� ��	 	�� ?����2��������
	
�� ��� �9���� 
�	������� ���	�� 7�����

���

�� ���� ����� ���	�� 
��� f ∈ L2(B
3,S1) ��� �� �������
�� ��	� � 
��������� 
���

fs
1 ��	� 	�����	��� ��� �	 	�� �������� ∂B3� � �������� 
��� fs

2 = ∇h ��	� h ��������
��� �� ����	�	����� ���	 ∇v� v ∈ H1

0 (B3) 
��� 	��	

f = fs
1 + ∇h+ ∇v . C1�'E

�



���	 ����
� 	�� 
���� �� 
����� ��	������� ���	�� 
���
 L2(B
3,S1) �
 �� ��	������� 
��

�� 	���� 
��
����


L2(B
3,S1) = H0(div; B3) ⊕∇Harm(B3) ⊕∇H1

0 (B3) .

=�� ?���� ��������
	
�� C1�'E ��� �� 
�	�����	�� �� �����6�. fs
1 ���	�
�� ��� 
������	
��

����	 	�� ���� �� 	�� 7��� rot f � 	�� ������
� 7��� ∇h ���	�
�� 
������	
�� ����	 	��
�������� ������ ν · f ��� 	�� ��	��	
�� ���	 	���� �����	�
�� ����	 	�� �
�������� divf �
=�� ����� �� ������
� 7���� ∇Harm(B3) 
� ������ 
� L2(B

3,S1) 6
	� ������	 	� 	�� L22
���� 	�������� �� ���	 ∇Harm(B3) 
� 	�� ��	������� ���������	 �� ∇H1

0 (B3) 
� ∇H1(B3)�
� ������	� ���	�� �� ��	�������� ������
� 7���� ��� �� ������	�� �� ����� �� �����
���
������
��� ��� ;1�<�
�� ��� 6� ���� 7�� ��������	�� ��������� �� ���	�� 7���� f ∈ L2(B

3,S1). =�� ������
���
7���� H(div; B3)� 	�� ������
��� 7���� 6
	� 	�����	
�� :�6 �	 	�� �������� H0(div; B3)� 	��
������
� 7���� ∇Harm(B3)� 	�� ��	��	
�� 7���� ∇H1(B3) ��� 	�� ��	��	
�� 7���� ∇H1

0 (B3)
6
	� ��	��	
��� ���
��
�� �� 	�� ���������
�� :�
� ������
�� 	�� ������
� ��������	 �� � ���	�� 7���� 6�
�� 
� �	 	�� ���� 	
��
������
��� ��� 
���	�	
����� 
� ���� ������ ������� �	��	���
�
�� �����
�6 �� �
�	��
��� 	���	
��� 6�
�� ��� 	� 	�� ?������	>2?���� ��������
	
�� 	���2
��� ��� 	�� ����� ��� �$ ���� ��� �� ����� 
� ;&�<� I������
�� 	�
� ������� 6� ����� ����
	� ;1<� ;0<� ;1'<� ;1�<�

���� �#��
$��' ��
�
�$��

B�	 dω �� 	�� ������� ������� �� S2� 4� ����
∫

S2 dω(ξ) = 4π� 4� ���
�� 	��	 L2(S
2) 
�

� ?
����	 ����� 6
	� 
���� ������	

(a , b) = (a , b)L2(S2) :=

∫
S2

(a(ξ) · b(ξ))dω(ξ) ,

��� ����
||a||2 = ||a||2L2(S2) := (a, a) .

��� ��
�	 ξ ∈ S2 ��� �� ��������	�� 
� �����
��� �����
��	��

ξ =
√

1 − t2(cosϕ ex + sinϕ ey) + t ez, 0 ≤ ϕ < 2π, −1 ≤ t ≤ 1, t = cos ϑ, C1��E

6���� ϑ ����������� 	� 	�� ��	
	���� ϕ 
� 	�� ����
	��� ��� t 	�� ����� �
�	����� +9�
��2
���	�� 6� ����

ξ = sinϑ cosϕ ex + sinϑ sinϕ ey + cosϑ ez ,

6���� ex� ey ��� ez ��� ��	������� ���	��
�� ��������� ���	���� =�� ������- �����
���
������
�� {Yn,l(ξ)} ��� ����	�� 	� 	�� �����
�	�� B������� �������
��� Pm

n C��� ������
-
�� ��� � ��7�
	
��E ��

Yn,m(ξ) = Nn,m e
imϕPm

n (t), Nn,m =

√
(2n+ 1)(n−m)!

4π(n+m)!
, |m| ≤ n, C1�FE

6���� Nn,m ��� ������
>�	
�� ���	���� ,�� ����	
�� 
��
��� m 	�� �����
�	�� B�������
�������
��� ��� ��7��� �� C'�&�E� C'�&'E� =�� �����
��� ������
�� ��� ��	�������� 6
	�

'



������	 	� 	�� L2(S
2)2
���� ������	∫

S2

Yn,l(ξ)Ym,k(ξ) dω(ξ) = δnmδjk.

=�� ��	 �� �����
��� ������
�� �� ������ n 
� 
����
��	 6
	� ������	 	� ��	�	
��� 
� 	��
����� 	��	

Yn,m(Aα,β,γξ) =

n∑
m′=−n

D
(n)
m,m′(α, β, γ)Yn,m′(ξ) C1�0E

��� ����� Aα,β,γ ∈ SO(3)� 6���� α� β ��� γ ����	� 	�� ����������
�� +���� �������  �	�
	��	 	�� �����	
�� 
���- 
������� m ���� ��� ��	 	�� ������ n �� Yn,m� �� 6� �����
� ��	�	
�� 	� � �����
��� ������
� �� ������ n �� 
� C1�0E� 	�� �����	
�� ����	
�� 
� �	
��

� ����{Yn,m |m = −n, . . . , n}� =�� ��	�
- D(n) ���	�
�� 	�� ���L�
��	� �� 	��	 �
����
����
��	
��� ,��	������� 	�� ��	�
- D(n) 
� 	�� (2n + 1)2�
����
���� ��������	�	
�� ��
	�� ��	������� ����� SO(3) ��� 
� !��6� �� ��
��� 	� �	
�
�	� �� �������� ��
���� �	
��	
�7��

D
(n)
m,m′(α, β, γ) =

∫
S2

Yn,m(Aα,β,γξ)Yn,m′(ξ) dω(ξ) .

=�� ��	�������
	� ����	
�� ��� D(n) ��� �� ����� 
� �	������ 	�-	���!� �� ����� 	������
��� 
��	���� ���
 �	 ��� ;+9� CFF��E� �< �� ;��<E� �	 
� �
��� ��∫ 2π

γ=0

∫ 2π

β=0

∫ π

α=0

D
(n)
m,m′(α, β, γ)D

(N)
M,M ′(α, β, γ)sinα dα dβ dγ =

8π2

2n + 1
δnNδmMδm′M ′ . C1��E

 �	� 	��	 sinα dα dβ dγ 
� 	�� ?��� ������� dµ �� 	�� ��	������� ����� SO(3)�
,�� 	�� ����
�� ���� γ = 0 6�
�� 
� �������	 ��� 	�
� ����� 6� ����

D
(n)
m,m′(α, β) := D

(n)
m,m′(α, β, 0) = N (m′)

n,m eimβ Pm,m′
n (cosα) , N (0)

n,m = Nn,m,

6���� Pm,m′
n ��� 	�� ����������� ���	���
�� �������� �	���	����� ��� N

(m′)
n,m ��� 	��
� ���2

���
>�	
�� ���	���� +-��
�
	 ��������	�	
��� �� Pm,m′
n ��� ����� 
� ;�< ����� 6
	� ���� ��	�
��

�������
�� ��	�	
��� �� �����
��� ������
��� %�		
�� γ = 0 6��!��� 	�� ��	�������
	� ��2
��	
�� C1��E �� 	�� 4
���� ��	�
-� �
��� 	�� 
�	����	
�� 6
	� ������	 	� γ 
� ��
		��� =�
�
�
���� ∫ 2π

β=0

∫ π

α=0

D
(n)
m,m′(α, β, γ)D

(N)
M,m′(α, β, γ) sinα dα dβ =

4π

2n+ 1
δnNδmM . C1�&�E

 �	� 	��	 6� ���	 	�� ��	�������
	� 6
	� ������	 	� m′� 4��� γ = 0� �9��	
�� C1�0E ���
�� ��6�
		�� ��

Yn,m(Aθξ) =

n∑
m′=−n

D
(n)
m,m′(θ)Yn,m′(ξ) ,

6���� θ = (cosβ sinα, sin β sinα, cosα)�
=�� �����
�	� �	������ �	� ��
������ 
���	���� ����

Pn(η · ξ) =
4π

2n+ 1

n∑
l=−n

Yn,l(η)Yn,l(ξ), C1�&&E

C(3/2)
n (η · ξ) = 4π

[n/2]∑
k=0

n−2k∑
l=2k−n

Yn−2k,l(η)Yn−2k,l(ξ). C1�&1E

�



,
����� 6� ������	 ��� �� 	�� ���	 
����	��	 	������� �������
�� �����
��� ������
���
	�� ���������� 

�	���� =�� ������� 6�� 7��	 ����
���� �� ,��! 
� &�&� ��� ��	�� ��
?��!� 
� &�&0� � ����� �� 
	 
� ����� 
� ;�� 1�F� '< ��� ;�� 1�� &�<�

���

�� ��+� C,��!2?��!� 	������E� ��	 F (t) �� ���	�����
 ��� −1 ≤ t ≤ 1� ���� ���
����� 
�������� �������� �� ������ n �� ���� 	�� ����	�	�∫

S2

F (ξ · η)Yn,l(ξ)dω(ξ) = 2πYn,l(η)

∫ 1

−1

F (t)Pn(t) dt ,

����� Pn ����	� 	�� �������� ����������
 �� ������ n�

��+� ,�
�$-� #
'��
�$�'�

G���
!� �������
��� ���� � ������	� ��	�������� ���	�� 
� L2(B
3)� =��� ���� � !�� ����

�� �
������ ����	
��� ��� 	�� "���� 	��������� ��� B��
� ;&�< ��� 	�� M2��� 	��������� ���

���� ;&'<�
,
��	 6� ��7�� ���
�� �������
��� {Rn−2k

n , k = 0, ..., [n/2], n = 0, ... }

Rn−2k
n (ρ) := ρn−2kP

(0,n−2k+1/2)
k (2ρ2 − 1)

=
(−1)k

22k
ρn−2kCk

2k

k∑
p=0

(−1)p
Cp

kC
2k
2n−2k+2p+1

Ck
n−k+p

ρ2p, ρ ∈ [0, 1] , C1�&�E

6���� P
(α,β)
n ��� 	�� H����
 �������
��� �� ������ n ��� 	��� (α, β) C������
- ���E ���

Ck
n =

(
n
k

)
�

P (α,β)
n (t) =

(n+ β)!

(n + α+ β)!

n∑
j=0

(−1)j(2n+ α + β − j)!)

j!(n− j)!(n+ β − j)!

(
t+ 1

2

)n−j

, −1 ≤ t ≤ 1 . C1�&�E

=�� ���
�� �������
��� Rn−2k
k ��
��
�� 6
	� ������
�� �������
��� 
� ;�� F1F�&�< �� 	� �

������
>�	
�� ���	�� ��
√

2n+ 3�
=�� ����	
��� Rn−2k

n C1�&�E ��� 	���� �������
��� �� ������ n ���
�� 0 �� n− 2k2���� >���
��� ��	
���
�� ∫ 1

0

Rn−2k
n (ρ)Rn−2s

n (ρ)ρ2 dρ =
1

2n+ 3
δks, Rn−2k

n (1) = 1 . C1�&'E

=�� G���
!� �������
��� {Z(n)
n−2k,l(x)}, 6
	� k = 1, ..., [n/2], |l| ≤ n − 2k� n = 0, 1, 2, . . .�

��� 	��� ��7��� ��

Z
(n)
n−2k,l(x) := 4π Rn−2k

n (ρ) Yn−2k,l(φ) , x = ρφ, |φ| = 1 , C1�&�E

6���� Yn−2k,l ��� �����
��� ������
�� �� ������ n−2k �� 
�	������� 
� ���	
�� 1�1� ���	��

{Z(n)
n−2k,l} C1�&�E ��������	� �� �-	���
�� �� 	�� ������ �	���	����� 	� ������� 	� R

3 ���
����� �� ��	������� ���
� �� L2(B

3)� =�� ����� �����	� 	�

||Z(n)
n−2k,l||L2(B3) =

4π√
2n+ 3

.

F



��� f(x) ∈ L2(B
3), ����� ��� �� �-����
�� ��

f(x) =
∞∑

n=0

[n/2]∑
k=0

∑
|l|≤n−2k

f
(n)
n−2k,l Z

(n)
n−2k,l(x). C1�&FE

�

#
�$�$
� ��.�  � ��	����� �����
��	�	��� �� 	�� !����"� ����������
 #$�%&� �� 	���

�� '��������� ����������
 �
 ����� �


Z
(n)
n−2k,l(x) =

∫
S2

C(3/2)
n

(
x · ξ)Yn−2k,l(ξ) dω(ξ). C1�&0E

"�������	�	
�� C1�&0E ����� 	� � ���	��� ������ 
���	
	�� =� �
�	
���
�� 	�� ������� ��������
�� S2 ��� S1 6� 6�
	� dω2 ��� dω1� ������	
����� B�	 x = ρφ� ρ = |x| ��� ��	 S1

φ⊥ =

S2 ∩ {φ⊥} �� � ����	 �
����� 	���

Z
(n)
n−2k,l(x) =

∫
S2

C(3/2)
n

(
x · ξ)Yn−2k,l(ξ) dω2(ξ)

=

∫ 1

−1

∫
S1

φ⊥

C(3/2)
n

(
x · (tφ +

√
1 − t2η)

)
Yn−2k,l

(
tφ +

√
1 − t2η

)
dω1(η) dt

=

∫ 1

−1

C(3/2)
n (tρ)

∫
S1

φ⊥

Yn−2k,l

(
tφ +

√
1 − t2η

)√
1 − t2 dω1(η)

dt√
1 − t2

=

∫ 1

−1

C(3/2)
n (tρ)

∫
ξ·φ=t

Yn−2k,l(ξ) dω(ξ)
dt√

1 − t2

= 2πYn−2k,l(φ)

∫ 1

−1

C(3/2)
n (tρ)Pn−2k(t) dt ,

6���� 6� ���� ∫
ξ·φ=t

Yn−2k,l(ξ)dω(ξ) = 2π
√

1 − t2Pn−2k(t)Yn−2k,l(φ)

�� 6��� �� 	�� ����������	 ξ = tφ +
√

1 − t2η�
=�� *��������� �������
��� �� �
��� ����	
��� ��� ������	
�� ����	
��� ��� G���
!� ����2
���
���� ,��� C1�&0E 6� ��	�
�

C(3/2)
n

(
x · ξ) =

[n/2]∑
k=0

∑
|l|≤n−2k

Z
(n)
n−2k,l(x)Yn−2k,l(ξ).

��.� "))$�$
��' #

#�
�$�� 
% 

��
�
��' #
'��
�$�'�

=�� �����6
�� ����� ���	�
�� ���� 
����	��	 
�	����� ����	
��� �� ��	������� �������
����
=��
� ������ ��� ��
		�� ���� ��� ��� ��
��� ����� �� 	�� �	����� 	� �	������� C'�0E�
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 ���� ��/� ��� 0 ≤ p ≤ k ≤ [n/2] �� ���� ��	����� ����	���


(a)

∫ 1

−1

tn−2pPn−2k(t) dt =

√
π(n− 2p)!

2n−2p(k − p)!Γ(n− k − p+ 3/2)
,

(b)

∫ 1

−1

tC
(3/2)
n−1 (t)Pn(t) dt =

2n

2n+ 1
,

(c)

∫ 1

−1

tPn−1(t)Pn(t) dt =
2n

(2n− 1)(2n+ 1)
,

(d)

∫ 1

−1

C3/2
n (ρt)Pn−2k(t) dt = 2Rn−2k

k (ρ) ,

(e)

∫ 1

−1

C(3/2)
n (t)Pn−2k(t) dt = 2 .

,��� B���� 1�'C�E 6� ���
�� ��� 	�� ����
�� ����� p = 0 ��� p = k = 0∫ 1

−1

tnPn−2k(t) dt =

√
πn!

2nk!Γ(n− k + 3/2)
,∫ 1

−1

tnPn(t) dt =

√
π(n)!

2nΓ(n+ 3/2)
=

(n!)22n+1

(2n+ 1)!
,

������	
�����

�

#
�$�$
� ��0� ��� x = ρφ� ξ ∈ S2� 	�� ����	�	��


(a) C(3/2)
n (x · ξ) =

[n/2]∑
k=0

(2n− 4k + 1)ρn−2kP
(0,n−2k+1/2)
k (2ρ2 − 1)Pn−2k(φ · ξ) ,

(b)

∫
S2

C
(3/2)
n−2k

(
x · ξ)C(3/2)

n

(
ξ · η) dω(ξ) = 4πC

(3/2)
n−2k

(
x · η) , k = 0, . . . ,

[n
2

]
,

(c)

∫
B3

C(3/2)
n (ξ · x)C3/2

n

(
x · η) dx =

4π

2n+ 3
C3/2

n

(
ξ · η)

��� ������

�


%� �E ������� 	��	 x = ρφ, ρ = |x| ��� ξ ∈ S2� *��������� �������
��� ���� ��
�-����
��

C(3/2)
n (x · ξ) =

1

2n

[n/2]∑
p=0

(−1)p (2n− 2p+ 1)!

p!(n− 2p)!(n− p)!
(x · ξ)n−2p .

=�� n	� ��6�� �� 	�� 
���� ������	 (η · ξ)n ��� η� ξ ∈ S2 ��� �� 6�
		�� ��

(η · ξ)n =
1

2n

√
πn!

[n/2]∑
p=0

n− 2p+ 1/2

p!Γ(n− p+ 3/2)
Pn−2p(η · ξ)

=
1

2n+1

√
πn!

[n/2]∑
p=0

n− 2p+ 3/2

p!Γ(n− p+ 3/2)(n− p+ 3/2)
C

(3/2)
n−2p(η · ξ) ,

�



6�
�� �
����

C
(3/2)
n (x · ξ) =

1

2n

[n/2]∑
p=0

(−1)p (2n− 2p+ 1)!

p!(n− 2p)!(n− p)!

1

2n−2p

√
π(n− 2p)!ρn−2p

×
[n/2]−p∑

j=0

n− 2p− 2j + 1/2

j!Γ(n− 2p− j + 3/2)
Pn−2p−2j(φ · ξ).

J� � ������ �� 	�� �����	
�� 
���- k = j + p ��� � �����9���	 ������ �� 	�� ����� ��
�����	
�� 6� ��	�
�

C
(3/2)
n (x · ξ) =

1

2n

[n/2]∑
p=0

(−1)p (2n− 2p+ 1)!

p!(n− p)!

1

2n−2p

√
πρn−2p

×
[n/2]∑
k=p

n− 2k + 1/2

(k − p)!Γ(n− p− k + 3/2)
Pn−2k(φ · ξ)

=
√
π

[n/2]∑
k=0

(n− 2k + 1/2)Pn−2k(φ · ξ)

×
k∑

p=0

(−1)p(2n− 2p+ 1)!ρn−2p

22n−2pp!(n− p)!(k − p)!Γ(n− p− k + 3/2)

=
√
π

[n/2]∑
k=0

(n− 2k + 1/2)Pn−2k(φ · ξ)

× 1

k!

k∑
p=0

(−1)pCp
k(2n− 2p+ 1)!ρn−2p

22n−2p(n− p)!Γ(n− p− k + 3/2)
.

=

[n/2]∑
k=0

(n− 2k + 1/2)ρn−2kPn−2k(φ · ξ)

× 1

k!

k∑
p=0

(−1)pCp
k(2n− 2p+ 1)!(n− p− k + 1)!

22(k−1)(n− p)!(2n− 2p− 2k + 2)!
ρ2(k−p) .

%�		
�� q = k − p �
����

C
(3/2)
n (x · ξ) =

[n/2]∑
k=0

(n− 2k + 1/2)ρn−2kPn−2k(φ · ξ)
(−1)k

k!22(k−1)

×
k∑

q=0

(−1)qCq
k(2n− 2k + 2q + 1)!(n+ q − 2k + 1)!

(n− k + q)!(2n+ 2q − 4k + 2)!
ρ2q

=

[n/2]∑
k=0

(n− 2k + 1/2)ρn−2kPn−2k(φ · ξ)
(−1)kCk

2k

22(k−1)

×
k∑

q=0

(−1)qCq
kk!(2n− 2k + 2q + 1)!(n+ q − 2k + 1)!

(n− k + q)!(2n+ 2q − 4k + 2)!(2k)!
ρ2q

&�



=

[n/2]∑
k=0

(n− 2k + 1/2)ρn−2kPn−2k(φ · ξ)
(−1)kCk

2k

22k−1

×
k∑

q=0

(−1)qCq
kk!(2n− 2k + 2q + 1)!(n + q − 2k)!

(n− k + q)!(2n+ 2q − 4k + 1)!(2k)!
ρ2q ,

6���� 6� ���� 	�� ��	�	
�� Ck
n :=

(
n
k

)
� ?�����

C
(3/2)
n (x · ξ) =

[n/2]∑
k=0

(2n− 4k + 1)ρn−2kPn−2k(φ · ξ)
(−1)kCk

2k

22k

k∑
q=0

(−1)qCq
kC

2k
2n−2k+2q+1

Ck
n−k+q

ρ2q ,

6����� �	�	����	 �E �����6� 
� 6� 	�!� 
�	� ������	 	��	

(−1)kCk
2k

22k

k∑
q=0

(−1)qCq
kC

2k
2n−2k+2q+1

Ck
n−k+q

ρ2q = P
(0,n−2k+1/2)
k (2ρ2 − 1).

�E 4� ���� ����
��� 	�� ���� k = 0� 	�� ����� ��� k 
= 0 �����6� ������
����� =�� *���������
�������
��� �� �
��� ����	
��� ���� ��������	�	
���

C(3/2)
n (η · ξ) = 4π

[n/2]∑
k=0

∑
|p|≤n−2k

Yn−2k,p(η)Yn−2k,p(ξ) , η , ξ ∈ S
2 , C1�&�E

C(3/2)
n (x · ξ) = 4π

[n/2]∑
k=0

Rn−2k
n (ρ)

∑
|p|≤n−2k

Yn−2k,p(φ)Yn−2k,p(ξ) , x = ρφ ∈ B
3 , ξ ∈ S

2 .

C1�1�E

#�
�� 	���� 
���	
	
�� ��� 	�� ��	�������
	� �� �����
��� ������
�� �
���∫
S2

C(3/2)
n

(
x · ξ)C(3/2)

n

(
ξ · η) dω(ξ) = (4π)2

[n/2]∑
k=0

Rn−2k
n (ρ)

∑
|p|≤n−2k

Yn−2k,p(φ)Yn−2k,p(η)

= 4πC(3/2)
n

(
x · η) ,

6�
�� 
� �����	
�� �E ��� k = 0�
�E �����
�� ��������	�	
��� C1�&�E� C1�1�E ���
� ��� 	�!
�� 
�	� ������	 	�� ��	�������
	�
����	
�� C1�&'E ��� 	�� ���
�� �������
��� Rn−2k

n 6� ���
��∫
B3

C(3/2)
n (ξ · x)C(3/2)

n

(
x · η) dx

= (4π)2

∫ 1

0

∫
S2

[n/2]∑
k=0

Rn−2k
n (ρ)

∑
|p|≤n−2k

Yn−2k,p(φ)Yn−2k,p(ξ)

×
[n/2]∑
k=0

Rn−2k
n (ρ)

∑
|p|≤n−2k

Yn−2k,p(φ)Yn−2k,p(η)ρ2 dρ dω(φ)

= (4π)2

[n/2]∑
k=0

∫ 1

0

(
Rn−2k

n (ρ)ρ
)2
dρ

∑
|p|≤n−2k

Yn−2k,p(ξ)Yn−2k,p(η)

=
(4π)2

2n+ 3

[n/2]∑
k=0

∑
|p|≤n−2k

Yn−2k,p(ξ)Yn−2k,p(η) =
4π

2n+ 3
C(3/2)

n (ξ · η).
&&
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2����� 1�� 	� 3� !�"�� �1 ��	�� 1��������

=�� ����	���	
�� �� ������	� ��	������� ���	��� 
� L2(B
3,S1) ����������
�� 	� 	�� ���2

������ ������	�� �� 	�� ?�����	>2?���� ��������
	
�� C1�'E 
� ���8��	 �� 	�
� ���	
���
=�
� ����	���	
�� 
� ���
��� 6
	� 	�� ���� �� ���
	� ��
������ 
���	���� ��� ����� �����

�	��� "
��� ����	
��� ���� 	�� ������	� 	��	 	��� ��� ����	��	 ��	������� 	� ���� �
���	
��
ω ∈ S2� 4� �	��	 �� 
�	�����
�� ���	�� �����
��� ������
�� ��� ��	�
�� ���� �� 	��
� ���
�
������	
�� C���	
�� ��&E� =��� 6� �����
�� 	�� ����	���	
�� �� ��	������� ����� 6
	� 	��
���� �� �
��� ����	
��� 
�����
�� ���	�� �����
��� ������
�� C���	
�� ��1E�
4� �	��	 �� 
�	�����
�� ���	�� �����
��� ������
��� 4� ����	� 	�� ��
	 ���	��� �����2
�����
�� 	� �����
��� ����� �����
��	�� �� er, eϕ ��� eθ� =��� ���� 	�� �� ������ �����
���
�� 	�
��

er = ξ, eϕ =
1

sin θ

∂ξ

∂ϕ
, eθ =

∂ξ

∂θ
.

4� 6
�� ���� ����
��� ������- ��������� ���	��� eε, ε = −1, 0, 1�

e−1 =
ex − iey√

2
=

1√
2

 1
−i
0

 , e0 = ez =

0
0
1

 , e+1 ≡ e1 = −ex + iey√
2

=
1√
2

−1
−i
0

 ,

6���� ex, ey ��� ez ��� 	�� �	������ ��	������� ���	��
�� ���	���� 4� ����

e−1 × e0 = −ie−1, e1 × e0 = ie1, e−1 × e1 = −ie0. C��&E

+��� 2���

 �#��
$��' &�
�
�$��

=�� ������	 �� �����
��� ������
�� �� ��	�
��� 
� ���	
�� 1�1 �-	���� 	� ���	�� 7�����
4� ���6 	��	 6� ��� ����	���	 ��	������� ��	� 
� L2(S

2,S1) 6
	� �����
��� ������
�� ��
�	��	
�� ��
�	� =�� �����
��� �������� ���
�� �� ;&0<� ;F<� ;&'<� ;&�<�
B�	 {Yn,l(ξ), n ∈ N0, |l| ≤ n} �� 	�� L2(S

2)2��	�������� ��	 �� ������ �����
��� ������
���
4� ��7�� � ���	�� �� ���	�� �����
��� ������
��

{y(j)
n,l(ξ), n ∈ N0, |l| ≤ n, j = 1, 2, 3}.

�	 7��	 6� ��	
y

(1)
0,l (ξ) := ξY0,l(ξ).

,�� ��� n ∈ N ��� |l| ≤ n 6� ��7�� ���	�� 7���� y
(j)
n,l(ξ)� j = 1, 2, 3� ��

y
(1)
n,l (ξ) := ξYn,l(ξ), C��1E

y
(2)
n,l (ξ) :=

2n+ 1

4π

∫
S2

[η − (ξ · η)ξ]Yn,l(η)C
(3/2)
n−1 (ξ · η) dω(η), C���E

y
(3)
n,l (ξ) :=

2n+ 1

4π
ξ ×

∫
S2

y
(1)
n,l (η)C

(3/2)
n−1 (ξ · η) dω(η) = ξ × y

(2)
n,l (ξ), C���E

&1



6�
�� ��� ������ ���
	� ��
������ 
���	���� 	� ������ n ��� 
��� j�
4� ���	
��� �� ������
>
�� ���
� ������	
�� �� 	�� 7���� y

(j)
n,l � �� 6� �����6 
���� ���

,������� ;&0< ��� ��	

Bn,l(ξ) =
1√

n(n+ 1)

[
eθ
∂

∂θ
+

1

sin θ
eφ

∂

∂φ

]
Yn,l(ξ),

Cn,l(ξ) = −ξ × Bn,l(ξ),

	��� 
���� ��� ,�������K� Bn,l ��� Cn,l ��� �9��� 	� y
(2)
n,l ��� y

(3)
n,l �� 	� � ������
>�	
��

���	��� ������ �����
�� 	�� �����	
�� ������� C1�&&E ��� P ′
n(t) = C

3/2
n−1(t) 6� ���� 	��


���	
	
��

1√
n(n + 1)

[
eθ
∂

∂θ
+

1

sin θ
eϕ

∂

∂ϕ

]
Pn(η · ξ) =

C
3/2
n−1(η · ξ)√
n(n + 1)

[(η · eθ)eθ + (η · eϕ)eϕ]

=
C

3/2
n−1(η · ξ)√
n(n+ 1)

[η − (ξ · η)ξ] =
4π

2n+ 1

∑
|l|≤n

Yn,l(η)Bn,l(ξ) ,

6�
�� 	���	��� 6
	� 	�� ��	�������
	� �� Yn,l �
����

y
(2)
n,l (ξ) =

√
n(n+ 1)Bn,l(ξ),

y
(3)
n,l (ξ) = −

√
n(n+ 1)Cn,l(ξ)

��� 	���

y
(2)
n,l (ξ) =

1

sin θ

[
1

2n+ 1

[
n(n− l + 1)Yn+1,l − (n + 1)(n+ l)Yn−1,l

]
eθ + ilYn,leϕ

]
,

y
(3)
n,l (ξ) =

1

sin θ

[
1

2n+ 1

[
n(n− l + 1)Yn+1,l − (n+ 1)(n+ l)Yn−1,l

]
eθ − ilYn,leϕ

]
.

=�� ���	�� {y(j)
n,l} ����� �� ��	������� ���
� 
� L2(S

2,S1)� ,��� ��		
��� C��1E(C���E 6�

����
�	��� ���� 	��	

ξ × y
(1)
n,l (ξ) = 0, ξ · y(2)

n,l (ξ) = 0, ξ · y(3)
n,l (ξ) = 0. C��'E

=�� ���
�� {y(1)
n,l} ����
�	� �� ������ ���
�� ���	�� 7���� 6������ 	�� ���	��� {y(2)

n,l}� {y(3)
n,l}

��� 	�����	 ���	�� 7�����
=�� 7���� y

(1)
n,l ��� y

(2)
n,l ��� ������	�� 	� ���� �	���� #�
�� 	�� ,��!2?��!� 	������ C=��2

���� 1��E ��� ������� (b) ���� B���� 1�' 6� ��	�
�

y
(2)
n,l (ξ) =

2n+ 1

4π

∫
S2

[η − (ξ · η)ξ]Yn,l(η)C
(3/2)
n−1 (ξ · η)dω(η)

=
2n+ 1

4π

∫
S2

y
(1)
n,l (η)C

(3/2)
n−1 (ξ · η)dω(η)− 2n + 1

2
ξYn,l(ξ)

∫ 1

−1

sC
(3/2)
n−1 (s)Pn(s)ds

=
2n+ 1

4π

∫
S2

y
(1)
n,l (η)C

(3/2)
n−1 (ξ · η)dω(η)− 2n + 1

2
y

(1)
n,l (ξ)

∫ 1

−1

sC
(3/2)
n−1 (s)Pn(s)ds

=
2n+ 1

4π

∫
S2

y
(1)
n,l (η)C

(3/2)
n−1 (ξ · η)dω(η)− ny

(1)
n,l (ξ). C���E

&�



 �-	 6� �������	� 	�� L2(S
2,S1)2����� �� 	�� �
@����	 ���	���� ,��� ������
�� ������	
��

�� ������ �����
��� ������
�� 6� ���
�� ��	

||y(1)
n,l ||2L2(S2,S1)

= 1.

=�� �������	
�� �� ||y(2)
n,l || 
� ���� 6
	� 	�� ���� �� C���E� %�����
	
�� 1�� (b)� 	�� ,��!2?��!�

	������ ��� ���
� ������� (b) ���� B���� 1�'�

||y(2)
n,l ||2L2(S2,S1)

=

(
2n+ 1

4π

)2 ∫
S2

∫
S2

∫
S2

(η · η′) Yn,l(η)Yn,l(η
′)C(3/2)

n−1 (ξ · η)C
(3/2)
n−1 (ξ · η′)dω(η)dω(η′)dω(ξ)

− (2n+ 1)n

2π

∫
S2

∫
S2

(η · ξ) Yn,l(η)Yn,l(ξ)C
(3/2)
n−1 (ξ · η)dω(η)dω(ξ) + n2||y(1)

n,l ||2

=
(2n+ 1)2

4π

∫
S2

∫
S2

(η · η′) Yn,l(η)Yn,l(η
′)C(3/2)

n−1 (η · η′)dω(η)dω(η′)

− (2n+ 1)n

∫
S2

Yn,l(ξ)Yn,l(ξ)dω(ξ)

∫ 1

−1

sC
(3/2)
n−1 (s)Pn(s)ds+ n2

=
(2n+ 1)2

2

∫
S2

Yn,l(η)Yn,l(η)dω(η)

∫ 1

−1

sC
(3/2)
n−1 (s)Pn(s)ds

− (2n+ 1)n

∫
S2

Yn,l(ξ)Yn,l(ξ)dω(ξ)

∫ 1

−1

sC
(3/2)
n−1 (s)Pn(s)ds+ n2

= (2n+ 1)n− 2n2 + n2 = n(n+ 1)

=�� ����� �� y
(3)
n,l ��
��
�� 6
	� 	���� ���� y

(2)
n,l � 6��	 �����6� ���� C���E ���C��'E�

||y(3)
n,l ||2L2(S2,S1)

=

∫
S2

(ξ × y
(2)
n,l (ξ)) · (ξ × y

(2)
n,l (ξ))dω(ξ)

=

∫
S2

[
(ξ · ξ)(y

(2)
n,l (ξ) · y(2)

n,l (ξ)) − (ξ · y(2)
n,l (ξ))2

]
dω(ξ) = ||y(2)

n,l ||2

%�����
	
�� ��& ���	�
�� ��������	�� ����	
��� ��	6��� ������ ��� ���	�� �����
��� ���2
���
��� 
��� ����
7������ 
	 ���6� 	��	 	�� ���	�� 7���� y

(j)
n,l ��� �� 6�
		�� �� �
���� ���2

�
��	
��� �� ���� ��6 ������ 7���� Yn,l� 6�
�� 
���
�� 	��	 	��� ��� ��	������� 	� �����	
����� Yn,l�

�

#
�$�$
� +��� (� ���� 	�� ��	��������	� ����	���
∫
S2

y
(1)
n,l (ξ)Ym,s(ξ) dω(ξ) = 0, m 
= n− 1, n+ 1∫

S2

y
(2)
n,l (ξ)Ym,s(ξ) dω(ξ) = 0, m 
= n− 1, n+ 1∫

S2

y
(3)
n,l (ξ)Ym,s(ξ) dω(ξ) = 0, m 
= n.

)������� ���	�� 
�������� ��������
 ��� �� �����
��	�� �
 
��
 �� 
����� 
�������� ���*
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y
(1)
n,l (ξ) =

1∑
ε=−1

an,l,εYn−1,l+ε(ξ)eε +
1∑

ε=−1

bn,l,εYn+1,l+ε(ξ)e−ε, C��FE

y
(2)
n,l (ξ) = (n+ 1)

1∑
ε=−1

an,l,εYn−1,l+ε(ξ)eε − n
1∑

ε=−1

bn,l,εYn+1,l+ε(ξ)e−ε, C��0E

y
(3)
n,l (ξ) = i

1∑
ε=−1

cn,l,εYn,l+ε(ξ)e−ε, C���E

����� 	�� ���+����	
 an,l,p� bn,l,q ��� cn,l,q ��� ����� �


an,l,−1 :=

√
(n+ l)(n + l − 1)

2(2n− 1)(2n+ 1)
, an,l,0 :=

√
(n− l)(n + l)

(2n− 1)(2n+ 1)
,

an,l,+1 :=

√
(n− l)(n− l − 1)

2(2n− 1)(2n+ 1)
,

bn,l,−1 :=

√
(n− l + 1)(n− l + 2)

2(2n+ 3)(2n+ 1)
, bn,l,0 :=

√
(n + l + 1)(n− l + 1)

(2n+ 3)(2n+ 1)
,

bn,l,+1 :=

√
(n+ l + 1)(n+ l + 2)

2(2n+ 3)(2n+ 1)
,

cn,l,−1 :=

√
(n + l)(n− l + 1)

2
, cn,l,0 := l,

cn,l,+1 := −
√

(n+ l + 1)(n− l)

2
.

�
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��� 	�� ��	�������
	� ����	
��� ��� � �����9����� ���� 	�� ��������	�	
��� C��FE(
C���E� 6� ���	�
�	 	�� ����� 	� ���6
�� 	�� ��		�� �����
,��� 	�� ���������� �������� ��� �����
�	�� B������� �������
���� ��� ������
- ��� ���
������	
�� C1�FE 6� ��	 	���� ���������� ����	
��� ��� �����
��� ������
� ����	
����

1) eiϕ
√

1 − t2
1

Nn,l
Yn,l(ξ) = eiϕ

√
1 − t2P l

n(t)eilϕ

=
1

2n+ 1

(
P l+1

n+1(t) − P l+1
n−1(t)

)
ei(l+1)ϕ

=
1

2n+ 1

(
1

Nn+1,l+1
Yn+1,l+1(ξ) − 1

Nn−1,l+1
Yn−1,l+1(ξ)

)
,

2) e−iϕ
√

1 − t2
1

Nn,l
Yn,l(ξ) = e−iϕ

√
1 − t2P l

n(t)eilϕ

=
1

2n+ 1

(
(n+ l)(n + l − 1)P l−1

n−1(t) − (n− l + 1)(n− l + 2)P l−1
n+1(t)

)
ei(l−1)ϕ

=
1

2n+ 1

(
(n + l)(n+ l − 1)

Nn−1,l−1

Yn−1,l−1(ξ) − (n− l + 1)(n− l + 2)

Nn+1,l−1

Yn+1,l−1(ξ)

)
,

&'



3) t
1

Nn,l
Yn,l(ξ) = tP l

n(t)eilϕ

=
1

2n+ 1

(
(n− l + 1)P l

n+1(t) + (n+ l)P l
n−1(t)

)
eilϕ

=
1

2n+ 1

(
(n− l + 1)

1

Nn+1,l
Yn+1,l(ξ) + (n + l)

1

Nn−1,l
Yn−1,l(ξ)

)
.

4� ���
�� 	��	

Nn,m =

√
(2n+ 1)(n−m)!

4π(n+m)!
.

,��� &E ��� 1E 6� ������

1′) 2cosϕ
√

1 − t2
1

Nn,l
Yn,l(ξ) = (eiϕ + e−iϕ

√
1 − t2

1

Nn,l
Yn,l(ξ)

=
1

2n + 1

(
1

Nn+1,l+1
Yn+1,l+1(ξ) − (n− l + 1)(n− l + 2)

1

Nn+1,l−1
Yn+1,l−1(ξ)

− 1

Nn−1,l+1
Yn−1,l+1(ξ) + (n+ l)(n + l − 1)

1

Nn−1,l−1
Yn−1,l−1(ξ)

)
,

2′) 2sinϕ
√

1 − t2
1

Nn,l
Yn,l(ξ) = i−1 (eiϕ − e−iϕ

√
1 − t2

1

Nn,l
Yn,l(ξ)

=
1

2n+ 1

( −i

Nn+1,l+1
Yn+1,l+1(ξ) + (n− l + 1)(n− l + 2)

−i

Nn+1,l−1
Yn+1,l−1(ξ)

− −i

Nn−1,l+1
Yn−1,l+1(ξ) − (n+ l)(n + l − 1)

−i

Nn−1,l−1
Yn−1,l−1(ξ)

)
.

4�
	
�� ξ 
� �����
��� �����
��	�� �� 
� C1��E ��� ������
>
�� &KE� 1KE ��� �E �
����

(2n+ 1)y
(1)
n,l (ξ) =

Nn,l

2Nn+1,l+1

 1
−i
0

Yn+1,l+1(ξ) + (n− l + 1)
Nn,l

Nn+1,l

0
0
1

Yn+1,l(ξ)

− (n− l + 1)(n− l + 2)
Nn,l

2Nn+1,l−1

1
i
0

Yn+1,l−1(ξ)

− Nn,l

2Nn−1,l+1

 1
−i
0

Yn−1,l+1(ξ) + (n+ l)
Nn,l

Nn−1,l

0
0
1

Yn−1,l(ξ)

+ (n + l)(n+ l − 1)
Nn,l

2Nn−1,l−1

1
i
0

Yn−1,l−1(ξ).

&�



�	 ����
�� 	� ������	� 	�� ���L�
��	�� ���� �	��
��	���6��� �������	
��� ���6

(n+ l)(n + l − 1)
Nn,l√

2Nn−1,l−1(2n+ 1)
=

√
(n− l)!(n+ l − 2)!(n + l)2(n+ l − 1)2

2(n+ l)!(n− l)!(2n− 1)(2n+ 1)

=

√
(n+ l)(n + l − 1)

2(2n− 1)(2n+ 1)
= an,l,−1,

(n+ l)
Nn,l

Nn−1,l(2n+ 1)
=

√
(n− l)!(n+ l − 1)!(n+ l)2

(n+ l)!(n− l − 1)!(2n− 3)(2n+ 1)

=

√
(n− l)(n+ l)

(2n− 1)(2n+ 1)
= an,l,0,

Nn,l√
2Nn−1,l+1(2n+ 1)

=

√
(n− l)!(n+ l)!

2(n+ l)!(n− l − 2)!(2n− 1)(2n+ 1)

=

√
(n− l)(n− l − 1)

2(2n− 1)(2n+ 1)
= an,l,1,

(n− l + 1)(n− l + 2)
Nn,l√

2Nn+1,l−1(2n+ 1)
=

√
(n− l)!(n + l)!(n− l + 1)2(n− l + 2)2

2(n+ l)!(n− l + 2)!(2n+ 3)(2n+ 1)

=

√
(n− l + 1)(n− l + 2)

2(2n+ 3)(2n+ 1)
= bn,l,−1,

(n− l + 1)
Nn,l

Nn+1,l(2n+ 1)
=

√
(n− l)!(n + l + 1)!(n− l + 1)2

(n + l)!(n− l + 1)!(2n+ 3)(2n+ 1)

=

√
(n + l + 1)(n− l + 1)

(2n+ 3)(2n+ 1)
= bn,l,0,

Nn,l√
2Nn+1,l+1(2n+ 1)

=

√
(n− l)!(n + l + 2)!

2(n+ l)!(n− l)!(2n+ 3)(2n+ 1)

=

√
(n + l + 1)(n+ l + 2)

2(2n+ 3)(2n+ 1)
= bn,l,1.

=��	 �
��� 	�� 7��	 ��������	�	
�� C��FE

y
(1)
n,l (ξ) = an,l,−1Yn−1,l−1(ξ)e−1 + an,l,0Yn−1,l(ξ)e0 + an,l,1Yn−1,l+1(ξ)e+1

+ bn,l,−1Yn+1,l−1(ξ)e1 + an,l,0Yn+1,l(ξ)e0 + an,l,+1Yn+1,l+1(ξ)e−1.

&F



,�� ��!� �� �
���
�
	� 6� 
�	������ ��	�	
���

an,l,ε = an,l,εeε, bn,l,ε = bn,l,εe−ε, ε = −1, 0, 1,

��� ����

y
(1)
n,l (ξ) =

1∑
ε=−1

an,l,εYn−1,l+ε(ξ) +

1∑
ε=−1

bn,l,εYn+1,l+ε(ξ).

=�� �����	
�� ������� C1�&1E ��� �����
��� ������
�� 	���	��� 6
	� ������
�� ��	����2
���
	� ������	
�� ���� 	�

2n + 1

4π

∫
S2

y
(1)
n,l (η)C

(3/2)
n−1 (ξ · η)dω(η) =

2n+ 1

4π

1∑
ε=−1

an,l,ε

∫
S2

Yn−1,l+ε(η)C
(3/2)
n−1 (ξ · η)dω(η)

+
2n+ 1

4π

1∑
ε=−1

bn,l,ε

∫
S2

Yn+1,l+ε(η)C
(3/2)
n−1 (ξ · η)dω(η)︸ ︷︷ ︸

=0

= (2n+ 1)
1∑

ε=−1

an,l,ε

∑
|s|≤n−1

∫
S2

Yn−1,l+ε(η)Yn−1,s(ξ)Yn−1,s(η)dω(η)

= (2n+ 1)

1∑
ε=−1

an,l,εYn−1,l+ε(ξ)

���

y
(2)
n,l (ξ) =

2n+ 1

4π

∫
S2

y
(1)
n,l (η)C

(3/2)
n−1 (ξ · η)dω(η)− ny

(1)
n,l (ξ)

= (2n+ 1)
1∑

ε=−1

an,l,εYn−1,l+ε(ξ) − n

(
1∑

ε=−1

an,l,εYn−1,l+ε(ξ) +
1∑

ε=−1

bn,l,εYn+1,l+ε(ξ)

)

= (n+ 1)
1∑

ε=−1

an,l,εYn−1,l+ε(ξ) − n
1∑

ε=−1

bn,l,εYn+1,l+ε(ξ),

6���� 6� ���
� ���� ��� �� ����	
�� C���E ��� �9��	
�� C��FE� =�
� 
� ��������	�	
�� C��0E�

"����� 	��	 ξ × y
(1)
n,l (ξ) = 0� ?����� ���� C��FE 6� ��	�
�

1∑
ε=−1

y
(1)
n−1,l+ε(ξ) × an,l,ε +

1∑
ε=−1

y
(1)
n+1,l+ε(ξ) × bn,l,ε = 0,

�� �9�
�����	��

−
1∑

ε=−1

y
(1)
n−1,l+ε(ξ) × an,l,ε =

1∑
ε=−1

y
(1)
n+1,l+ε(ξ) × bn,l,ε. C��&�E

�����
�� C��FE ���� ���
� �
���

y
(1)
n−1,l+ε(ξ) =

1∑
α=−1

an−1,l+ε,αYn−2,l+ε+α(ξ) +

1∑
α=−1

bn−1,l+ε,αYn,l+ε+α(ξ),

&0



y
(1)
n+1,l+ε(ξ) =

1∑
β=−1

an+1,l+ε,βYn,l+ε+β(ξ) +

1∑
β=−1

bn+1,l+ε,βYn+2,l+ε+β(ξ).

�����	
�� 	���� 
���	
	
�� 
�	� 	�� �
��	2 ��� ���	2���� �
�� �� C��&�E� ������	
����� �
����

−
1∑

ε=−1

1∑
α=−1

an−1,l+ε,α × an,l,εYn−2,l+ε+α(ξ) −
1∑

ε=−1

1∑
α=−1

bn−1,l+ε,α × an,l,εYn,l+ε+α(ξ)

=
1∑

ε=−1

1∑
β=−1

an+1,l+ε,β × bn,l,εYn,l+ε+β(ξ) +
1∑

ε=−1

1∑
β=−1

bn+1,l+ε,β × bn,l,εYn+2,l+ε+β(ξ).

�
��� 	�� �����
��� ������
�� Yn,l ��� �
������ 
���������	 6� ��	 �� �� 
����
�	� �����2
9�����

1∑
ε=−1

1∑
α=−1

an−1,l+ε,α × an,l,εYn−2,l+ε+α(ξ) = 0, C��&&E

1∑
ε=−1

1∑
α=−1

bn−1,l+ε,α × an,l,εYn,l+ε+α(ξ) +

1∑
ε=−1

1∑
β=−1

an+1,l+ε,β × bn,l,εYn,l+ε+β(ξ) = 0, C��&1E

1∑
ε=−1

1∑
β=−1

bn+1,l+ε,β × bn,l,εYn+2,l+ε+β(ξ) = 0. C��&�E

�
��� y
(3)
n,l (ξ) = ξ × y

(2)
n,l (ξ)� ��� C���E� 6� ��� �����	�

y
(3)
n,l (ξ) = (n + 1)

1∑
ε=−1

ξ × an,l,εYn−1,l+ε(ξ) − n

1∑
ε=−1

ξ × bn,l,εYn+1,l+ε(ξ)

= (n + 1)

1∑
ε=−1

y
(1)
n−1,l+ε(ξ) × an,l,ε − n

1∑
ε=−1

y
(1)
n+1,l+ε(ξ) × bn,l,ε

= (2n + 1)

1∑
ε=−1

y
(1)
n−1,l+ε(ξ) × an,l,ε

= (2n + 1)

1∑
ε=−1

1∑
ε′=−1

an−1,l+ε,ε′ × an,l,εYn−2,l+ε+ε′(ξ)

+ (2n + 1)
1∑

ε=−1

1∑
ε′=−1

bn−1,l+ε,ε′ × an,l,εYn,l+ε+ε′(ξ)

= (2n + 1)
1∑

ε=−1

1∑
ε′=−1

bn−1,l+ε,ε′ × an,l,εYn,l+ε+ε′(ξ)

= (2n + 1)
(
(bn−1,l−1,0 × an,l,−1 + bn−1,l,−1 × an,l,0)Yn,l−1(ξ)

+ (bn−1,l+1,−1 × an,l,1 + bn−1,l−1,1 × an,l,−1)Yn,l(ξ)

+ (bn−1,l+1,0 × an,l,1 + bn−1,l,1 × an,l,0)Yn,l+1(ξ)
)

&�



= (2n+ 1)
(
(bn−1,l−1,0an,l,−1e0 × e−1 + bn−1,l,−1an,l,0e1 × e0)Yn,l−1(ξ)

+ (bn−1,l+1,−1an,l,1e1 × e1 + bn−1,l−1,1an,l,−1e−1 × e−1)Yn,l(ξ)

+ (bn−1,l+1,0an,l,1e0 × e1 + bn−1,l,1an,l,0e−1 × e0)Yn,l+1(ξ)
)

= (2n+ 1)i
(
(bn−1,l−1,0an,l,−1 + bn−1,l,−1an,l,0)Yn,l−1(ξ)e1

+ (−bn−1,l+1,−1an,l,1 + bn−1,l−1,1an,l,−1)Yn,l(ξ)e0

− (bn−1,l+1,0an,l,1 + bn−1,l,1an,l,0)Yn,l+1(ξ)e−1)
)
,

6���� 6� ���� C��&�E ��� C��&&E �� 6��� �� 	�� ���
��� 
���	
	
��

e0 × e−1 = e1 × e0 = ie1,

e1 × e1 = −ie0,

e−1 × e−1 = ie0,

e0 × e1 = e−1 × e0 = −ie−1 = ie1.

=�
� ������ ��������	�	
�� C���E� �
��� 6� ��� ������	�

bn−1,l−1,0an,l,−1 + bn−1,l,−1an,l,0

=

√
(n+ l − 1)(n− l + 1)

(2n+ 1)(2n− 1)

√
(n+ l)(n + l − 1)

2(2n− 1)(2n+ 1)
+

√
(n− l)(n− l + 1)

2(2n+ 1)(2n− 1)

√
(n− l)(n + l)

(2n− 1)(2n+ 1)

=

√
(n+ l)(n− l + 1)

2(2n+ 1)2(2n− 1)2
(n+ l − 1 + n− l) =

√
(n + l)(n− l + 1)

2(2n+ 1)2
=

cn,l,−1

2n+ 1
,

− bn−1,l+1,−1an,l,1 + bn−1,l−1,1an,l,−1

= −
√

(n− l − 1)(n− l)

2(2n+ 1)(2n− 1)

√
(n− l)(n− l − 1)

2(2n− 1)(2n+ 1)
+

√
(n + l − 1)(n+ l)

2(2n+ 1)(2n− 1)

√
(n+ l)(n + l − 1)

2(2n− 1)(2n+ 1)

= − (n− l − 1)(n− l)

2(2n+ 1)(2n− 1)
+

(n+ l − 1)(n+ l)

2(2n+ 1)(2n− 1)
=

l

2n+ 1
=

cn,l,0

2n+ 1
,

bn−1,l+1,0an,l,1 + bn−1,l,1an,l,0 =

=

√
(n+ l + 1)(n− l − 1)

(2n+ 1)(2n− 1)

√
(n− l)(n− l − 1)

2(2n− 1)(2n+ 1)
+

√
(n+ l)(n+ l + 1)

2(2n+ 1)(2n− 1)

√
(n− l)(n + l)

(2n− 1)(2n+ 1)

=

√
(n+ l + 1)(n− l)

2(2n+ 1)2(2n− 1)2
(n− l − 1 + n+ l) =

√
(n + l + 1)(n− l)

2(2n+ 1)2
= − cn,l,1

2n + 1
.

�
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���

�� +��� ,����
� F (t) 	� �� ���	�����
 ��� −1 ≤ t ≤ 1� ���� ��� ����� ���	��

�������� ��������
 �� ������ n ��� 	��� l∫

S2

y
(1)
n,l (ξ)F (ξ · η) dω(ξ) = α11y

(1)
n,l (η) + α12y

(2)
n,l (η),∫

S2

y
(2)
n,l (ξ)F (ξ · η) dω(ξ) = α21y

(1)
n,l (η) + α22y

(2)
n,l (η),∫

S2

y
(3)
n,l (ξ)F (ξ · η) dω(ξ) = α33y

(3)
n,l (η)

���� 	���� ����� 	�� ���
	��	
 ��� ����� �


α11 =
2π

2n+ 1

(
n

∫ 1

−1

F (s)Pn−1(s) ds+ (n + 1)

∫ 1

−1

F (s)Pn+1(s) ds

)
,

α12 =
2π

2n+ 1

(∫ 1

−1

F (s)Pn−1(s) ds−
∫ 1

−1

F (s)Pn+1(s) ds

)
,

α21 = n(n+ 1)α12,

α22 =
2π

2n+ 1

(
(n+ 1)

∫ 1

−1

F (s)Pn−1(s) ds+ n

∫ 1

−1

F (s)Pn+1(s) ds

)
,

α33 = 2π

∫ 1

−1

F (s)Pn(s) ds.

�


%� =�� 
���	
	
�� C��FE ��� C��0E ��� �� ���������	�� ��

1∑
ε=−1

an,l,εYn−1,l+ε(ξ)eε =
1

2n+ 1

(
ny

(1)
n,l (ξ) + y

(2)
n,l (ξ)

)
,

1∑
ε=−1

bn,l,εYn+1,l+ε(ξ)e−ε =
1

2n+ 1

(
(n + 1)y

(1)
n,l(ξ) − y

(2)
n,l (ξ)

)
.

=���� �9��	
��� ����6 ��� ��
�� 	�� �����
��� ,��!2?��!� �������� 6�
�� 	���	��� 6
	� �
���	��� ����
��	
�� �� C��FE 
���
��∫

S2

y
(1)
n,l (ξ)F (ξ · η) dω(ξ) = 2π

1∑
ε=−1

an,l,εYn−1,l+ε(η)eε

∫ 1

−1

F (s)Pn−1(s) ds

+ 2π

1∑
ε=−1

bn,l,εYn+1,l+ε(η)e−ε

∫ 1

−1

F (s)Pn+1(s) ds

=
2π

2n+ 1

(
ny

(1)
n,l (ξ) + y

(2)
n,l (ξ)

)∫ 1

−1

F (s)Pn−1(s) ds

+
1

2n+ 1

(
(n + 1)y

(1)
n,l(ξ) − y

(2)
n,l (ξ)

)∫ 1

−1

F (s)Pn+1(s) ds

= α11y
(1)
n,l (η) + α12y

(2)
n,l (η).

=�� �	��� 
���	
	
�� �����6 ������
����� �

1&



+��� �
�#'��� 

��
�
��' ������� 
% 
$)�� %����$
�� $� L2(B
3,S1)

#�
�� ���	�� �����
��� ������
�� �� � �	��	
�� ��
�	 6� ��� ���� 	� ������	 ������	� ��	���2
���� ���	��� �� L2(B

3,S1)2��������� ����������
�� 	� 	�� ?������	>2?���� ��������
	
��
C1�'E�

�

#
�$�$
� +�+� ��� 
�
	�� �� ���	�� 
���
{
A

(n)
n−1−2k,l, n ∈ N, k = 0, ...,

[
n− 1

2

]
, |l| ≤ n− 1 − 2k

}
⋃{

B
(n)
n+1−2k,l, n ∈ N0, k = 0, ...,

[n
2

]
, |l| ≤ n+ 1 − 2k

}
⋃{

C
(n)
n−2k,l, n ∈ N, k = 0, ...,

[
n− 1

2

]
, |l| ≤ n− 2k

}
,

����� ��� x ∈ B3

A
(n)
n−1−2k,l(x) :=

∫
S2

y
(1)
n−1−2k,l(ξ)C(3/2)

n (x · ξ) dω(ξ), C��&�E

B
(0)
1,l (x) :=

∫
S2

y
(1)
0,l (η) dω(η), C��&'E

B
(n)
n+1−2k,l(x) :=

∫
S2

y
(2)
n+1−2k,l(ξ)C(3/2)

n (x · ξ) dω(ξ), n ≥ 1, C��&�E

C
(n)
n−2k,l(x) :=

∫
S2

y
(3)
n−2k,l(ξ)C(3/2)

n (x · ξ) dω(ξ), C��&FE

����
 � ������	�� ��	������� ��
�
 �� L2(B
3,S1) ���
�
	��� �� ���������� ���	�� 
���
�

���
 ��� f ∈ L2(B
3,S1) ��
 � ������ �����
��	�	���

f(x) =

3∑
l=1

b
(0)
1,l B

(0)
1,l (x) +

∞∑
n=1

[n−1
2 ]∑

k=0

∑
|l|≤n−1−2k

a
(n)
n−1−2k,lA

(n)
n−1−2k,l(x)

+

[n
2 ]∑

k=0

∑
l=|1|≤n+1−2k

b
(n)
n+1−2k,lB

(n)
n+1−2k,l(x) +

[n−1
2 ]∑

k=1

∑
|l|≤n−2k

c
(n)
n−2k,lC

(n)
n−2k,l(x)

 .
)������� B

(n)
n+1−2k,l, C

(n)
n−2k,l ��� 
��������� ���	�� 
���
� ���� div B

(n)
n+1−2k,l = 0, div C

(n)
n−2k,l =

0 ��� 	�� 
���
 A
(n)
n−1−2k,l ��� ��	��	��� ���	�� 
���


A
(n)
n−1−2k,l(x) = ∇x

∫
S2

Yn−1−2k,l(ξ)Pn+1(x · ξ) dω(ξ), C��&0E

����� 	�� ��	��	���


P
(n)
n−1−2k,l(x) :=

∫
S2

Yn−1−2k,l(ξ)Pn+1(x · ξ) dω(ξ)

���� ����
���� �������� �����
 ��� φ ∈ S2

P
(n)
n−1−2k,l(φ) =

∫
S2

Yn−1−2k,l(ξ)Pn+1(φ · ξ) dω(ξ)

= 2π Yn−1−2k,l(φ)

∫ 1

−1

Pn−1−2k(s)Pn+1(s) ds = 0.
C��&�E

11
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%� =�� 7��	 ���	 �� %�����
	
�� ��� 
� �� 
����
�	� �����9����� ���� %�����
	
��
��'� +9��	
�� C��&0E �����6� ���� C��1E ��� P ′

n+1(t) = C
(3/2)
n (t)� =�� ��	�������
	� �� 	��

B������� �������
��� Pn ����� 	� C��&�E� �

%�����
	
�� ��� ���
���� 	�� ��������	�	
�� �� 	�� ���	��� C��&�E(C��&FE 
� �����
��� �����
2
��	��� 4� 6
�� ��� 	��	 	��� ��� 
� ���� ����� �������
>�	
��� �� G���
!� �������
��� C1�&�E

	� ���	�� 7����� "��	�
�	
�� x = φ ∈ S2 6� ����� ����
>� 	��	 	�� 7���� A
(n)
n−1−2k,l� B

(n)
n+1−2k,l

��� C
(n)
n−2k,l ��� 
���	
��� 	� 	�� ���	�� �����
��� ������
�� C��1E(C���E�

�

#
�$�$
� +�.� ��	 x = ρφ� ρ ≥ 0� φ ∈ S2� ��� �������
 �� ���	�� 
���
 #-�%.�/#-�%0�
��� �����
��	�� �� 
�������� ��������	�
 �


A
(n)
n−1−2k,l(x) =

4π

2n− 1 − 4k
y

(1)
n−1−2k,l(φ)

(
(n− 1 − 2k)Rn−2−2k

n (ρ) + (n− 2k)Rn−2k
n (ρ)

)
+

4π

2n− 1 − 4k
y

(2)
n−1−2k,l(φ)

(
Rn−2−2k

n (ρ) −Rn−2k
n (ρ)

)
,

B
(n)
n+1−2k,l(x) =

4π(n+ 1 − 2k)(n+ 2 − 2k)

2n− 4k + 3
y

(1)
n+1−2k,l(φ)

(
Rn−2k

n (ρ) − Rn+2−2k
n (ρ)

)
+

4π

2n− 4k + 3
y

(2)
n+1−2k,l(φ)

× (
(n + 2 − 2k)Rn−2k

n (ρ) + (n+ 1 − 2k)Rn+2−2k
n (ρ)

)
,

C
(n)
n−2k,l(x) = 4πy

(3)
n−2k,l(φ)Rn−2k

n (ρ).

��� x = φ ∈ S2 �� ����

A
(n)
n−1−2k,l(φ) = 4πy

(1)
n−1−2k,l(φ),

B
(n)
n+1−2k,l(φ) = 4πy

(2)
n+1−2k,l(φ),

C
(n)
n−2k,l(φ) = 4πy

(3)
n−2k,l(φ).

�


%� �����
�� 	�� ,��!2?��!� ������� ��� ���	�� �����
��� ������
�� C=������ ��1E
��� 
���	
	� #�� ���� B���� 1�' �
����

A
(n)
n−1−2k,l(x) =

∫
S2

y
(1)
n−1−2k,l(ξ)C(3/2)

n (x · ξ)dω(ξ)

=
4π

2n− 1 − 4k
y

(1)
n−1−2k,l(φ)

(
(n− 1 − 2k)Rn−2−2k

n (ρ) + (n− 2k)Rn−2k
n (ρ)

)
+

4π

2n− 1 − 4k
y

(2)
n−1−2k,l(φ)

(
Rn−2−2k

n (ρ) −Rn−2k
n (ρ)

)
,

B
(n)
n+1−2k,l(x) =

∫
S2

y
(2)
n+1−2k,l(ξ)C(3/2)

n (x · ξ)dω(ξ)

=
4π(n+ 1 − 2k)(n+ 2 − 2k)

2n− 4k + 3
y

(1)
n+1−2k,l(φ)

(
Rn−2k

n (ρ) −Rn+2−2k
n (ρ)

)
+

4π

2n− 4k + 3
y

(2)
n+1−2k,l(φ)

× (
(n + 2 − 2k)Rn−2k

n (ρ) + (n+ 1 − 2k)Rn+2−2k
n (ρ)

)
,

1�



C
(n)
n−2k,l(x) =

∫
S2

y
(3)
n−2k,l(ξ)C(3/2)

n (x · ξ)dω(ξ) = 4πy
(3)
n−2k,l(φ)Rn−2k

n (ρ).

=�� �������� ������ �	 S2 	��� ��� ���
���� �
��� Rn−2k
n (1) = 1 ��� ��� n ��� k =

0, . . . , [n/2]� �

4
	� 	�� ���� �� 	�� ���	��� C��&�E(C��&FE 6� ��� ��
�� ��	������� ����� �� 7�� �
@����	
��������� 6�
�� ��� 
���
��� �� 	�� ?������	>2?���� ��������
	
���

�

#
�$�$
� +�/� (� ����1

#��
{
A

(n)
n−1−2k,l

}
����
 �� ��	������� ��
�
 ��� ∇H1

0 (B3) ��	�

||A(n)
n−1−2k,l||L2(B3,S1) =

√
16π2

2n+ 3
.

#��
{
B

(n)
n+1,l

}
����
 �� ��	������� ��
�
 ��� ∇Harm(B3) ��	�

||B(n)
n+1,l||L2(B3,S1) =

√
16π2(n+ 1)(n+ 2)2

(2n+ 3)2
.

#��
{
A

(n)
n−1−2k,l

}⋃{
B

(n)
n+1,l

}
����
 �� ��	������� ��
�
 ��� ∇H1(B3)�

#��
{
B

(n)
n+1−2k,l, k 
= 0

}⋃{
C

(n)
n−2k,l

}
����
 �� ��	������� ��
�
 ��� H0(div; B3) ��	�

||B(n)
n+1−2k,l||L2(B3,S1) =

√
16π2(n + 1 − 2k)(n+ 2 − 2k)

2n+ 3
,

||C(n)
n−2k,l||L2(B3,S1) =

√
16π2(n− 2k)(n− 2k + 1)

2n+ 3
.

#�� {B(n)
n+1−2k,l}

⋃{C(n)
n−2k,l} ����
 �� ��	������� ��
�
 ���

H(div; B3) = ∇Harm(B3) ⊕H0(div; B3).

�


%� =�� ������ ���	 �� %�����
	
�� ��� 	���� �� 	��	
{
A

(n)
n−1−2k,l

}
⊂ ∇H1

0 (B3)� �
���

��� 	� %�����
	
�� ���

A
(n)
n−1−2k,l(φ) =

∫
S2

y
(1)
n−1−2k,l(ξ)C(3/2)

n (φ · ξ)dω(ξ) = 4πy
(1)
n−1−2k,l(φ),

6� ��� �����	�

||A(n)
n−1−2k,l||2 =

∫
B3

∫
S2

∫
S2

(
y

(1)
n−1−2k,l(ξ) · y(1)

n−1−2k,l(ξ
′)
)

×C(3/2)
n (x · ξ)C(3/2)

n (x · ξ′) dω(ξ′) dω(ξ) dx

=
4π

2n+ 3

∫
S2

∫
S2

(
y

(1)
n−1−2k,l(ξ) · y(1)

n−1−2k,l(ξ
′)
)
C(3/2)

n (ξ · ξ′) dω(ξ′) dω(ξ)

=
16π2

2n+ 3
||y(1)

n−1−2k,l||2 =
16π2

2n+ 3
,

1�



6���� 6� ����
�� ������� #�� ���� %�����
	
�� 1��� =������ ��1 ��� ||y(1)
n−1−2k||L2 = 1�

#�
�� C��'E 6� ��	�
�

div B
(n)
n+1−2k,l(x) =

∫
S2

ξ · y(2)
n+1−2k,l(ξ)

d

dt
C(3/2)

n (x · ξ) dω(ξ) = 0

��� 
� 	�� ���� 6�� ��� ���6� div C
(n)
n−2k,l(x) = 0 ��� x ∈ B3� ,��� 	�� ���	 	��	

B
(n)
n+1−2k,l(φ) = 4πy

(2)
n+1−2k,l(φ) ��� C

(n)
n−2k,l(φ) = 4πy

(3)
n−2k,l(φ) ��� φ ∈ S2 C%�����
	
��

���E 6� ���
�� ��	�
�

φ · B(n)
n+1−2k,l(φ) = 0 , φ · C(n)

n−2k,l(φ) = 0 , φ ∈ S
2 ,

6���� 6� ���� ����
�� C��'E ���� ����� ?���� 6� ���� ���6� 	��	
{
B

(n)
n+1−2k,l, k 
= 0

}
∪{

C
(n)
n−2k,l

}
⊂ H0(div; B3)�

�	 ����
�� 	� ���6 	��	 rot B
(n)
n+1,l(x) = 0 
� B3� =�!
�� 
�	� ������	 	��	 (C

(λ)
n )′ = 2λC

(λ+1)
n−1

��� y
(3)
n+1−2k,l(ξ) = ξ × y

(2)
n+1−2k,l� 6� ����

rot B
(n)
n+1,l(x) =

∫
S2

ξ × y
(2)
n+1,l(ξ)(C

(3/2)
n−1 )′(x · ξ) dω(ξ)

= 3

∫
S2

y
(3)
n+1,l(ξ)C

(5/2)
n−1 (x · ξ) dω(ξ) . C��1�E

�
���

C(5/2)
n (t) =

1

3

[n/2]∑
s=0

(2n+ 3 − 4s)C
(3/2)
n−2s(t)

C������� C'�&1EE ���

C(3/2)
n (x · ξ) = 4π

[n/2]∑
k=0

(2n− 4k + 1)Rn−2k
n (ρ)

∑
|p|≤n−2k

Yn−2k,p(φ)Yn−2k,p(ξ) , x = ρφ ,

6�
�� �����6� ���� C1�&&E ��� ���	 #�� �� %�����
	
�� 1��� 6� ��� 6�
	�

3C
(5/2)
n−1 (x · ξ) = 4π

[n−1
2 ]∑

s=0

(2n+ 1 − 4s)

[n−1−2s
2 ]∑

k=0

(2n− 1 − 4s− 4k)Rn−1−2s−2k
n−1−2s (ρ)

×
∑

|p|≤n−1−2s−2k

Yn−1−2s−2k,p(φ)Yn−1−2s−2k,p(ξ), C��1&E

6���� ���
� x = ρφ� =�� ���	 
�����
��	 
� 	�� �-����
�� C���E 6
	� n �������� �� n + 1�

y
(3)
n+1,l(ξ) = i

1∑
ε=−1

cn+1,l,εYn+1,l+ε(ξ)e−ε. C��11E

%�		
�� C��1&E ��� C��11E 
� C��1�E 7����� ���6� 	��	 rot B
(n)
n+1,l = 0 ������� �� n + 1 
=

n− 1 − 2s− 2k ��� 	�� ��	�������
	� �� 	�� �����
��� ������
�� Yn,l�

1'



=�� ����� �� B
(n)
n+1−2k,l ��� C

(n)
n−2k,l �����	� 	�

||B(n)
n+1−2k,l||2 =

∫
B3

∫
S2

∫
S2

(
y

(2)
n+1−2k,l(ξ) · y(2)

n+1−2k,l(ξ
′)
)

×C(3/2)
n (x · ξ)C(3/2)

n (x · ξ′) dω(ξ′) dω(ξ) dx

=
4π

2n+ 3

∫
S2

∫
S2

(
y

(2)
n+1−2k,l(ξ) · y(2)

n+1−2k,l(ξ
′)
)
C(3/2)

n (ξ · ξ′) dω(ξ′) dω(ξ)

=
16π2

2n+ 3
||y(2)

n+1−2k,l||2 =
16π2(n+ 1 − 2k)(n + 2 − 2k)

2n+ 3
,

||C(n)
n−2k,l||2 =

∫
B3

∫
S2

∫
S2

(
y

(3)
n−2k,l(ξ) · y(3)

n−2k,l(ξ
′)
)

×C(3/2)
n (x · ξ)C(3/2)

n (x · ξ′) dω(ξ′) dω(ξ) dx

=
4π

2n+ 3

∫
S2

∫
S2

(
y

(3)
n−2k,l(ξ) · y(3)

n−2k,l(ξ
′)
)
C(3/2)

n (ξ · ξ′) dω(ξ′) dω(ξ)

=
8π2

2n+ 3

(∫ 1

−1

C(3/2)
n (s)Pn−2k(s)ds

)∫
S2

(
y

(3)
n−2k,l(ξ) · y(3)

n−2k,l(ξ)
)
dω(ξ)

=
16π2

2n+ 3
||y(3)

n−2k,l||2 =
16π2(n− 2k)(n− 2k + 1)

2n + 3
.

���
� 6� ���� ������� #�� ���� %�����
	
�� 1��� =������ ��1 ��� ||y(2)
n,l ||L2 = ||y(3)

n,l ||L2 =
n(n + 1)�
=�� ����
	� �� 	�� ���	��� 
� 	�� ����������
�� ��������� �����6� ���� 	�� ����
	� �� ����2
���
��� 
� 	�� ������
�� �������  �	� 	��	 #�� ��� #�� 
���� #�� ��� #�� 
� � �����9�����
�� #�� ��� #��� �

.� ������������ �1 ��!� ��� �����!� �1 2����� 1�� 	�
3� !�"�� �1 	�11������" ����"����

4� ���6 �� ��	����	
�� 6�� 	� ����	���	 ����� �� ���	�� 7��� ���������� #�
�� ����� ��
�������
�� ������ 7���� ��7��� �� 	�� ��
	 ���� �� �	��	
�� ��
�	 ������	� ���	��� �� ���	��
7���� ��� �������
���� �� 	�� ����
��	
�� �� �
@����	
�� �����	��� ���� �� ����
��	 �� �����
=�� ��	��� �����
��� 
� 	�
� ���	
�� 
� ��	 ���	�
�	�� 	� �������
��� ��	 ���� ���� 6��!
��� ��� ������	� ���	�� ����
�	
�� �� ����	� ����	
��� 6�
�� ��� ��7��� �� � �������
"
�����
�� ����
� 6
	� �������
� ���������
���
� 6� 6
�� 7�� ����� ��� ������ �� ��	��	
�� 7���� ∇H1(B3)� ∇H1

0 (B3) C���	
�� ��&E�
������
��� 7����H(div; B3)�H0(div; B3) C���	
�� ��1E ��� ������
� 7���� ∇Harm(B3) C���2
	
�� ���E� �� ���	���	 	� 	�� ���	��� ����	���	�� 
� ���	
�� �� 	�� ����� ������	�� ���� ���
���2��	��������
 ����	������ �������
�� ����� ��� ������ ��	 ���� 	� ������� �����
��� �������� �
��� 	���
��� �
����� 	� ���
�� �� � �����	�� 	��� 	�� �
��� ����	
��� C��&�E(C��&FE� ��	 ���� 	� �	�	�
	�����	
��� �����	� ���� �� ����������� ��� �	��
�
	� ��	
��	�� �� ��
9������ 	�������� +���

� ;�< 	�� ������ 7��� ����
��	
��� �� ���2��	������� �������
�� ���	��� 
� ���	�� ���
	����� 	����������

1�



.��� " #
'��
�$�' 4��$� %

 ∇H1(B3) ��) ∇H1
0 (B3) 5#
����$�' *�')�6

�
��� 	�� ���	
���
�	� �������
��� 
� (x, y, z) ��� ����� 
� H1(B3)� 6� 7�� � ���	�� ��
���	�� 7���� 6�
�� 
� ������	� 
� ∇H1(B3) �� �
���� �����
�� 	�� �����	�� �� ����
��	 ∇�
=�� ������ ����6 ���6�� ��6 	�� ��	��	
�� 7���� ������ ���� �������
��� 6
	� 
������
��
������ ���� 	�� 	� ��		���

x → ∇x → (1, 0, 0)
y → ∇y → (0, 1, 0)
z → ∇z → (0, 0, 1)

x2 , xy → ∇(x2) , ∇(xy) → (2x, 0, 0) , (y, x, 0)
xz , y2 → ∇(xz) , ∇(y2) → (z, 0, x) , (0, 2y, 0)
yz , z2 → ∇(yz) , ∇(z2) → (0, z, y) , (0, 0, 2z)

· · · · · · · · · ·
xs+1 → ∇(xs+1) → ((s+ 1)xs, 0, 0)
xsy → ∇(xsy) → (sxs−1y, xs, 0)
xsz → ∇(xsz) → (sxs−1z, 0, xs)
· · · · · · · · · ·

xkylzm → ∇(xkylzm) → (
kxk−1ylzm, lxkyl−1zm, mxkylzm−1

)
· · · · · · · · · ·
zs+1 → ∇(zs+1) → (0, 0, (s+ 1)zs)

C��&E

=�� �����6
�� ������
	
�� ������	� ���
� ������	
�� �� 	�� ����� �� ����������� ������ ���
���	��
�� �������
��� �� ������ s� =�� �����	
��� ��� �� ������ ���
�� �� ��� �� ����

����
�	��� ���� ������ C��&E

�

#
�$�$
� .��� ��	 n ����	� 	�� �����
��� �� 	�� ��������� 
�����
#�� ��� 
���� �� ����������
� ���	������	� ����������
 �� Rn �� ����	 ������ s ��
 ��*
���
��� N(n, s) = Cs

s+n−1� 	�� �����
��� �� 	�� 
���� �� ����������
� ���	������	� ����*
������
 �� ������ ��

 	��� �� ����� 	� s �
 ����� �
 N(n,≤ s) = Cs

s+n� 2� ���	������ ��
���� N(3, s) = (s+ 1)(s+ 2)/2� N(3,≤ s) = (s+ 1)(s+ 2)(s+ 3)/6�
#�� ��� �����
��� Nd(n, s) �� 	�� 
���� �� ��	��	��� ���	�� 
���
 �� Rn ��	� ��������	

����� ����������
� ���	������	� ����������
 �� ����	 ������ s �
 ����� 	� N(n, s + 1) =
Cs+1

s+n� 	�� 
���� �� ��	��	��� ���	�� 
���
 ��	� ��������	
 ����� ����������
� ���	������	�
����������
 �� ������ ��

 	��� �� ����� 	� s ��
 	�� �����
��� Nd(n,≤ s) = N(n,≤
s + 1) − 1 = Cs+1

s+n+1 − 1� 2� ���	������ �� ���� Nd(3, s) = (s + 2)(s + 3)/2� Nd(3,≤ s) =
(s+ 2)(s+ 3)(s+ 4)/6 − 1�
#�� ��� ���	�� 
���
 ������	�� �� ��	��� #.�%� ��� ��	��	��� 
���
� ���� ��� ��������
����������	 ��� �����
��	 � ��
�
 �� 	�� 
��
���� ����� ���
�
	
 �� ��� ��	��	��� ���	��

���
 ��	� ��������	
 ����� ���	������	� ����������
 �� ������ ��

 	��� �� ����� 	� s�
���
� ����� 
��� 
��� ��
 � ������ �����
��	�	��� �� 	���
 �� #.�%��
#�� ��		��� s→ ∞ �� #.�%� �� ��	��� � 
�
	�� ����� �
 ���
� �� ∇H1(B3)�

4� ������� �� ����	���	
�� � �������
�� ���
� ��� ∇H1
0 (B3) 
� � �
�
��� ������ �� ���

∇H1(B3)� ��� ����������� �������
��� 6
	� ���
��
�� �������� ������ �	 ∂B
3 �-���	

0 ���	�
� � ���	�� (1 − r2)� 6���� r2 = x2 + y2 + z2� 4� ���� 	�� ��	 �� �������
���
���
�� � ��������	�	
�� �� (1 − r2)p� 6���� p 
� ����������� �� ������ s 
� Rn� 	�� ��	 ��

1F



(s, s+ 2)2
	�	����	�� �	���	������ 4� ����	� 	�
� ��	 �� Πn
s,s+2� 4� ������	� � ���	�� ��

�����	������� �������
�� ���	�� 7���� 
� ∇H1
0 (B3) �����
�� 	�� �����	�� �� ����
��	 ∇

	� (s, s+ 2)2����������� �������
����

(1 − r2) → ∇(1 − r2) → (−2x ,−2y ,−2z)

(1 − r2)x → ∇[(1 − r2)x] → (1 − r2 − 2x2 ,−2xy ,−2xz)
(1 − r2)y → ∇[(1 − r2)y] → (−2xy , 1 − r2 − 2y2 ,−2yz)
(1 − r2)z → ∇[(1 − r2)z] → (−2xz ,−2yz , 1 − r2 − 2z2)

(1 − r2)x2 → ∇[(1 − r2)x2] → (2x− 2xr2 − 2x3 ,−2x2y ,−2x2z)
(1 − r2)xy → ∇[(1 − r2)xy] → (y − yr2 − 2x2y , x− xr2 − 2xy2 ,

−2xyz)
· · · · · · · · · · · ·

(1 − r2)z2 → ∇[(1 − r2)z2] → (−2xz2 ,−2yz2 , 2z − 2zr2 − 2z3)

(1 − r2)xs−1 → ∇[(1 − r2)xs−1] → ((s− 1)xs−2(1 − r2) − 2xs ,
−2xs−1y ,−2xs−1z)

(1 − r2)xs−2y → ∇[(1 − r2)xs−2y → ((s− 2)xs−3y(1 − r2) − 2xs−1y ,
xs−2(1 − r2) − 2xs−2y2 ,−2xs−2yz)

· · · · · · · · · · · ·
(1 − r2)zs−1 → ∇[(1 − r2)zs−1] → (−2xzs−1 ,−2yzs−1 ,

(s− 1)zs−2(1 − r2) − 2zs)

C��1E

%�����
	
�� ��1 ������
>�� 	�� ��
� ������	
�� �� ���	�� C��1E�  �	� 	��	 6� ����
���
���� �������
��� �� 	�� 	��� (1 − r2)xkylzm� k + l +m = s� s ≥ 0�

�

#
�$�$
� .��� #�� ��� 
���� �� (s, s+2)*����������
 ����������
 �� Rn ��
 �����
���
N0(n, s, s+2) = N(n, s) = Cs

s+n−1� s ≥ 0� 2� ���	������ ��� n = 3 �� ���� N0(3, s, s+2) =
(s+ 1)(s+ 2)/2�
#�� ��� �����
��� �� 	�� 
��
���� ∇Πn

s,s+2 ⊂ ∇H1
0 (B3)� s ≥ 0� �
 Nd0(n, s, s + 2) =

N(n, s) = Cs
s+n−1� ��� ������	
 �� ∇Πn

s,s+2 ���
�
	
 �� ��	��	��� ���	�� 
���
 ��	� �����*
���	
 ����� ����������
� ���	������	� ����������
 �� ����	 ������ s+ 1� 2� ���	������ ���
n = 3 �� ���� Nd0(3, s, s+ 2) = (s+ 1)(s+ 2)/2�
#�� ��� ���	�� 
���
 ������	�� �� ��	��� #.�$� ��� ��	��	��� ���	�� 
���
 ��	� ����
����
��	��	��� �	 	�� �������� ∂B3� ���� ��� �������� ����������	 ��� �����
��	 � ��
�
 ��� 	��

��
���� �� ��� ��	��	��� ���	�� 
���
 ��	� ��������	
 ����� ���	������	� ����������
 ��
������ ��

 	��� �� ����� 	� s ��� ����
���� ��	��	��� �	 ∂B3� ���
� ����� 
��� 
��� ��
 �
������ �����
��	�	��� �� 	���
 �� ∇Πn

s,s+2�
#�� ��		��� s→ ∞ �� #.�$� �� ��	��� � 
�
	�� ����� �
 ���
� �� ∇H1

0 (B3)�

.��� " �
�#'��� 

��
�

��' ������ %

 ��� ��4�#��� ∇Harm(B3) 5��
�
�$�
*�')�6

=� ����	���	 �� ��	�������� ���
� ��� ∇Harm(B3) 6� ��� �� �������� 6�
�� 
� �
@����	
���� ���	
�� ��& ��� �����	 	� �����
��� ������
�� 6�
�� ���� ���� 
�	������� 
� ���	
��
1�1� 4� ���
�� 	��	 	���� ��� 2n+ 1 �
������ 
���������	 �����
��� ������
�� �� ������ n
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��� 	��� ��� �� ��������	�� ��

Yn,0(θ) = Pn(cosϑ) , Yn,k(θ) = P
|k|
l (cosϑ) cos(kϕ) ,

Yn,−k(θ) = Yn,−k(θ) = P |k|
n (cosϑ) sin(kϕ) , k = 1, . . . , n ,

6���� θ = θ(ϑ, ϕ) = (sin ϑ cosϕ, sinϑ sinϕ, cosϑ) ∈ S2 ��� ϕ ∈ [0, 2π)� ϑ ∈ [0, π] ���

P k
n (t) = (−1)k (1 − t2)k/2 d

k

dtk
Pn(t) , k = 0, . . . , n

��� 	�� �����
�	�� B������� �������
��� �� ������ n� �
��� �����
��� ������
�� ��� ���	�
�2
	
��� �� ������
� �������
��� 	� S

2� 	���� 
� � �	��
��	���6��� ������ �� �-	���
�� 	���
	� ������
� ����	
��� �� R3�

 ���� .�+� ��	 (r, θ) ∈ R
+
0 × S

2 �� 
�������� ��������	�
� ���� x = rθ ��� x ∈ R
3� ���

Ỹn,k(rθ) := rn Yn,k(θ)� �����{
Ỹn,k

}
, n ∈ N , −n ≤ k ≤ n C���E

����
 � 
�
	�� �� �������� ����	���
 �� R3�

�


%� �����
��� ������
�� ��� �
�������	
��� �� 	�� B������2J��	���
 �����	�� ∆S� 4�
����

∆SYn,k = −n(n + 1)Yn,k.

�
���

∆ =
∂2

∂r2
+

2

r

∂

∂r
+

1

r2
∆S

6� ��� �����	�

∆Ỹn,k = ∆(rnYn,k)

= n(n− 1)rn−2Yn,k + 2nrn−2Yn,k − rn−2n(n+ 1)Yn,k

= 0, n ∈ N, −n ≤ k ≤ n.

�

�����
�� 	�� �����	�� ∇ 	� 	�� ���	�� {Ỹn,k} �
���� � ������	�� ��	�������� ���	�� ��
������
� 7�����

 ���� .�.� ��� 
�	{
n−1/2 ∇Ỹn,k

}
⊂ ∇Harm(B3) , n ∈ N, −n ≤ k ≤ n C���E

��	� Ỹn,k ���� ����� .�- �
 � ������	� 
�
	�� �� L2*��	�������� 
���
 �� ∇Harm(B3)�

�


%� 4� ���
����� ���� n−1/2 ∇Ỹn,k ∈ ∇Harm(B3) ���� B���� ���� ������ n, n′ ∈ N�

1�



−n ≤ k ≤ n� −n′ ≤ k′ ≤ n′� �����
�� *����K� ������� ���6�∫
B3

(
n−1/2 ∇Ỹn,k(x) · (n′)−1/2 ∇Ỹn′,k′(x)

)
dx

= (nn′)−1/2

∫
∂B3

(∂νỸn,k)(x) Ỹn′,k′(x) dsx − (nn′)−1/2

∫
B3

(∆Ỹn,k)(x) Yn′,k′(x) dx

= (nn′)−1/2

∫
S2

{
∂rỸn,k(r, θ)

}∣∣
r=1

Ỹn′,k′(1, θ) dθ

= (nn′)−1/2

∫
S2

nYn,k(θ) Yn′,k′(θ) dθ

= (nn′)−1/2 n δn,n′ δk,k′

�
��� {Yn,k} ����� � ������	� ��	�������� ���	�� 
� L2(S
2)� �	 ����
�� 	� ���6 	�� ���2

���	����� 
� ∇Harm(B3)� =� 	�
� ��� ����
��� �� ������	 f = ∇h ∈ ∇Harm(B3)� h ���2
���
�� 6
	� ∫

B3

(
∇Ỹn,k(x) · ∇h(x)

)
dx = 0 ��� ��� n ∈ N , −n ≤ k ≤ n.

=���� ���
� ��
�� *����K� �������� 6� ��	

0 = n−1/2

∫
B3

(
∇Ỹn,k(x) · ∇h(x)

)
dx

= n−1/2

∫
∂B3

(∂νỸn,k)(x) h(x) dsx − n−1/2

∫
B3

(∆Ỹn,k)(x) h(x) dx

= n−1/2

∫
S2

{
∂rỸn,k(rθ)

}∣∣
r=1

h(θ) dθ = n1/2

∫
S2

Yn,k(θ) h(θ) dθ

6�
�� 
���
�� 	��	 h = 0 �� S2 = ∂B3 ������� �� 	�� ������	����� �� {Yn,k} 
� L2(S
2)�

=�� ��-
��� ��� �
�
��� ��
��
��� ��� ������
� ����	
��� �
���

sup
x∈B3

h(x) = sup
θ∈S2

h(θ) = 0

inf
x∈B3

h(x) = inf
θ∈S2

h(θ) = 0

6����� h = 0 ��� 	���∇h = 0 
� B3 �����6�� =�
� 	���	��� 6
	� 	�� ������	�∇Harm(B3)
L2

= ∇Harm(B3) C;1�<� B���� ��&�E ������	�� 	�� ������ �

.�+� " #
'��
�$�' 4��$� %

 H(div; B3) 5�
'��
$)�' *�')�6

4� ����
��� ���
� 	�� ���� ��
	 ���� B3 �9�
���� 6
	� 	�� +���
���� ��	�
� ��� ��� 	��
��	�	
��� u = (ui) = (u1, u2, u3) ��� � ���	�� 7��� �� B3� 4� ��� ���
� �����������
�������
��� 	� ����	���	 � ���
� �� ������
��� ���	�� 7����� B�	 xkylzm� k, l,m ≥ 0� k+ l+
m = s+ 2 �� �����
��� �� ������ s+ 2� 6�
�� 6� ������	 
� 	�� ��	

M = {xs+2, xs+1y, xs+1z, xsyz, . . . , xkylzm, . . . , zs+2} .

��



�� 6� ����� 	�� �����	�� ∇ 	� 	�� ��	 M 6� ��	�
�

∇ (xkylzm) =

(
∂

∂x
xkylzm,

∂

∂y
xkylzm,

∂

∂z
xkylzm

)
=

(
∂

∂x
xkylzm, 0, 0

)
+

(
0,

∂

∂y
xkylzm, 0

)
+

(
0, 0,

∂

∂z
xkylzm

)
,

k, l,m ≥ 0 , k + l +m = s+ 2 .

C��'E

=�� ���	�� 7���� C��'E ��� �� �
�
��� 
� 	���� ������� 6���� ���� �� 	��� ����������� 	�
	�� ������ �� ���2>��� ��������	��
&E =�� 7��	 ����� ����
�	� �� 7���� 6
	� ���� ��� ���2>��� ��������	� =���� �-
�	� 	����
�
@����	 	���� �� ���� 7�����

∇(xs+2) =
(
(s+ 2)xs+1 , 0 , 0

)
,

∇(ys+2) =
(
0 , (s+ 2)ys+1 , 0

)
,

∇(zs+2) =
(
0 , 0 , (s+ 2)zs+1

)
.

C���E

1E =�� ������ ����� ����
�	� �� 	���� 7���� ���� C��'E ���
�� 	6� ���2>��� ��������	��
���
� 6� ���� 	���� �
@����	 	�����

∇(xkyl) =
(
kxk−1yl, lxkyl−1, 0

)
, k, l > 0, k + l = s+ 2

∇(xkzm) =
(
kxk−1xm, 0, mxkzm−1

)
, k,m > 0, k +m = s+ 2

∇(ylzm) =
(
0, lyl−1zm, mylzm−1

)
, l,m > 0, l +m = s+ 2

C��FE

�E =�� 	�
�� ����� 7����� ��� �� ���
��
�� ��������	��

∇(xkylzm) =
(
kxk−1ylzm , lxkyl−1zm , mxkylzm−1

)
,

k, l,m > 0 , k + l +m = s+ 2.
C��0E

�� ���
	
���� ����
��	
�� �� 	�� �����	�� rot 	� ��	� �
��� �� C��'E �
����

0 = rot(∇(xkylzm))

= rot

(
∂

∂x
xkylzm, 0, 0

)
+ rot

(
0,

∂

∂y
xkylzm, 0

)
+ rot

(
0, 0,

∂

∂z
xkylzm

)
.

=�� �
��	 ���� �
�� ����
�	� �� � ��� �� ������
��� 7����� 	�� ���	 ���� �
�� 
���
�� 	��	
	��� ��� �
������ ��������	� =��� � ���
� �� ������
��� ���	�� 7���� ��� �� ������ 
� ����
6���� 4� �����>� 	�� 	���� ������ &E2�E 
� ����� 	� 7�� 	�� ����
�
	
�� ��� 	� ��	�
� �
�
������ 
���������	 ��	 �� ������
��� 7�����
&E =�� ����
��	
�� �� rot 	� ������	� �� 	�� 7��	 ����� ���
���� �� ���	��� 
������	
���
����� 	��� ��� ��
		�� ��� 6
�� ��	 �� 
������� 	� 	�� �������� ���
��
1E �����
�� rot 	� ������	� �� 	�� ������ ������ 6� 7�� 
���	
	
��

k rot(xk−1yl , 0 , 0) = −l rot(0 , xkyl−1 , 0) ,

0 < k, l < s+ 2 , k + l = s + 2,

k rot(xk−1zm , 0 , 0) = −m rot(0 , 0 , xkzm−1) ,

0 < k,m < s+ 2 , k +m = s+ 2,

l rot(0 , yl−1zm , 0) = −m rot(0 , 0 , ylzm−1) ,

0 < l,m < s+ 2 , l +m = s + 2 .

C���E

�&



������� �� 	�� �
����
	� �� rot�
���	���	��� 6� ���� 3(s+1) ����	
��� ��� 6(s+1) ������
��� 7���� 
� C���E� =��� 6� 
������
3(s+ 1) �� 	��� 
� ��� �������� ���
�� �� ���	
����� 6� 	�!� 	�� 7����

rot
(
kxk−1yl , 0 , 0

)
=

(
0 , 0 , −klxk−1yl−1

)
,

rot
(
0 , lyl−1zm , 0

)
=

(−lmyl−1zm−1 , 0 , 0
)
,

rot
(
0 , 0 , mxkzm−1

)
=

(
0, −kmxk−1zm−1, 0

) C��&�E

�� ��	���� �� ����� 1E�
�E �����
�� rot 	� 	�� ��	��	
�� 7���� �� 	�� 	�
�� ������ 
��� �� 	�� 7���� �� 	���∇(xkylzm)�
0 < k, l,m < s+ 1� k + l +m = s+ 2� �
���

7 = rot
(∇(xkylzm)

)
= rot

(
kxk−1ylzm, lxkyl−1zm, mxkylzm−1

)
= rot

(
kxk−1ylzm, 0, 0

)
+ rot

(
0, lxkyl−1zm, 0

)
+ rot

(
0, 0, mxkylzm−1

)
.

k, l,m > 0 , k + l +m = s+ 2 .

C��&&E

� �
		�� �
	 �� ����
��	��
�� ���6� 	��	 	���� ��� s(s + 1)/2 ����	
��� ��� 	��	 ����� 	��
��� �� 	�� �
��	2���� �
�� ����
�	� �� 3s(s + 1)/2 ������
��� ���	�� 7����� ?���� 6� ���
7- s(s + 1) ������
��� 7���� ��� 	�� �������� ���
�� =�� ����
�
�� s(s + 1)/2 7���� ���
��
		�� �
��� 	��� ��� �
������ ��������	� ,
��	 6� ��6�
	� C��&&E ��

7 =
(
0, kmxk−1ylzm−1, −klxk−1yl−1zm

)
+

(−lmxkyl−1zm−1, 0, kmxk−1yl−1zm
)

+
(
lmxkyl−1zm−1, −kmxk−1ylzm−1, 0

)
.

C��&1E

4� ��
	 	�� ���	 �-�����
��� ���� C��&1E ��� 
������

rot
(
kxk−1ylzm, 0, 0

)
=

(
0, kmxk−1ylzm−1, −klxk−1yl−1zm

)
rot

(
0, lxkyl−1zm, 0

)
=

(−lmxkyl−1zm−1, 0, klxk−1yl−1zm
)

0 < k, l,m < s+ 1, k + l +m = s+ 2.

C��&�E


�	� 	�� �������� ���
��
=��� 6� ���� 3(s + 1) �
������ 
���������	 ������
��� 7���� �� ��	���� ���� 	�� ������
����� ��� s(s+ 1) ������
��� 7���� ���� ����� �E� �
��� ���
����� 	�� �����
��� xkylzm�
k, l,m ≥ 0� k + l+m = s+ 2 ���� 	�� ����� �� ����������� �������
��� �� ������ s+ 2�
	�� ����� �� ������
��� ���	�� 7���� 6
	� ��������	� ��
�� ����������� �������
��� ��
�-��	 ������ s ��� 	�� �
����
�� 3(s + 1) + s(s + 1) = (s + 1)(s + 3)� =�
� �����	 ���
�� �������
>�� 	� ������
���� �����	�
� 	����� 7���� �� ���
	���� ���! q� ,�� q = 1 	��
�����	
��� �� ������
	
�� ��' ��� �����9������ ���� 	�� 
����	
��	
��� ������

�

#
�$�$
� .�/� #�� ��� 
���� �� 
���������� 
����	��� 	��
�� 
���
 �� ���" q �� R
n

��	� ��	���
 ����� ����������
� ���	������	� ����������
 �� ������ s ��
 	�� �����
���
Nδ(n, q, s) = Cq

q+n−1C
s
s+n−1 − Cq−1

q−1+n−1C
s−1
s−1+n−1� 2� ���	������ ��� n = 3 ��� q = 1 ��

���� Nδ(3, 1, s) = 3Cs
s+2 − Cs−1

s+1 = (s+ 1)(s+ 3)�
#�� ��� ������	
 �� 	�� 
�
	��
 #.�%3�� #.�%-� ��� 
��������� 
���
� ���� 	��� ��� ������	
 ��
H(div; B3)� ���� ��� ������� ����������	 ��� �����
��	 � ��
�
 �� 	�� 
��
���� ���
�
	���

�1



�� 
��������� ���	�� 
���
 ��	� ��������	
 ����� ����������
� ���	������	� ����������

�� ������ s� 4���� ����� 
��� 
��� ��
 � ������ ��	��
��� �� 	���
 �� #.�%3�� #.�%-��
#�� ��		��� s→ ∞ �� #.�%3�� #.�%-� �� ��	��� � 
�
	�� ����� �
 ���
� �� H(div; B3)�

4� �������� 	�
� ���	
�� �
�
�� � ��
�� ��	�
�� ��6 	� ������� 	�� �����
��� ����	���	
��
�� � ���
� 6��� B3 
� �������� �� �� ���
	���� "
�����
�� ����
� B ⊂ R3� B�	 (ejkl) ��
	�� �����������
 
���	� 6
	� e123 = e231 = e312 = −e213 = e132 = e321 = 1/

√
g ��� >���

��������	� ����� ?��� g ����	�� 	�� �	���
���	 �� 	�� ��	�
� 	������ g = det(gij)�
=�� �����	�� r : Hk(S1(B)) → Hk−1(S1(B)) ���
��� � ���	�� 7��� (uj) 	� � ���	�� 7���
(ru)k ��

(r u)j = ejkluk ; l . C��&�E

=�� �����	�� r 
� � �������
>�	
�� �� 	�� �����	�� rot ��� ���
	���� "
�����
�� ��	�
�� ��
��� �� ����� 
� 6� 6�
	� C��&�E 
� �� �-��
�
	 6��

ru =
(
(ru)1, (ru)2, (ru)3

)
=

(
1√
g

(
∂u2

∂x3
− ∂u3

∂x2

)
,

1√
g

(
∂u3

∂x1
− ∂u1

∂x3

)
,

1√
g

(
∂u1

∂x2
− ∂u2

∂x1

))
.

=�� 7��� ru 
� ������
��� 6���� 6� ���� 	� 	�!� 
�	� ������	 	��	 	�� �����	�� �� �
��������
δ 
� 	���������� 6
	� ������	 	� 	�� �
��� ��	�
� 	����� (gij)�

δ(ru) = (ru)1
;1 + (ru)2

;2 + (ru)3
;3 =

1√
g

∂

∂xj

(√
g (ru)j

)
= 0 .

�
��� r ��� δ ��� �������� �-�����
��� ��� ���� ��� �
�������� 
� "
�����
�� ����
��� 	��
��	��� 	� ����	���	 � �������
�� ���
� �� ������
��� ���	�� 7���� ��	�
��� 
� 	�
� ���	
��
��� �� 
����
	�� 6
	���	 ��� �
L���	
��� =�� �����	
�� ���
� �
@��� ���� C��&�E� C��&�E ��
� ���	�� �� (

√
g)−1 ��� ���� 	��� �����

��������� ���������� 	��
������


�� 	�� ������
- 6� ������
>� 
����	��	 ���	� ����	 ��	������� �������
���� 4� �
��
��
�� �����
�6� �� ���� 6��� !��6� �������
��� ��� 	��
� ������	
���
B�	 w(t) �� � �
��� ���� ������ ����	
�� 6�
�� 
� ���2����	
�� 
� 	�� 
�	����� (a, b) ���

���7���
∫ b

a
w(t) dt > 0� ������ ���	��� 	��	 	�� 
�	������

∫ b

a
tnw(t) dt �-
�	 ��� n = 0, 1, . . .�

=��� 	���� �-
�	� � ��
9�� ��9����� �� �������
��� p0(t), p1(t), . . . , pn(t), . . . ���� 	��	

• 	�� �������
�� pn(t) 
� �� ������ n ��� ��� � ���
	
�� ����
�� ���L�
��	 �� tn�

• 	�� �������
��� p0(t), p1(t), . . . ��� ��	������� ��� ������
��� 6
	� ������	 	� 	��
6�
��	 ����	
�� w(t)�

b∫
a

pn(t)pm(t)w(t) dt = δnm,

6���� δnm ����	�� 	�� ������!�� ������� δnm = 0 
� n 
= m� ��� δnm = 1 
� n = m�

��



=���� 	�� ���
�� �� �������
��� {pn(t)}� n ∈ N0� ��������	 � ���
�� 	� 	�

	�	���� �����


�	�� �� (a, b) ��

 ������
 
	 

� ����

 ����
�	� w(t)� 6�
�� 
� ������	� 
� L2(a, b)�
B�	 an �� 	�� ����
�� ���L�
��	 �� pn(t)� =��� 6� ���� 	�� �����	
�� �������

n∑
k=0

pk(u)pk(v) =
an

an+1

pn+1(u)pn(v) − pn(u)pn+1(v)

u− v
u, v ∈ (a, b). C'�&E

A�	������� �������
��� ��	
��� ���	��� � 	���� 	��� ���������� �������

pn(t) = (Ant+Bn)pn−1(t) − Cnpn−2(t), n = 2, 3, . . . C'�1E

6���� An, Bn, Cn ��� ����	��	�� �� ���	
������ An = an/an−1� Cn = anan−2/an−1�
=�� ���	 
����	��	 �-������ �� ������
>�� ��	������� �������
��� ��� �
�	�� 
� =���� &�

����� �� /�
������� 	��
�������

%������
��� pn(t) (a, b) w(t)

B�������.(
n +

1

2

) 1
2

Pn(t) (−1, 1) 1

*���������.

2pΓ(p)

(
(n + p)n!

2πΓ(2p+ n)

) 1
2

C(p)
n (t) (−1, 1) (1 − t2)p− 1

2

?���
	�.

2−
n
2 π− 1

4 (n!)−
1
2Hn(t) (−∞, ∞) exp−t2

H����
.(
q(q + 1) · · · (q + n− 1)(p+ 2n)Γ(p+ n)

n!Γ(q)Γ(p− q + n+ 1)

) 1
2

G(p, q, t) (0, 1) tq−1(1 − t)p−q

B�������.

(n!Γ(p + n+ 1))−
1
2 Lp

n(t) (0, ∞) tp exp−t

"��  ����)
� #
'��
�$�'��
=�� �������� �	���	����� Pn �� ������ n ���� 	�� ��������	�	
��

Pn(t) =
1

2nn!

dn

dtn
(
t2 − 1

)n
=

1

2n

[n/2]∑
p=0

(−1)p (2n− 2p)!

p!(n− 2p)!(n− p)!
tn−2p. C'��E

=��� ��� ��	������� 
� L2(−1, 1) ��� ��	
���

1∫
−1

Pn(t)Pm(t)dt =
2

2n+ 1
δnm. C'��E

��



=�� 
�	����� ��������	�	
�� 
� �
��� ��

Pn(t) =
1

2π

π∫
−π

(
t+ (t2 − 1)

1
2 cosψ

)n

dψ

=
1

π

π∫
0

(
t+ (t2 − 1)

1
2 cosψ

)n

dψ.

=�� ������	
�� ����	
�� ��� 	�� B������� �������
��� 
�

1√
1 − 2tz + z2

=
∞∑

n=0

Pn(t)zn.

%�		
�� z = r� t = cosϕ 6� ��	

1√
1 − 2r cosϕ+ r2

=

∞∑
n=0

Pn(cosϕ)rn.

=�� 	���� 	��� ���������� �����

(n + 1)Pn+1(t) − (2n+ 1)tPn(t) + nPn−1(t) = 0, n = 1, 2, . . . , C'�'E

P1(t) − tP0(t) = 0.

=�� �����6
�� ����	
��� 
�����
�� ���
��	
��� ��� �� ������ 6
	� 	�� ���� �� C'��E ��� 	��
���������� C'�'E�

(t2 − 1)
dPn(t)

dt
= n (tPn(t) − Pn−1(t)) =

n(n + 1)

2n+ 1
(Pn+1(t) − Pn−1(t)) , C'��E

Pn(t) =
dPn+1(t)

dt
+
dPn−1(t)

dt
− 2t

dPn(t)

dt
,

nPn(t) = t
dPn(t)

dt
− dPn−1(t)

dt
,

(2n+ 1)Pn(t) =
dPn+1(t)

dt
− dPn−1(t)

dt
.

,��� C'��E 6� ������∫ 1

−1

t f(t)Pn(t)dt =
1

2n+ 1

(
(n+ 1)

∫ 1

−1

f(t)Pn+1(t)dt+ n

∫ 1

−1

f(t)Pn−1(t)dt

)
. C'�FE

�����
�� 
�	����	
�� �� ���	� 	� C'�FE 6� ��	�
� 	�� �	������� ���� ��� B������� ������2
�
��� C���;&�<� �� 1�E. ,�� ��� f ∈ Cn([−1, 1])∫ 1

−1

f(t)Pn(t)dt =
1

2nn!

∫ 1

−1

dn

dtn
f(t)(1 − t2)ndt . C'�0E

=�� B������� �������
��� �� 	� ������ 5 ��� �-��
�
	�� �
��� ��

P0(t) = 1, P1(t) = t = cosϕ,

�'



P2(t) =
1

2

(
3t2 − 1

)
=

1

4
(3 cos 2ϕ+ 1) ,

P3(t) =
1

2

(
5t3 − 3t

)
=

1

8
(5 cos 3ϕ+ 3 cosϕ) ,

P4(t) =
1

8

(
35t4 − 30t2 + 3

)
=

1

64
(35 cos 4ϕ+ 20 cos 2ϕ+ 9) ,

P5(t) =
1

8

(
63t5 − 70t3 + 15t

)
=

1

128
(63 cos 5ϕ+ 35 cos 3ϕ+ 30 cosϕ) .

"�� �����4���
 #
'��
�$�'��
=��  ����!���� C����������� ��������E �	���	����� C

(µ)
n �� ������ n ��� ��7��� ��

C(µ)
n (t) =

(−1)n

2n n!

Γ(2µ+ n)Γ

(
2µ+ 1

2

)
Γ(2µ)Γ

(
2µ+ 1

2
+ n

) (
1 − t2

) 1
2
−µ dn

dtn

(
(1 − t2)µ+n− 1

2

)

=
1

Γ(µ)

[n/2]∑
p=0

(−1)pΓ(µ+ n− p)

p!(n− 2p)!
(2t)n−2p,

C'��E

,�� µ = 1/2 	�� *��������� �������
��� ��� 	�� B������� �������
��� ��
��
���

C(1/2)
n (t) = Pn(t).

�� ���� µ = 3/2� 6�
�� ����� �� 
����	��	 ���� 
� 	�
� ������ 	�� *��������� �������
���
��� �-��
�
	�� �
��� ��

C
(3/2)
n (t) =

1

Γ(3/2)

[n/2]∑
p=0

(−1)p Γ(n− p+ 3/2)

p!(n− 2p)!
(2t)n−2p

=
1

2n

[n/2]∑
p=0

(−1)p (2n− 2p+ 1)!

p!(n− 2p)!(n− p)!
tn−2p.

C'�&�E

*��������� �������
��� ���7�� 	�� ��	�������
	� ����	
��

1∫
−1

C(µ)
n (t)C(µ)

m (t)
(
1 − t2

)µ− 1
2 dt =

π21−2µΓ(n+ 2µ)

n!(n+ µ)Γ(µ)Γ(µ)
δnm C'�&&E

��� ���� 	�� 
�	����� ��������	�	
��

C(µ)
n (t) =

1√
πn!

Γ(2µ+ n)Γ

(
2µ+ 1

2

)
Γ(2µ)Γ(µ)

π∫
0

(
t+ (t2 − 1)

1
2 cosψ

)n

sin2µ−1 ψ dψ.

=�� ������	
�� ����	
�� �� C
(µ)
n (t) 
� �
��� ��

(1 − 2tz + z2)−µ =

∞∑
n=0

C(µ)
n (t)zn.

��



4� ���� 	�� 	���� 	��� ���������� ��������

(n + 1)C
(µ)
n+1(t) − 2(n+ µ)tC(µ)

n (t) + (n+ 2µ− 1)C
(µ)
n−1(t) = 0, n = 1, 2, . . . ,

(n+ 1)C
(µ)
n+1(t) − 2µ

(
tC(µ+1)

n (t) − C
(µ+1)
n−1 (t)

)
= 0,

(n+ 2µ)C(µ)
n (t) − 2µ

(
C(µ+1)

n (t) − tC
(µ+1)
n−1 (t)

)
= 0,

nC(µ)
n (t) − (n+ 2µ− 1)tC

(µ)
n−1(t) + 2µ(1 − t2)C

(µ−1)
n−2 (t) = 0,

��� ��� k2	� ����� ���
��	
��� �������

dk

dtk
C(µ)

n (t) = 2k Γ(k + µ)

Γ(µ)
C

(µ+k)
n−k (t)


� ���
�� =�� �������
��� C
(µ)
n (t) ���� ���	��� �� �-����
�� 
� 	���� �� *��������� ����2

���
��� �� �
@����	 	���

C(µ)
n (t) =

[n/2]∑
k=0

n− 2k + µ− 1

µ− 1
C

(µ−1)
n−2k (t). C'�&1E

=�� ����	
��� ����� ���� 	� �������� �	��� 
���	
	
�� ���� ��

d

dt
C(µ)

n (t) = 2µC
(µ+1)
n−1 (t),

(1 − t2)
dC

(µ)
n (t)

dt
= (n+ 2µ− 1)C

(µ)
n−1(t) − ntC(µ)

n (t)

= (n+ 2µ)tC(µ)
n (t) − (n + 1)C

(µ)
n+1(t),

(1 − t2)
d2

dt2
C(µ)

n (t) − (2µ+ 1)t
d

dt
C(µ)

n (t) + n(n + 2µ)C(µ)
n (t) = 0.

�� ���	
�� � 6� ��	�� ��� ����	
��� ��	6��� C
(3/2)
n (t) ��� B������� �������
��� Pn(t)� ��

���	
����� 6� ����

C(3/2)
n(t) =

dPn+1

dt
(t),

C(3/2)
n (t) =

[n/2]∑
k=0

n− 2k + 1/2

1/2
C

(1/2)
n−2k(t) =

[n/2]∑
k=0

(2n− 4k + 1)Pn−2k(t).
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C
(µ)
0 (t) = 1, C

(µ)
1 (t) = 2µt,

C
(µ)
2 (t) = 2µ (µ+ 1) t2 − µ,

C
(µ)
3 (t) =

4

3
µ (µ+ 1) (µ+ 2) t3 − 2µ (µ+ 1) t,

C
(µ)
4 (t) =

2

3
µ (µ+ 1) (µ+ 2) (µ+ 3) t4 − 2µ (µ+ 1) (µ+ 2) t2 +

1

2
µ (µ+ 1) ,

C
(µ)
5 (t) =

4

15
µ (µ+ 1) (µ+ 2) (µ+ 3) (µ+ 4) t5 − 4

3
µ (µ+ 1) (µ+ 2) (µ+ 3) t3

�F



+µ (µ+ 1) (µ+ 2) t.
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% ��� *
�� -$�)6�
=�� ���	���
�� �������� �	���	����� Pm

n �� ������ n ��� ����� m ��� ��7��� �� ����� ��
	�� "���
���� �������

Pm
n (t) = (1 − t2)m/2 d

m

dtm
Pn(t) =

1

2nn!
(1 − t2)m/2 d

n+m

dtn+m
(t2 − 1)n

=
(2m)!

2mm!
(1 − t2)m/2C

(m+1/2)
n−m (t), t ∈ [−1, 1].

C'�&�E

=��� ���� 	�� ��	�������
	� ����	
��

1∫
0

Pm
n (t)P k

l (t) dt =
2(n+m)!

(2n+ 1)(n−m)!
δkmδln C'�&�E

��� 	��
� ������ �	 0 ���

Pm
m+2l+1(0) = 0 , Pm

m+2l(0) =
(−1)l(2m+ 2l)!

2m+2ll!(m+ l)!
.

=���� 	��� ����������� ��� �
��� 
� �
@����	 6���

(2n+ 1)
√

1 − t2Pm
n (t) = Pm+1

n+1 (t) − Pm+1
n−1 (t),

(2n+ 1)
√

1 − t2Pm
n (t) = (n +m)(n+m− 1)Pm−1

n−1 (t) − (n−m+ 1)(n−m+ 2)Pm−1
n+1 (t),

(2n+ 1)tPm
n (t) = (n−m+ 1)Pm

n+1(t) + (n+m)Pm
n−1(t).

=���� �������� �-	��� 	� ����	
�� m� 
� 6� ��7��

P−m
n (t) = (−1)m (n−m)!

(n+m)!
Pm

n (t), 0 ≤ m ≤ n. C'�&'E

,�� |m| > n 6� ��	 Pm
n = 0�

�����
�	�� B������� �������
��� Pm
n ��� ����	�� 	� *��������� �������
��� C

(µ)
n ���

���
��	
��� �� B������� �������
��� Pn ��

C(µ)
n (t) =

Γ(2µ+ n)Γ

(
µ+

1

2

)
Γ(2µ)Γ(n+ 1)

(
1

4
(t2 − 1)

) 1
4
−µ

2

P
1
2
−µ

n+µ− 1
2

(t),

C
(m+ 1

2
)

n−m (t) =
1

(2m− 1)!!

dmPn(t)

dtm
= (−1)m (1 − t2)−

m
2 m!2m

(2m)!
Pm

n (t).

".� 8��
4$ #
'��
�$�'��
=�� "��	!� �	���	����� P (p,q)

n �� ������ n ��� ��7��� �� 	�� "���
���� �������

P (p,q)
n (t) =

t1−q(1 − t)q−p

q(q + 1) . . . (q + n− 1)

dn

dtn
(
tq+n−1(1 − t)p+n−q

)
. C'�&�E

�0



=��� ���� 	�� ��	�������
	� ������	�

1∫
0

tq−1(1 − t)p−qP (p,q)
n (t)P (p,q)

m (t) dt =
n!Γ(q)Γ(p− q + n+ 1)

q(q + 1) . . . (q + n− 1)(p+ 2n)Γ(p+ n)
δnm.

C'�&FE
=�� �-��
�
	 �-����
�� 
� 	���� �� �����
��� tk 
� �
��� ��

P (p,q)
n (t) = 1 +

n∑
k=1

(−1)k n!

k!(n− k)!

(p+ n)(p+ n+ 1) . . . (p+ n+ k − 1)

q(q + 1) . . . (q + k − 1)
tk.

B������� ��� *��������� �������
��� ��� �� ������	�� ���� H����
 �������
���� 
���
�-��
�
	�� 6� ����

Pn(t) = P (1,1)
n

(
1 − t

2

)
,

C(µ)
n = (−1)n (2µ+ n− 1)!

n!(2µ− 1)!
P

(2µ,µ+ 1
2
)

n

(
1 + t

2

)
.

H����
 �������
��� ���� 	�� ������	
�� ����	
��

(1 − t)1−q(1 + t)q−p
(
z − 1 +

√
1 − 2zt+ z2

)q−1 (
z + 1 −√

1 − 2zt+ z2
)p−q

zp−1
√

1 − 2zt+ z2

=

∞∑
k=0

(q + k − 1)!

k!(q − 1)!
P

(p,q)
k

(
1 − t

2

)
zk.
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P
(p,q)
0 (t) = 1, P

(p,q)
1 (t) = 1 − p+ 1

q
t,

P
(p,q)
2 (t) = 1 − 2

p+ 2

q
t+

(p+ 2)(p+ 3

q(q + 1)
t2,

P
(p,q)
3 (t) = 1 − 3

p+ 3

q
t+ 3

(p+ 3)(p+ 4)

q(q + 1)
t2 − (p+ 3)(p+ 4)(p+ 5)

q(q + 1)(q + 2)
t3,

P
(p,q)
4 (t) = 1 − 4

p+ 4

q
t+ 6

(p+ 4)(p+ 5)

q(q + 1)
t2 − 4

(p+ 4)(p+ 5)(p+ 6)

q(q + 1)(q + 2)
t3

+
(p+ 4)(p+ 5)(p+ 6)(p+ 7)

q(q + 1)(q + 2)(q + 3)
t4,

P
(p,q)
5 (t) = 1 − 5

p+ 5

q
t+ 10

(p+ 5)(p+ 6)

q(q + 1)
t2 − 10

(p+ 5)(p+ 6)(p+ 7)

q(q + 1)(q + 2)
t3

+ 5
(p+ 5)(p+ 6)(p+ 7)(p+ 8)

q(q + 1)(q + 2)(q + 3)
t4 − (p+ 5)(p+ 6)(p+ 7)(p+ 8)(p+ 9)

q(q + 1)(q + 2)(q + 3)(q + 4)
t5.
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