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Editorial
Andreas Filler, Matthias Ludwig

Das Bilden und Einordnen neuer Begriffe ist einer der zentralen Bestandtei-
le des Geometrieunterrichts. Es ist sicherlich nicht ubertrieben, zu sagen,
dass Begriffshildung in der Geometrie einen hoheren Stellenwert hat als in
anderen Bereichen des Mathematikunterrichts. Geometrische Begriffe rei-
chen von Objekt- Giber Abbildungs- und Relations- bis hin zu MaRbegriffen.
Herangehensweisen an Begriffsbildung in der Geometrie haben sich im
Verlauf der zurlckliegenden Jahrzehnte und Jahrhunderte gewandelt — u. a.
hatte der Streit um die Stellung der Abbildungsgeometrie (,,weg von Euk-
lid“, ,,zurlick zu Euklid*) erhebliche Auswirkungen auf begriffliche Heran-
gehensweisen. Zugleich flhren die zunehmende Nutzung von dynamischer
Geometriesoftware im Unterricht und in Zukunft die Verwendung von Mul-
ti-Touch- und ,,Wischtechniken® auf mobilen Geréten zu neuen Erfahrun-
gen von Schilerinnen und Schiilern mit geometrischen Objekten und damit
zu neuen oder anders gewichteten Begriffsinhalten — unweigerlich wird dies
Konsequenzen auf Begriffsbildungsprozesse haben. Der vorliegende Ta-
gungsband befasst sich sowohl mit dem Wandel von Herangehensweisen an
geometrische Begriffsbildung im Unterricht in der Vergangenheit als auch
mit Erwartungen an die Zukunft: ,,Ziele und Visionen 2020“.

Verena Rembowski wirft in ihrem Beitrag einen historischen Blick auf die
Meraner Reformen sowie die Mathematikmethodik der DDR und stellt an-
hand unterschiedlicher Zugange zum Winkelbegriff sowie zu Beweisen des
Innenwinkelsatzes verschiedene Ansétze von Begriffsbildung im Geomet-
rieunterricht gegeniiber — insbesondere starker ,,dynamische®, abbildungs-
geometrische Zugange und eher ,statische* Zugénge anhand von Dreiecks-
kongruenz.

Ebenfalls mit Zugéngen zum Winkelbegriff befasst sich der Beitrag von
Christian Dohrmann und Ana Kuzle. Die Autoren geben einen Uberblick
zur Forschungssituation hinsichtlich der Winkelkonzeptentwicklung sowie
Uber die Einflihrung dieses Begriffs in Schulbiichern. Im Mittelpunkt ihres
Interesses steht dabei, inwiefern dynamische Winkelkonzepte zum Tragen
kommen, wozu auch Untersuchungen von Schilervorstellungen beschrie-
ben werden.



Editorial

Der Beitrag von Giinter Graumann ist der Begriffsentwicklung beziiglich
Koordinaten gewidmet, wobei er vor allem auf die Fundierung des Koordi-
natenbegriffs in der Grundschule und seinen Ausbau in der Sekundarstufe |
eingeht und einen kurzen Ausblick auf Erweiterungen in der Sekundarstufe
I1 und in Hochschulstudiengangen gibt.

In engem Zusammenhang mit der Begriffsentwicklung stehen fundamentale
Ideen, auf die Marie-Christine von der Bank in ihrem Beitrag eingeht. Nach
einer ausfihrlichen Begriffsklarung und Klassifikation fundamentaler Ideen
sowie der Entwicklung eines diesbeziglichen VVernetzungspentagraphen be-
fasst sie sich exemplarisch mit dem Optimieren als fundamentaler Idee.

Mit dem ,,Problemldsen als einem Weg zu geometrischer Begriffsbildung*
befasst sich der Beitrag von Ana Kuzle. Anhand der Begriffe Flacheninhalt
und Umfang stellte sie Wege zur Begriffshildung fir den Geometrieunter-
richt vor.

Methodische Fragen, die im Zusammenhang mit der Begriffserarbeitung
stehen, diskutiert Ysette Weiss-Pidstrygach in ihrem Beitrag ,,Begriffsbil-
dung, Stationenlernen oder die Zone der nachsten Stationen“ und stellt ent-
sprechende Lehrkonzepte fir die Fachdidaktik innerhalb der Lehramtsaus-
bildung vor.

Vierecke, die interessante Eigenschaften aber keinen eigenen Namen haben
und im Haus der Vierecke nicht auftreten, sind Gegenstand des Beitrags von
Hans Walser ,,Vergessene Vierecke®.

Elementar- und analytisch-geometrische Herangehensweisen verbindet der
Beitrag von Dérte Haftendorn ,,Wohin fuhren Ortskurven?“. Die Autorin
fihrt an Beispielen aus, dass sich mathematisch relevante Begriffe und
Handlungsweisen bei der Arbeit mit Ortskurven ,,wie von selbst” ergeben
kénnen.



Begriffsbildung — ,,Los von Euklid!* und wieder zurtick?

Verena Rembowski

Zusammenfassung. ,,Los von Euklid!“ war ein zentrales Leitmotiv des geometri-
schen Unterrichts der Reformbewegung im Umfeld der Meraner Vorschlége und der
darauf zuriickgreifenden Reformen um den RicHERTschen Lehrplan. Gepragt durch
einen an der Oberflache propéadeutischen Blick auf zu lernende Begriffe und einen
handelnden, operativen Zugang mit Fokus auf Bewegungsvorstellungen scheint sich
Begriffslernen durch ein Ansetzen bei den Lernenden auszuzeichnen. Geometrieun-
terricht auf der Grundlage der mengentheoretischen Fundierung des Mathematikun-
terrichts in der Mathematikmethodik der DDR hingegen war stark fachwissenschaft-
lich geprdgt, deduktiven VVorgehensweisen wurde eine sehr hohe Bedeutung zuge-
messen. Daher stellt sich die Frage, inwieweit aufgrund dessen von einer Orientie-
rung ,,Zuriick zu Euklid“ gesprochen werden kann. Im Folgenden werden ein Uber-
blick Uiber den Geometrieunterricht betreffende didaktische Kernideen sowie Grund-
lagen des Begriffslernens in der Reformbewegung im Umfeld der Meraner Vor-
schldge und den Reformen um den RicHERTschen Lehrplan sowie in der mengen-
theoretischen Fundierung gegeben, anhand von Lehrbiichern analysiert und Verglei-
che zwischen diesen Epochen angestellt.

Die Einleitung

Die Reformbewegung im Umfeld der Meraner VVorschldge von 1905 zeich-
nete sich, mit Bezug zum Geometrieunterricht, unter anderem durch eine
,Los von Euklid!“- Bewegung® aus. Die jene Bewegung pragenden Ideen
wurden mit den Meraner Vorschlagen von 1905 entwickelt, mit den revi-
dierten Meraner Lehrplanen von 1922 neubearbeitet vorgelegt und mit dem
RICHERTschen Lehrplan von 1925 erstmals in einen staatlichen Lehrplan
Preuliens aufgenommen. Auch durch ein gesteigertes Bewusstsein fiir sol-
che ldeen unter schulpolitischen Einflusstragern sowie Mathematiklehrkraf-
ten selbst konnte die ,,Los von Euklid!*“-Bewegung intensiviert werden. Die
mengentheoretische Fundierung des Mathematikunterrichts in der Mathe-
matikmethodik der DDR zeichnete sich allgemein durch eine strenge Orga-
nisation des Mathematikunterrichts aus. Einhergehend damit war der Geo-
metrieunterricht wesentlich durch deduktive Vorgehensweisen gepréagt, die

! Die Formel ,,Los von Euklid!“ geht auf gleichnamiges Lehrwerk von WILHELM
Kusserow zuriick (vgl. Kusserow 1985, im Original 1928), entwickelte sich aber zu
einer die jeweilige Epoche (mit ihren Unterepochen) charakterisierenden Formel.



Begriffsbildung — ,,Los von Euklid!“ und wieder zuriick?

historisch mit der griechischen Mathematik (von THALES bis EUKLID) ver-
knipft sind.

Geometriedidaktik im Umfeld der Meraner Vorschldge und des RICHERT-
schen Lehrplans sowie in der mengentheoretischen Fundierung zeichnen
sich damit durch sehr unterschiedliche, wenn nicht sogar gegenséatzliche,
Konzeptionen aus. Die Unterschiede inhaltlicher und methodischer Ideen
mit Bezug auf Begriffsbildung im Geometrieunterricht in den betrachteten
Epochen, die doch nur eine Generation entfernt sind, verdeutlichen, dass
Begriffsbildung immer von normativen Setzungen gepréagt ist. Aulerdem
wird deutlich, dass die betrachteten unterschiedlichen Epochen der Mathe-
matikdidaktik durch eine gewisse Systemtragheit auffallen. Es waren so-
wobhl viele im Umfeld der Meraner Vorschldage genannten Ideen und Forde-
rungen erst in Anschluss an den RICHERTschen Lehrplan umgesetzt, als das
auch konkrete didaktische Errungenschaften der Mathematikmethodik nicht
unmittelbar umgesetzt waren. Es bedarf damit zunéchst einer Begriffsbil-
dung von Begriffshildung im Geometrieunterricht, bevor Begriffshildung
im Geometrieunterricht weiter thematisiert werden kann, und es muss sich
einer Umsetzung von didaktischen Konzeptionen in der Unterrichtsrealitét
explizit und in einem realistischen Zeitrahmen gewidmet werden.?

Im Rahmen der Untersuchung, ob Geometrieunterricht, und dabei vor allem
Begriffsbildung im Geometrieunterricht, im Umfeld der Meraner Vorschla-
ge sowie des RICHERTschen Lehrplans und in der mengentheoretischen
Fundierung wirklich in diesem Sinne gegenubergestellt werden kdnnen,
wird zundchst auf die beiden genannten Epochen isoliert eingegangen. Da-
bei wird jeweils zuerst die Epoche historisch eingebettet, bevor auf pragen-
de inhaltliche und methodische Ideen, sowohl allgemein mathematikdidak-
tischer Art als auch mit direktem Bezug zur Begriffshildung, eingegangen
wird. Zudem wird die mogliche und intendierte Unterrichtsrealitat, wie sie
durch Methodiken propagiert wird und in Lehr- beziehungsweise Schulbi-

2 Die hier genannten didaktischen Epochen lassen sich durch schulpolitische Re-
formbestrebungen (Meraner Vorschldge und revidierte Meraner Lehrpléne) bzw.
Reformen (Lehrplanreform von 1925, Griindung der Akademie der padagogischen
Wissenschaften der DDR sowie Lehrplanreform zwischen 1965 und 1972) vonei-
nander abgrenzen. Die Reformbewegung im Umfeld der Meraner Vorschlage lasst
sich dabei in die Reformbewegung im Umfeld der Meraner VVorschlége sowie in die
Reformen im Umfeld des RicHERTSChen Lehrplans unterteilen.

4



Verena Rembowski

chern manifestiert ist, exemplarisch illustriert. Dazu werden jeweils die Be-
handlung des Winkelbegriffs und der Beweis des Winkelsummensatzes®
herangezogen, sowie ein Blick auf das Inhaltsverzeichnis der Lehr- bezie-
hungsweise Schulbiicher geworfen. Letztlich werden Begriffsbildung im
geometrischen Unterricht im Umfeld der Meraner Vorschlédge sowie des
RicHERTschen Lehrplans und Begriffsbildung im Geometrieunterricht in
der mengentheoretischen Fundierung einander gegeniber gestellt.

Reformbewegung im Umfeld der Meraner Vorschléage
Die Entwicklung der Reformbewegung

Bis in das 19. Jahrhundert waren EUKLIDS Elemente verbreitete Basis des
Geometrieunterrichts. Auch wenn laut HEINRICH SCHOTTEN im Jahr 1890
nicht mehr nach den Elementen als Lehrbuch unterrichtet wurde, so wurde
doch ,,im wesentlichen Euklidsche Geometrie, insbesondere was die Me-
thode betrifft“, unterrichtet (Schotten 1890, S. 10f). Euklidische Geometrie*
meinte Kongruenzgeometrie und bedeutete, dass die Abfolge des Geomet-
rielehrgangs durch Folgerichtigkeit in einem axiomatischen Aufbau be-
grindet war, was heif3t, dass ein Gerlst zu Grunde lag, in dem Sétze sich
aus friheren Séatzen durch logisch-deduktive Schlusse ableiten lieBen. Euk-
lidische Geometrie bedeutete auerdem, mit Bezug zur Methode, dass der
Geometrielehrgang nicht durch eine Propéadeutik vorbereitet wurde und dass
dogmatische Lehrervortrage vorherrschend waren (vgl. Schotten 1890).°

Mitte des 19. Jahrhunderts kam Kritik an den Zustanden des damaligen Ma-
thematikunterrichts auf,® und es wurde eine Anpassung des Mathematikun-

% Hier wird ausschlieRlich der Beweis des Innenwinkelsatzes betrachtet.

4 Im Folgenden werden die verschiedenen, hier genannten Aspekte als typisierende
Bestandteile euklidischer Geometrie gesehen.

> Am Ende eines Absatzes zu findende Verweise beziehen sich jeweils auf den ge-
samten Absatz.

® Schon in der ersten Halfte des 19. Jahrhunderts wurde durch JoHANN H.
PESTALOZZzI und ADOLF DIESTERWEG Kritik an einem an EUKLID ausgerichteten Ge-
ometrielehrgang fiir die VVolksschule geduRert. Viele der Mitte des 19. Jahrhunderts
mit Bezug auf den Geometrieunterricht der héheren Schulen kritisierten Punkte
stimmen mit diesen schon friiher an Volksschulen entdeckten Missstanden tberein,
was ebenso fiir die formulierten Ziele gilt (vgl. Zeimetz 2011).



Begriffsbildung — ,,Los von Euklid!“ und wieder zuriick?

terrichts an die damals aktuellen Aufgaben der Schule gefordert. In Folge
dessen wurden inhaltliche und methodische Reformansétze entwickelt, es
kam aber auch zur AuRerung von ,utopischen Wiinschen* (vgl. Gutzmer
1906, S. 142). Die Reformideen spiegelten sich schon relativ bald in Lehr-
biichern wider, beispielsweise in dem Ende des 19. Jahrhunderts herausge-
gebenen Lehrbuch der Elementargeometrie von JuLius HENRICI und PETER
TREUTLEIN. Allerdings hatten die inhaltlichen und methodischen Reforman-
sétze zunachst nur geringe Wirkung, und der Unterricht blieb weitestgehend
an alteren Lehrbiichern ausgerichtet (vgl. Gutzmer 1906; Henrici & Treut-
lein 1891; Schotten 1890).

Der preuBische Lehrplan von 1901 zeigt in seinen methodischen Bemer-
kungen dann aber schon Neuerungen gegeniiber vorherigen Lehrplénen. So
sollte der geometrische Unterricht mit einem Vorbereitungsunterricht be-
ginnen, in dem vor allem das Anschauungsvermdgen der Lernenden ge-
schult werden sollte. Auch insgesamt sollte Anschaulichkeit betont und die
Selbsttatigkeit der Lernenden gefordert werden. Allerdings blieben plani-
metrische und stereometrische Betrachtungen noch stark voneinander ge-
trennt, und der Fokus war weiterhin auf statische Aspekte der Geometrie
gelegt. Damit wurde der Unterricht der traditionellen euklidischen Geomet-
rie in wenigen Punkte im Sinne neuerer didaktischer Vorstellungen refor-
miert, blieb aber dem System nach weitestgehend bestehen (vgl. Inetveen
1976; Lehrplan 1901; Schotten 1890).

Der Lehrplan von 1901 entsprach allerdings nicht den Vorstellungen von
FELIX KLEIN. Daher trat dieser verstarkt mit Vertretern von Schule und wei-
teren Vertretern der Hochschule, auch aus naturwissenschaftlichen Féchern,
in Kontakt. Die Gruppe um KLEIN vertffentlichte im Folgenden in Form
verschiedener Abhandlungen ihre Reformideen beziglich des mathemati-
schen und naturwissenschaftlichen Unterrichts und engagierte sich fiir die
Einsetzung der sogenannten Unterrichtskommission unter dem Vorsitz von
AUGUST GUTZMER durch die Naturforscherversammlung von Breslau im
Jahr 1904. Diese Kommission arbeitete in verschiedenen Besprechungen
dann die Vorschlége aus, welche im Jahr 1905 der Naturforscherversamm-
lung in Meran vorgelegt wurden (vgl. Gutzmer 1906; Lietzmann 1930).’

7 Zu den Meraner Vorschlagen siehe den Absatz ,,Die Meraner Vorschlage konkret®.
6
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Die nach dem Ort der Versammlung benannten Meraner Vorschlage ent-
hielten allgemeine Leitsatze, die sich sowohl gegen eine einseitig sprach-
lich-geschichtliche als auch gegen eine einseitig mathematisch-naturwissen-
schaftliche Bildung aussprachen. Sie betonten damit ein Prinzip der Allge-
meinbildung® fiir die Schule und erklarten auBerdem die Gleichberechtigung
der hdheren Schulen fur notwendig. Weiterhin enthielten die Meraner Vor-
schlége Lehrpléne fiir das Gymnasium fiir die Facher Mathematik, Physik,
Chemie und Biologie. In dem mathematischen Lehrplan wurden Gedanken
aufgenommen, die schon in dem preuRischen Lehrplan von 1901 angedeutet
waren und die bereits als Allgemeingut unter Lehrkraften bezeichnet wur-
den, wobei als solche Gedanken fir den Bereich der Geometrie das Prinzip
der propédeutischen Behandlung, das Betonen der Anschauung und von
praktischen Anwendungen sowie die Fusion von Stereometrie und Plani-
metrie zu nennen sind. Gegen den Einbau des Funktionsbegriffs in geo-
metrischem Gewand schon von den mittleren Klassen an und die Einfuh-
rung der Infinitesimalrechnung in der Oberstufe wurde allerdings Einwand
erhoben, weswegen dieser Vorschlag relativiert und den einzelnen Lehr-
kraften viel Entscheidungsfreiheit eingerdumt wurde (vgl. Gutzmer 1906;
Lietzmann 1955).

Nach Veroffentlichung der Meraner Vorschldge wurden diese positiv durch
die Regierungen aufgenommen. Die Vorschldage wurden daher mit Erlaub-
nis des preuBischen Ministeriums der geistlichen, Unterrichts- und Medizi-
nalangelegenheiten in einigen Schulen implementiert und damit erprobt.
Aulerdem wurden neue Didaktiken und Methodiken herausgegeben sowie
Lehrbiicher im Sinne der Meraner Vorschlédge verfasst. Dariiber hinaus
wurde ein allgemeiner Unterrichtsausschuss eingesetzt, dessen Aufgabe es
war, in einem erweiterten Rahmen die Durchfihrung der Reform zu betrei-
ben. Trotz allem wurden jedoch auch weiterhin Didaktiken und Methodiken
sowie Lehrbicher, welche auf den traditionellen preulischen Lehrplanen
aufbauten und in welchen der Stoff die Anordnung beeinflusste, veroffent-
licht (vgl. Lietzmann 1955).

8 Das durch die Meraner Vorschlage institutionalisierte Prinzip der Allgemeinbil-
dung bedeutete, dass die Kenntnisse des Menschen in verschiedenen Bereichen mit-
einander in Beziehung gesetzt werden miissen, und dass Denken vernetzt werden
muss. So wurde auch die Bedeutung der Mathematik als Kulturfaktor, der in Ver-
bindung zu anderen Wissenschaften und dem praktischen Leben steht, herausgeho-
ben (vgl. Schiilke 1906).



Begriffsbildung — ,,Los von Euklid!“ und wieder zuriick?

Kritik an der Unterrichtsrealitat konkret

Schon in der zweiten Hélfte des 19. Jahrhunderts wurde explizit Kritik an
der damaligen Unterrichtsrealitdt geduBert. So &uRRert Oberlehrer LUDWIG
KAISER in dem Jahresbericht seiner Schule:

So war es nicht zu verwundern, wenn trotz aller Definitionen und Deduktionen
— um mit Kant zu reden — die Begriffe ohne die Anschauung leer blieben, wenn
folglich die Lust und Liebe, welche der unbefangene Schiiler der Geometrie
nicht weniger wie jedem andren neuen Unterrichtsgegenstande entgegenbringt,
gleich zu Anfang erstickt werden musste. (Kaiser 1881, S. 4)

Ausgehend von dieser Kritik an der in einem von der deduktiven Methode
gepragten Unterricht begriindeten Begriffsbildung fordert KAISER weiterhin,
dass der Geometrieunterricht mit einem propédeutischen Unterricht begin-
nen soll, in welchem von der Betrachtung konkreter Kérper- und Raumfor-
men ausgegangen werde (vgl. Kaiser 1881).

Dass eine solche Betrachtung von Kérpern im Raum zur wirklichen Be-
griffshildung nicht ausreicht, sondern dass stattdessen ein Begreifen der
Kdrper notwendig ist, erldutert Alois Hofler in seiner Methodik etwa 30
Jahre spéter (Abb. 1 & 2).

Ein geometrischer Lehrtext, wie er nicht sein soll

1. Betrachtung des Wiirfels.*)

§ 1. Der Wiirfel (Fig. 1) nimmt einen Raum ein, der von allen Seiten
begrenzt ist. Ein von allen Seiten begrenzter Raum heifit ein Kérper.
Der Wiirfel ist ein Korper .

Der Wiirfel ist nach drei Hauptrichtungen aus-
gedehnt, von rechts nach links, von vorne nach
hinten, von unten nach oben. Die Ausdehnung von
rechts nach links heifit gewdohnlich Linge™, die von
vorne nach hinten Breite'” und die von unten nach :
oben Hohe ®, i a:

Jeder Korper hat drei'” Hauptausdehnungen: Linge, Breite
und Héhe (Tiefe, Dicke).

Abb. 1: Beispiel lebensfremder Begriffshildung aus Hofler 1910, S. 89
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Piddagogische Einwendungen gegen einen solchen
Lehrtext,

Schon dafi hier der Wiirfel einfach vor den Schiiler hingestellt
wird, ohne daf} dieser Gelegenheit hat, etwas mit ihm zu machen,
ist ein Beispiel dafiir, dafi der Begriff des ,,Ahschauungs-
unterrichtes* viel zu eng genommen wird. Hier heifit ,anschauen®
wirklich nur so viel wie ,anstarren“. Doch dariiber ein mehreres
spiter (S. 93, 94 u. a). Wenn es nun aber heifit, daff eine @
Fliache des Wiirfels dem Auge des Schiilers zugewendet ist und
dann doch zugleich die Fig. 1 im Schrigbilde drei Flichen
zeigt, wobei weder, diese Schragdarstellung noch die drei punk-
tierten Linien irgendwie fiir das Verstdndnis des Schiilers vor-
bereitet sind (,,der betrachtete Wiirfel aus Holz, Pappe oder Blech*
zeigt ja natiirlich nichts jenen punktierten Linien Entsprechendes),
so macht all das sogleich den Eindruck des Konventionellen,
Leblosen.

Im § 1 steuert alles vor allem auf den Begriff des Kérpers®
zu. Dafi mit diesem Worte der Schiiler wahrscheinlich von vorn-
herein die Vorstellung seines eigenen Korpers, seines Leibes,
verbindet, wird nicht bedacht,

So spricht vom ersten Augenblick an das Buch eine andere
Sprache als die des lebendigen Schiilers und ladet schon hier-
durch diesen zum todlichen Auswendiglernen ein. Wire hierdurch
dem Schiiler das Denken nicht schon beim zweiten Absatz aus-
getrieben, so miifite ihn dieser zweite Satz ,Die Ausdehnung
von rechts nach links heifit gewohnlich Lange | die von unten
nach oben Hohe" zum Einwand reizen: aber bei mir selber, der
ich 150 cm lang bin, erstreckt sich doch gewohnlich (ndmlich
wenn ich stehe und nicht liege) diese Linge von unten nach
oben. Und da im dritten Absatz auch der Begriff der Dicke ein-
gefithrt wird, so miifite der vorwitzige Jingling wieder sagen,
dafl sich bei ihm gerade diese Dicke ,von hinten nach vorn er-

streckt®. Aber nein — diese ,Hauptrichtung® heifit in der Geo-
metrie just wieder ,Breite“. Dagegen die Schulterbreite, die von
rechs nach links, heifit in der Geometrie ,gewdhnlich Linge®.
Doch wir vergessen ja bei diesen heiteren Diskrepanzen, daf} sich
der Schiiler das Denken an etwas Wirkliches schon beim ersten
Aufschlagen des Geometriebuches abgewohnt hat, und wir haben
also gar nicht zu fiirchten, daf§ er sich durch einen solchen Lehr-
text irgendwie belustigt fiihle.

Abb. 2: Ausfuhrungen zu lebensfremder Begriffsbildung aus Hofler 1910, S. 91f
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HOFLER weist hier zunédchst auf die Gefahren einer zu wortlichen Ausle-
gung von ,,Betrachtung®, die zu einer sehr oberflachlichen und nicht durch
Verstédndnis geprégten Begriffsbildung fuhrt, hin. Zudem spricht er die Ge-
fahren einer unreflektierten VVerwendung in der Mathematik Ublicher Be-
zeichner® an, die eine alltagsfremde, weil an mathematische Begriffskon-
ventionen gebundene, Begriffshildung bedingt.*

Die Meraner Vorschlage konkret

Die laut dem Bericht der Unterrichtskommission, welche die Meraner Vor-
schlége verfasst hat, wichtigsten Aufgaben des Mathematikunterrichts sind
insbesondere auch fiir den Geometrieunterricht relevant:

Unter voller Anerkennung des formalen Bildungswertes der Mathematik muf
auf einseitige und praktisch wertlose Spezialkenntnisse verzichtet, dagegen die
Fahigkeit zur mathematischen Betrachtung und Auffassung der Vorgénge in der
Natur und in den menschlichen Lebensverhéltnissen geweckt und gekraftigt
werden. Demgemal stellt die Kommission die Starkung des raumlichen An-
schauungsvermdgens und die Erziehung zur Gewohnheit des funktionalen Den-
kens als wichtigste Aufgaben des Mathematikunterrichts hin. Dabei bleibt die
Pflege der logischen Schulung nicht nur unbeeintrachtigt, sondern sie wird bei
der gekennzeichneten Richtung des mathematischen Unterrichts noch gewin-
nen. (Gutzmer 1906, S. 146)

Die hier genannten Ziele der Starkung des rdumlichen Anschauungsvermo-
gens sowie der Erziehung zur Gewohnheit des funktionalen Denkens™ deu-

® Als zentrale Vokabeln mit Bezug zur Begriffsbildung werden hier ,,Begriff (kon-
stituiert durch Begriffsinhalt und -umfang, durch eine logische Definition/Konven-
tion oder Représentanten) und ,,Bezeichner” (Begriffsnamen oder —wort) nach Lam-
bert (2012) verwendet.

10 HoFLER spricht hier implizit bereits das Problem einer an einem einzigen Prototyp
orientierten Begriffshildung an, was einen Vergleich mit der Prototypentheorie von
RoscH erlaubt (vgl. Rosch 1983, fur weitere Beispiele vgl. Lambert 2010). HOFLERS
Ausfiihrungen kdnnen auch durch die Theorie subjektiver Erfahrungsbereiche (vgl.
Bauersfeld 1983) erklart werden.

! Die im Umfeld der Meraner Vorschlage geduRerte Forderung nach einer Erzie-
hung zum funktionalen Denken ist verwandt mit dem von ERICH CH. WITTMANN
formulierten operativen Prinzip:

Objekte erfassen bedeutet, zu erforschen, wie sie konstruiert sind und wie sie sich verhal-

ten, wenn auf sie Operationen (Transformationen, Handlungen, ...) ausgelibt werden. Da-
her muR man im Lern- oder ErkenntnisprozeR in systematischer Weise

(1) Untersuchen, welche Operationen ausfiihrbar und wie sie miteinander verkniipft sind,

10
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ten auf eine wirkliche Reformierung des Mathematikunterrichts hin. Sie be-
einflussen weiterhin die Behandlung geometrischer Begriffe und das Fihren
geometrischer Beweise im Unterricht und haben somit eine direkte Implika-
tion auf Begriffsbildung in der Geometrie.

Doch FELIX KLEIN relativiert in seiner Elementarmathematik diese beiden,
die wichtigsten Aufgaben des Mathematikunterrichts genannten Punkte:

Die Darstellung auf der Schule muR ndmlich, um ein Schlagwort zu gebrau-
chen, psychologisch, nicht systematisch sein. Der Lehrer mufl sozusagen ein
wenig Diplomat sein, er muf3 auf die seelischen VVorgénge im Knaben Riicksicht
nehmen, um sein Interesse packen zu koénnen und das wird ihm nur gelingen,
wenn er die Dinge in anschaulich faBbarer Form darbietet. Erst auf den oberen
Klassen ist auch eine abstraktere Darstellung méglich. [...]

In dieser Art aber sollte auch (berhaupt im ganzen Unterricht, auch auf der
Hochschule, die Mathematik stets verkniipft gehalten werden mit allem, was
den Menschen gemaR seinen sonstigen Interessen bewegt, und was nur irgend
in Beziehung zu ihr sich bringen 1&8t. Das ist es ja was die neuen Bestrebungen
zur Hervorhebung der angewandten Mathematik auf der Hochschule mit be-
zwecken [...].%? (Klein 1908, S. 8f)

KLEIN schreibt demnach, dass psychologisches, anschauliches Vorgehen,
was auch durch die Aufgaben der Starkung des rdumlichen Anschauungs-
vermdgens und der Erziehung zur Gewohnheit des funktionalen Denkens
angedeutet wird, bedeutet, dass die Mathematik mit der Lebenswelt der
Lernenden verkniipft werden muss. Er fiihrt weiterhin aus, dass dies Ziel
der angewandten Mathematik auf der Hochschule sei.

Zu Beginn des Berichts der Unterrichtkommission selbst wird ebenfalls auf
die angewandte Mathematik verwiesen:

Auf Seiten der Mathematik war schon seit vielen Jahren eine Bewegung im
Flusse, die eine vertiefte und lebendigere Auffassung des eigentlichen Gedan-

(2) Herausfinden, welche Eigenschaften und Beziehungen den Objekten durch Konstruk-
tion aufgepréagt werden,

(3) Beobachten, welche Wirkungen Operationen auf Eigenschaften und Beziehungen der
Objekte haben (Was geschieht mit ..., wenn...?) (Wittmann 1985)

Funktionales Denken unterscheidet sich jedoch von dem operativen Prinzip dadurch,
dass beim funktionalen Denken mit Anfangs- und Endzustand die Zweiseitigkeit des
Betrachteten sowie Detailanalysen héhere Bedeutung haben (vgl. Fuhrer 1985).

12 Hervorhebungen in Zitaten entsprechen ausschlieRlich den Quellen.
11
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keninhalts der Mathematik und eine verstarkte Beriicksichtigung der Anwen-
dungen verlangte [...], um der stetig wachsenden Bedeutung der Mathematik
und ihrer Methoden fiir unsere Gesamtkultur, insbesondere die theoretische Na-
turwissenschaft, die Technik und das Verkehrswesen, das soziale und wirt-
schaftliche Leben (Versicherungswesen) in geeigneter Weise Rechnung zu tra-
gen. (Gutzmer 1906, S. 142)

Dieser Ausschnitt sowie weitere Ausfilhrungen von KLEIN in dessen Ele-
mentarmathematik und dessen Bemerkungen zur Schulkonferenz verdeutli-
chen, dass es priméres Ziel der Hochschulvertreter um KLEIN war, die Rolle
der angewandten Mathematik auf der Hochschule zu starken (vgl. Klein
1904 & 1908). Lediglich eine Unterstiitzung dafiir scheinen die Forderun-
gen nach Erziehung zum funktionalen Denken und Starkung des raumlichen
Anschauungsvermdégens zu sein (vgl. Flhrer 2012).

Der in den Meraner Vorschlagen beinhaltete Lehrplan™ weist mit Bezug zur
Geometrie dennoch innovative Elemente auf. So wird als Geometrieunter-
richt in der Quinta gerade eine propadeutische Raumlehre™ gefordert, die
erst in der Quarta hinter sich gelassen werden soll. Genauer heif3t es:

Propideutische Raumlehre. Einfiihrung in die Grundbegriffe
der Raumanschauung, jedoch derart, dass der Raum vorwiegend als
Triger planimetrischer Beziehungen erscheint. Raumausdehnungen,
Flichen, Linien, Punkte zunédchst an der Umgebung erliutert und be-
stitigt an den verschiedensten Kaorpern. Ebene Figuren zunichst als
Teile der Korperbegrenzung, dann als selbstéindige Gebilde, an welchen
die Begriffe der Richtung, des Winkels, des Parallelismus, der Sym-
metrie zum Verstindnis zu bringen sind. Ubung im Gebrauche des
Lineals und Zirkels, bestéindiges Zeichnen und Messen.

Abb. 3: Meraner Lehrplan fur die propadeutische Raumlehre in der Quinta
aus Gutzmer 1906, S. 159

'3 Der in den Meraner Vorschlagen beinhaltete Lehrplan wird im Folgenden Mera-
ner Lehrplan genannt.

4 Der Bezeichner ,,Raumlehre® wurde im Umfeld der Meraner Vorschlage mit
leicht voneinander abweichenden Bedeutungen verwendet. Meist wurde er nur be-
zogen auf den Geometrieunterricht der Volksschule sowie den geometrischen Vor-
bereitungsunterricht der héheren Schulen verwendet (vgl. Lietzmann 1916 & 1985,
im Original 1912), im Meraner Lehrplan wird der Geometrieunterricht allerdings
allgemein als Raumlehre bezeichnet. In diesem Beitrag wird der Bezeichner ,,Raum-
lehre* nur mit Bezug zur Volksschule oder zu den diesen Bezeichner enthaltenden
Quellen verwendet.
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Raumlehre. Lehre von den Geraden, Winkeln und Dreiecken.
Beweglichkeit der Figuren; Abhéngigkeit der Dreiecksstiicke von ein-
ander; Ubergangsfille (rechtwinklige Dreiecke, gleichschenklige,
gleichseitige). Einfache Parallelogrammsitze, ausgehend von der Kon-
struktion der Gebilde.

Abb. 4: Meraner Lehrplan fur die Raumlehre in der Quarta aus Gutzmer 1906, S. 159

Hier wird deutlich, dass in der propadeutischen Raumlehre der Zusammen-
hang zu dem lebensweltlichen, dreidimensionalen Raum auch bei planimet-
rischen Betrachtungen erhalten bleiben soll. Dennoch zeigt besonders die
Formulierung ,,dass der Raum vorwiegend als Trager planimetrischer Be-
ziehungen erscheint” schon eine Betonung ebener Geometrie. Mit Beginn
des Raumlehreunterrichts der Quarta ist der Ubergang in die ebene Geomet-
rie abgeschlossen. Darliber hinaus ist vor allem in der Quarta eine Hervor-
hebung von Beweglichkeiten, Abhéngigkeiten und Ubergangsfallen vor-
handen.

Begriffsbildung im Umfeld der Meraner Vorschlage

In Anschluss an die Meraner Vorschladge wurden einige Methodiken, die auf
den Inhalt der Meraner Vorschlége zurlickgreifen, verdffentlicht. Als solche
Methodiken sind speziell fiir den propédeutischen Geometrieunterricht
PETER TREUTLEINS Der geometrische Anschauungsunterricht sowie allge-
mein ALOIS HOFLERs Didaktik des mathematischen Unterrichts zu nennen.
Jene Werke unterscheiden sich von Didaktiken wie FRIEDRICH REIDTS An-
leitung zum mathematischen Unterricht an hdheren Schulen, KARL
SCHWERINGS Handbuch der Elementarmathematik fur Lehrer und MAX Si-
MONs Didaktik und Methodik des Rechnens und der Mathematik, in denen
viele der im Folgenden genannten Reformideen auch schon erwéhnt sind,
noch dadurch, dass didaktische Gesichtspunkte an Stelle des Stoffs die An-
ordnung beeinflussen (vgl. Schotten 1910). WILHELM KILLING und
HEINRICH HOVESTADTS Handbuch des mathematischen Unterrichts in zwei
Béanden enthalt neben einer Methodik auch eine Kritik der Unterrichtsreali-
tat. Daruber hinaus beschéftigt WALTHER LIETZMANN sich in seiner umfas-
senden, schlieBlich dreibandigen Methodik des mathematischen Unterrichts,
deren zuerst erschienener Band Didaktik der einzelnen Unterrichtsgebiete
1916 herausgegeben wurde, sowohl mit inhaltlichen als auch mit unter-
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richtsorganisatorischen, methodischen und psychologischen Fragen.” Die
hier genannten Werke stimmen hinsichtlich der in Ihnen thematisierten, im
Folgenden genannten inhaltlichen und methodischen Kernideen mit weite-
rem und engerem Bezug zur Begriffsbildung iberein und dienen als Quelle
folgender Ausfuhrungen, sofern keine gesonderte Quelle ausgewiesen ist
(vgl. Hofler 1910; Killing & Hovestadt 1910 & 1913; Lietzmann 1916;
Reidt 1906; Schwering 1907; Simon 1985, im Original 1908; Treutlein
1985, im Original 1911).°

Zunéchst bilden allgemeine inhaltliche Ideen den Rahmen, in dem Begriffs-
bildung im Mathematikunterricht, laut im Anschluss an die Meraner Vor-
schlége entstandenen Methodiken, stattfinden soll. So wird eine gegenseiti-
ge Durchdringung von Geometrie und Arithmetik zu Grunde gelegt. Dies
zeigt sich in der Forderung nach haufiger Verwendung geometrischer Ver-
anschaulichungen und graphischer Verfahren im Arithmetikunterricht, die
auch die Mdglichkeit bieten sollen, Einsicht in funktionale Zusammenhange
zu erhalten, und in der Ergénzung und Begleitung des Geometrieunterrichts
durch Koordinaten und analytische Formeln (vgl. auch Kriger 2000).

Weiterhin wird, wie auch schon der Meraner Lehrplan zeigt, ein propadeuti-
scher Geometrieunterricht im Sinne eines ,,Anschauungsunterrichtes” pro-
pagiert, der an die schon aus dem Alltag der Lernenden vorhandenen
Raumvorstellungen nutzbringend anknipft und die Voraussetzungen fir

15 Obwohl LiETzmANNs Band Organisation, Allgemeine Methode und Technik des
Unterrichts 1919 erst als zweiter Band des Werkes herausgegeben wurde, bezifferte
LIETZMANN ihn als den 1. Teil und zuerst herausgegebenen Band als 2. Teil. Dies
spiegelt die Wertstellung wider, die LIETZMANN organisatorischen, methodischen
und technischen Fragen zuwies. Der Band Didaktik der angewandten Mathematik
wurde als dritter Teil des Werkes erst im Rahmen der zweiten Auflage der beiden
anderen Béande verdffentlicht und KLEIN gewidmet. In diesem Beitrag wird aus Re-
levanzgriinden ausschlielich auf zuerst erschienenen Band Didaktik der einzelnen
Unterrichtsgebiete Bezug genommen.

® Trotz der im Folgenden genannten groben Ubereinstimmungen der genannten
Werke setzten die entsprechenden Autoren doch auch unterschiedliche Akzente. So
gab es Unterschiede hinsichtlich des geforderten Umfangs des Geometrieunterrichts
allgemein und auch speziell des propédeutischen Unterrichts. Dariuiber hinaus gab es
unterschiedliche Abstufungen mit Bezug auf die Intensitat der geforderten Fusion
von Stereometrie und Planimetrie und Variationen im geforderten Ausmal des An-
kniipfens an das Umfeld der Lernenden sowie des handelnden Umgangs mit Model-
len. Auch standen einige Autoren den Meraner Vorschlagen kritischer gegeniiber als
andere. Allerdings sollen diese Unterschiede hier nicht weiter analysiert werden.
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den spateren Geometrieunterricht legt. So ist vor allem fiir diesen propadeu-
tischen Geometrieunterricht handelnder Umgang mit Modellen vorgesehen.
Mit Hinblick auf die geometrische Begriffsbildung soll Abstraktionsféhig-
keit aufgebaut werden, was bedeutet, dass von allen Eigenschaften der Kor-
per auBer der Gestalt abstrahiert werden soll. Als Hilfsmittel diesbeziiglich
sind fur jeden Kdérper verschiedene Modelle vorgesehen, die sich durch ver-
schiedene GroRe, Herstellung aus unterschiedlichen Materialien und ver-
schiedene Farbe voneinander unterscheiden. Es wird betont, dass die Mo-
delle nicht speziell fiir den Unterricht hergestellt sein mussen und auch all-
tagliche Kérper oder Figuren eingesetzt werden kénnen. Unmittelbar ver-
knlpft mit der Einfihrung eines propadeutischen Geometrieunterrichts ist
die geforderte Fusion von Stereometrie und Planimetrie, die in einer Pro-
gression des geometrischen Unterrichts von der Stereometrie, als der Erfah-
rungswelt der Lernenden, zur Planimetrie konstituiert ist.

Schliellich wird, wie ebenfalls ansatzweise in dem Meraner Lehrplan zu
erkennen ist, versucht, eine ,,beweglichere Geometrie* in den Schulunter-
richt einzufiihren. Dieser Bezeichner dient hier zur Abgrenzung von dem
sehr weit verwendeten Bezeichner ,,neuere Geometrie*!’, und bezieht sich
darauf, dass Kongruenzabbildungen die Kongruenzsatze als Beweismittel
ersetzen, dass funktional dynamisch im Gegensatz zu statisch vorgegangen
wird, dass an Stelle von Einzelheiten Beziehungen zwischen Figuren be-
trachtet, Zusammenhéange und GesetzmaRigkeiten untersucht werden sowie
dass Veranderlichkeit und Beweglichkeit sowie Verformungen von Kérpern
und Figuren stark betont werden. Oft sind auch mehrere dieser Gesichts-
punkte miteinander verwoben, wobei darauf hingewiesen wird, diese mit
der beweglicheren Geometrie assoziierten Vorgehens- und Vorstellungs-
weisen anhand von Modellen und méglichst viele Gelegenheiten nutzend
auszubilden (vgl. auch Bender 1982; Kriiger 2000).

Mit direktem Bezug zur Begriffshildung, und auch Beweisfiihrung, ist von
Bedeutung, dass induktives VVorgehen lange und stark legitimiert wird. Die-
ses Vorgehen bedeutet fur Begriffshildung, dass Kérper oder Figuren aus

7 Der Bezeichner ,,neuere Geometrie* kann auch bedeuten, dass projektive Geomet-
rie gegeniber euklidischer Geometrie bevorzugt wird, dass analytische Geometrie
zuriickgedréangt wird, oder dass der Gruppenbegriff verwendet und Abbildungsgrup-
pen untersucht werden (vgl. Bender 1982).
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anderen Korpern oder Figuren operativ hergeleitet werden, und dass nicht
moglichst allgemeine Korper oder Figuren vorangestellt werden.™® Indukti-
ves Vorgehen meint weiterhin, dass von verschiedenen Féllen ausgehend
auf die Verallgemeinerung hingefuihrt, statt von einem Fall ausgehend ver-
allgemeinert, wird.*

Es sollen Ubergangsfille betrachtet und Grenzen herausgearbeitet werden,
was unmittelbar einen Fokus auch auf das im Unterricht herzustellende Be-
griffsnetz impliziert. Zu diesem Zweck sind die Unterteilung von Begriffen
in Unterbegriffe sowie gelegentliche Ubungen im Uber- und Unterordnen
auftauchender Begriffe vorgesehen. In diesem Zusammenhang ist auch von
Bedeutung, dass Begriffe anschaulich verstanden werden und Bezeichner zu
nutzen gelernt werden, und dass aus diesem Grund Definitionen als Selbst-
zweck und der damit verbundene Schein, Definitionen wiirden nur rein
willkdrlich vorgenommen, sowie Definitionsfehler und versteckte Behaup-
tungen in Definitionen vermieden werden. Schlieflich ist ein insgesamt lo-
gischer Aufbau des Begriffssystems vorgesehen. Das bedeutet, dass Begrif-
fe auseinander hergeleitet werden, und dass, auch durch die Betonung von
Beziehungen zwischen Begriffen, ein wirkliches Bedurfnis nach Begriffs-
erweiterung sowie ein Grund, einen Begriff auf eine bestimmte Weise und
nicht anders zu erweitern, entstehen sollen.

Zudem durfen Beweise auf Veranschaulichungen von Begriffen und derer
Beziehungen untereinander begriindet sein, womit bei der Weiterentwick-
lung eines Sachverhalts Lernenden die einen Satz legitimierende Allge-
meinheit eines Beweises verdeutlicht wird. Es soll nicht das Gefhl voraus-
gehenden ungenauen oder liickenhaften Arbeitens gegeben werden, weswe-
gen einer anschaulichen Begriindung nicht unmotiviert ein deduktiver Be-
weis nachgeschoben werden darf. Weiterhin sollen Beweise sukzessive, un-
ter Betonung der verwendeten Heuristiken, entwickelt, statt als Produkt ge-
geben werden, um flr Beweisen notwendige prozessuale Fahigkeiten auf-
zubauen. Dartber hinaus soll ein Bedurfnis nach logischer Strenge entwi-

8 Aus diesem Grund wird induktives Vorgehen mit Bezug zur Begriffshildung im
Folgenden als operativ induktives VVorgehen bezeichnet.

1% Einem solchen induktiven Vorgehen liegen die Legitimationsmethoden der Na-
turwissenschaften zu Grunde, entsprechend derer mittels Beobachtungen und Expe-
rimenten geschlossen wird (vgl. Lietzmann 1916 & 1985, im Original 1912).
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ckelt werden, im Zuge dessen auch die logische Terminologie nach und
nach aufgebaut wird.

Insgesamt soll die logische Schulung also auf einem Weg stattfinden, der
bei einfachen Begriffszu-, Uber- und Unterordnungen startet und erst
schrittweise zu Aufgaben im Definieren und Beweisen filhrt. Ab der Quarta
soll deduktives Denken dann nach und nach entwickelt werden, und auf der
Oberstufe sollen schlieRlich strenges Definieren und Beweisen Bestandteil
des mathematikunterrichtlichen Alltags sein.

Begriffshildung konkret im Umfeld der Meraner Vorschlége

Die im Anschluss an die Meraner Vorschlage verdffentlichten Methodiken
enthalten neben inhaltlichen und methodischen Ideen konkrete Unterrichts-
vorschldge zur Behandlung unterschiedlicher Themen auch des Geometrie-
unterrichts, die in letztem Abschnitt genannte Ideen umsetzen und damit
unmittelbar die Gelegenheit bieten, den Unterricht zu reformieren. Ausfih-
rungen zur Behandlung des Winkelbegriffs sind dabei weniger ausfuhrlich,
und haben meist die Form von einzelne Unterrichtsgdnge bereichernden
Ideen. Ein vollstandiger Unterrichtsgang findet sich bei PETER TREUTLEIN.
Dabei wird (ber die Betrachtung von regelméfigem Tetraeder und gleich-
seitigem Dreieck auf den Winkelbegriff gefiihrt. Es werden dann verschie-
dene WinkelgroBen® zunachst mittels der Zeiger einer Uhr veranschaulicht,
und die VergroRerung und Verkleinerung von Winkeln wird angesprochen.
AnschlieBend wird eine Unterteilung des Winkelbegriffs in rechte, spitze
und stumpfe Winkel anhand der Veranschaulichung durch Uhrzeiger erar-
beitet, bevor sich von der Uhr gelést wird, und zeichnerisch Eigenschaften
der unterschiedlichen Winkelarten hergeleitet werden, sowie Manifestatio-
nen von Winkeln im Umfeld der Lernenden thematisiert werden. Im Unter-
richt soll die Behandlung von Dreiecken anschlieRen, wobei der Winkelbe-
griff grundlegend ist (vgl. Treutlein 1985, im Original 1911).

Bei ALols HOFLER dienen rechte Winkel zur Einflhrung in die Arbeit mit
Winkeln, wobei hauptséchlich mit Hilfe eines Winkelhakens konstruiert o-
der Orthogonalitat tberprift werden soll. Mit Bezug auf schiefe Winkel

2 Der Winkelbegriff kann sowohl eine bei einer Drehung Uberstrichene Flache als
auch einen Kreissektor bedeuten, wobei erste Bedeutung eine funktionale Denkwei-
se betont. Bei TREUTLEIN sind beide Bedeutungen von Winkel enthalten.
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wird zur Veranschaulichung durch die Drehung von Zirkelschenkeln oder
Uhrzeigern, sowie zum Herstellen einer Verbindung von Winkel- und Bo-
gengréRen mit ZeitgroRen, und konkreter beispielsweise zum Vergleichen
von ,,Winkelminute* und ,,Zeitminute®, aufgerufen. Zudem wird in direk-
tem Zusammenhang mit Winkeln die Behandlung der Kreisteilung, und da-
bei auch von gleichschenklig-rechtwinkligen und gleichseitigen Dreiecken
angeraten (vgl. Hofler 1910).

WALTHER LIETZMANN weist vor allem auf die Bedeutung der Schétzung
von WinkelgréBRen, sowohl von Winkeln zwischen Uhrzeigern als auch von
Winkeln auBerhalb des Klassenraums, beispielsweise an Wegkreuzungen
oder Boschungen, und den Vergleich geschatzter mit gemessenen Grofien
hin. Dariiber hinaus fordert er zu Addition, Subtraktion, Vervielfaltigung
und Teilung gezeichneter Winkel nach Augenmal? auf (Lietzmann 1916).

FRIEDRICH REIDT, KARL SCHWERING, MAX SIMON sowie WILHELM
KILLING und HEINRICH HOVESTADT widmen der Behandlung des Winkel-
begriffs nur begrenzten Raum. Ein Winkel wird dabei als Dreh- oder Fl&-
chengrolRe, beziehungsweise beides gemeinsam, aufgefasst und mit dem
Schnitt zweier Kanten, Geraden oder zweier Durchmesser eines Kreises als
Ausgangspunkt thematisiert (vgl. Killing & Hovestadt 1910; Reidt 1906;
Schwering 1907; Simon 1985, im Original 1908).

In Methodiken zu findende Ausfiihrungen zum Beweis des Winkelsummen-
satzes sind demgegentber ausflhrlicher. Ein vollstdndiger Unterrichtsgang
findet sich wiederum bei TREUTLEIN. Dabei wird (ber die Betrachtung von
dreiseitiger Pyramide auf einem beliebigen Dreieck und Versuche, Dreiecke
mit drei gegebenen Winkeln zu konstruieren, auf den Winkelsummensatz
gefiihrt.* Es wird dann die Winkelsumme eines beliebigen Dreiecks mittels
Umklappens der drei Ecken des Dreiecks zu einem Punkt auf einer Drei-
ecksseite, so dass ein gestreckter Winkel entsteht, hergeleitet. AnschlieRend
wird ein zweiter Beweis der Winkelsumme eines beliebigen Dreiecks an-
hand des Drehens des Dreiecks um einen Punkt in seinem Inneren um seine
AuBenwinkel, wobei Drehung um die drei AulRenwinkel gleich einer Dre-
hung um 360° ist, und folgendem Schluss auf die Innenwinkelsumme, an-
gegeben. Im Unterricht soll die Behandlung von unregelméaRigen Vierecken

2L TREUTLEIN zeigt mit seinen Ausfilhrungen, wie die Motivation des Winkelsum-
mensatzes eine Fusion von Stereometrie und Planimetrie erlaubt.
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anschlieBen, wobei auf den Winkelsummensatz zuriickgekommen werden
kann (vgl. Treutlein 1985, im Original 1911).

Einen weiteren vollstdndigen Unterrichtsgang liefert HOFLER. Dabei wird
zunéchst die Winkelsumme rechtwinkliger Dreiecke mittels der Untertei-
lung von Rechtecken und speziell Quadraten in zwei Dreiecke hergeleitet,
bevor die Winkelsumme gleichseitiger Dreiecke anhand der Unterteilung
eines Sechseckes in solche Dreiecke erarbeitet wird. Schlielich wird zu be-
liebigen Dreiecken Ubergegangen, und die Winkelsumme mittels Aus-
schneidens und Aneinanderlegens jeweils drei gleicher beliebiger Dreiecke,
wobei die drei verschiedenen Ecken in einem Punkt zusammenkommen sol-
len, so dass ein gestreckter Winkel entsteht, geschlossen (vgl. Hofler 1910).

LIETZMANN gibt unter der Uberschrift ,,Das Beweisen geometrischer Lehr-
sétze” eine Reihe von Beweisen zum Winkelsummensatz an und vergleicht
diese nach der jeweils angewendeten Methode. Zundchst weist er auf die
Maglichkeit hin, die Winkelsumme induktiv mittels Winkelmessung an ver-
schiedenen Dreiecken zu verifizieren. Anschlielend gibt er drei sich &h-
nelnde experimentelle Beweise an. So kénnen von einem beliebigen Drei-
eck die Ecken abgerissen und in einem Punkt zusammengelegt werden, dass
ein gestreckter Winkel entsteht. Weiterhin konnen, wie auch bei HOFLER
beschrieben, drei gleiche, beliebige Dreiecke ausgeschnitten und aneinan-
dergelegt werden, oder, wie bei TREUTLEIN genannt, die drei Ecken eines
beliebigen Dreiecks umgeklappt werden, so dass erkannt wird, dass die drei
Winkel eines Dreiecks zusammen einen gestreckten Winkel ergeben. Dar-
iber hinaus nennt LIETZMANN den sowohl experimentelle als auch logisch-
deduktive Elemente vereinenden THIBAUTSchen Beweis, bei dem ein Ler-
nender ein auf den Boden gezeichnetes Dreieck abschreiten und sich an den
Ecken um die Innenwinkel drehen muss, so dass er sich nach den Drehun-
gen um die drei Winkel nur einmal um sich selbst gedreht hat. Schlieflich
gibt LIETZMANN zwei logisch-deduktive Beweise an, wobei zwei Winkel
eines Dreiecks an dessen dritten Winkel grenzend abgetragen werden
(Abb. 5).
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A A 8

Abb. 5: Skizzen zum Beweis des Winkelsummensatzes aus Lietzmann 1916, S. 130f

Die beiden Beweise unterscheiden sich darin, dass in erstem Fall die Paral-
lele durch den Punkt C zur Seite AB unmotiviert entsteht, in zweitem Fall
dagegen die Parallele durch das Abtragen des Winkels a« motiviert wird.
Den Beweisen nach unterschiedlichen Beweisverfahren folgen bei LIETZ-
MANN Ausfilhrungen zur Entwicklung von Beweisen, so dass Heuristiken
erlernt und die flir Beweisen notwendigen prozessualen Fahigkeiten aufge-
baut werden kénnen. Dabei weist er unter anderem auf die Bedeutung einer
Darstellungsvielfalt, auch beim Beweisen, hin (vgl. Lietzmann 1916).

KILLING und HOVESTADT gehen einen deutlich abweichenden Weg, wenn
sie vorschlagen, in der Unterstufe als Axiom ,,In jedem Dreieck betragt die
Winkelsumme zwei Rechte* zu formulieren und dieses Axiom an die Spitze
der Dreieckslehre zu stellen. Erst nachdem in der Oberstufe erkannt worden
ist, dass in jedem Kugeldreieck die Winkelsumme gréRer als 180° ist, soll
der Satz ,,In einem einzigen Dreieck betragt die Winkelsumme zwei Rech-
te*, oder auch ,,Sobald in einem einzigen Dreieck die Winkelsumme gleich
zwei Rechten ist, betrdgt die Winkelsumme in jedem Dreieck zwei Rechte®,
formuliert und bewiesen werden. Die beiden angefiihrten Beweise griinden
dabei auf Kongruenzargumenten beziehungsweise einer Reihe von Hilfssét-
zen und sind sehr umfangreich (vgl. Killing & Hovestadt 1910).

REIDT, SCHWERING und SIMON widmen dem Winkelsummensatz wiederum
nur begrenzten Raum und erwdhnen bereits genannte VVorgehensweisen. So
wird auf den logisch-deduktiven Beweis, in dem eine Parallele zu einer
Dreiecksseite durch den nicht auf dieser Seite liegenden Eckpunkt des Drei-
ecks unmotiviert entsteht, verwiesen. Ebenso wird die Mdglichkeit, den

2 KiLLING und HOVESTADT zeigen mit ihren Ausfilhrungen, wo der Beweis des
Winkelsummensatzes eine Fusion von Stereometrie und Planimetrie erlaubt.
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Winkelsummensatz als Grundlage der Dreieckslehre zu formulieren, ge-
nannt (vgl. Reidt 1906; Schwering 1907; Simon 1985, im Original 1908).

Begriffsbildung in Lehrblchern im Umfeld der Meraner Vorschlage

Den Meraner Vorschlagen folgend wurden, ebenso wie Methodiken, einige
Lehrbiicher, welche den Inhalt der Vorschlage umzusetzen versuchten, ver-
offentlicht. Auch wenn diese nicht durch einen offiziell verankerten Lehr-
plan legitimiert waren, so erhielten sie doch durch die Bedeutung der in den
Vorschldgen involvierten Reformer eine gewisse Legitimation (vgl. Schot-
ten 1910). Als ein solches Schulbuch ist beispielsweise OTTO BEHRENDSEN
und EDUARD GOTTINGS Lehrbuch der Mathematik nach modernen Grund-
sdtzen zu nennen, welches unter Mitwirkung von FELIX KLEIN an einem
Gottinger Gymnasium entstand. Weitere Lehrbicher wurden von KARL
ScHwWAB und OSKAR LESSER, WALTHER LIETZMANN, FRIEDRICH PIETZKER
sowie ALBERT SCHULKE verdffentlicht (vgl. Lietzmann 1955; Schotten
1910).

Es darf allerdings nicht unmittelbar davon ausgegangen werden, dass der
genannte inhaltliche und methodische Rahmen, das geforderte Vorgehen
mit Bezug zur Begriffsbildung sowie konkrete Unterrichtsvorschlédge im
Unterricht so umgesetzt wurden, wie es in im Anschluss an die Meraner
Vorschldge entstandenen Methodiken entworfen wurde. Diesbeziiglich
schreibt LIETZMANN in Form und Methode des Raumlehreunterrichts in
Deutschland:
Ganz anders steht es mit der Raumlehre. In diesem Unterricht, handele es sich
nun um die Volksschulen oder um den propédeutischen Kurs der hdheren Schu-
le, hat der Fusionsgedanke bereits festen Full gefalt. Freilich noch lange nicht
tiberall. Es gibt auerdem eine betrachtliche Anzahl von Lehrbichern, die das
Ausgehen vom Kdrperlichen sehr oberflachlich auffassen. KNOoCcHE kennzeich-
net dieses Verfahren so: ,,Man geht zwar von Kdrpern aus und I&Rt an diesen
die Flachen, Linien und Winkel anschauen, aber bereits in der zweiten oder
dritten Stunde geht man zur Longimetrie und Planimetrie Uber und 146t die kor-
perlichen GréRen zu sehr unberiicksichtigt, vergessend, dal diese dreifachen
Grolen in einer einzigen Anschauung vor unsere Seele treten.*
(Lietzmann 1985, im Original 1912, S. 23)

Laut LIETZMANN wurde die Stereometrie zu Beginn des propadeutischen
Geometrieunterrichts sehr oberflachlich behandelt, und die Verbindung von
stereometrischem und planimetrischem Unterricht kam vielmals sehr kurz.
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Diese Kritikpunkte kdnnen auch in dem Lehrbuch der Mathematik nach
modernen Grundsatzen fiir die Unterstufe?® von BEHRENDSEN und GOTTING
beobachtet werden. In dem Vorwort des Lehrbuchs hei3t es noch:

Man muss die Starrheit der geometrischen Figuren aufgeben und sie als verén-
derlich, ihre ,,Stiicke* als abhédngig in Lage und Gr6Re voneinander sein lassen.
Dies kann schon im Anfangsunterricht geschehen, wenn man die in Betracht
kommenden Punkte sich bewegen, Linien sich drehen oder verschieben 143t und
die sich dabei ergebende Veranderlichkeit oder Konstanz der Eigenschaften ei-
ner Figur ins Auge fafit. [...] - Die Verfasser hielten es fiir notwendig, nament-
lich im Anfangsunterrichte einen auf axiomatischer Grundlage aufgebauten, de-
duktiven Lehrgang durchaus zu vermeiden. Ubung des Auges und der Hand,
Beobachtung und Schéatzung von GréRen, Gebrauch von Lineal, Zirkel und
ZentimetermaB sind die Grundpfeiler, auf welchen, durch reine Erfahrung ver-
mittelt, sich die erste geometrische Erkenntnis aufbaut.

(Behrendsen & Gétting 1909, S. IV)

Hier ist die Einfihrung der beweglicheren Geometrie in den Unterricht kon-
statiert, da Zusammenhange, Veranderlichkeit und Beweglichkeit stark be-
tont sind. Zudem wird ein propadeutischer Geometrieunterricht angespro-
chen, wobei jedoch ein besonderes Ankniipfen an aus dem Alltag der Ler-
nenden vorhandene Raumvorstellungen sowie ein Ausgehen von der Stereo-
metrie nicht deutlich wird. Schon das Inhaltsverzeichnis des Lehrbuchs ist
besonders aufschlussreich.

Jnbaltdverseichnis.
L BbTdmitf. - Porbeceifenver Tehrgang.

Ceite Geite
I Rapitel ; 9. Bylinber, Segel, Fugel . . . . 17
§ 1 @eomettiide . Pores, Sifiten, § 10. ?r?ésczlc;;m;ohe[{c und ifre Dber= .
Linten e Punfletiisier s ik TG et o o s o d e
5 2. ‘Die gerabe Lintes ST aTE 4 ¥
§ 3. Die %Benc .......... 5. 1L S?apltef.
§ 4. Bergleidgen und  Mejjen  von § 11. Der Winkel und bie Drefung . 22
Stredenii e e 6 | §12. Nebenwintel und Scheitelivinfel . 26
§ 5. @bene Figuven. Der freis . . 7 | §13. Parallele Linien und Flichen. . 27
$516; iDerivecdyferMintel eI 10 | § 14, Parvalletverjchiebung und Wintel
§ 7. Mecdhtedt und Luadrat . . . . . 13 | an pavallelen Gevaden. . . . . 30
§ 8. Glacden und Rewmmefjung . . . 15 | § 16. Ridblid. . . . . . . . . . . 33

II. RbTditf. Plantmefrie.

Abb. 6: Ausschnitt aus dem Inhaltsverzeichnis aus Behrendsen & Gétting 1909, S. V

2 Die Unterstufe umfasste die Sexta bis Untersekunda (Jahrgangsstufen 5 bis 10).
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Es lasst sich erkennen, dass in Paragraph 1 des vorbereitenden Lehrgangs
ein kurzer Blick auf geometrische Kérper, Flachen, Linien und Punkte ge-
worfen wird, bevor bald zu planimetrischen Begriffen fortgeschritten wird.
In Paragraphen 8, 9, 10 und 13 wird erneut zur Stereometrie zuriickgegan-
gen. Der an den vorbereitenden Lehrgang anschliefende Geometrieunter-
richt beschéftigt sich allerdings ausschlieRlich mit planimetrischen Themen,
insgesamt kommt die Stereometrie in dem Lehrbuch somit sehr kurz.

In Paragraph 1 des vorbereitenden Lehrgangs sind Verweise auf das Umfeld
der Lernenden teils funktional gepragt. Allerdings wird insgesamt nur
knapp auf aus dem Alltag der Lernenden vorhandene Raumvorstellungen
zuriickgegangen, und handelnder Umgang mit Modellen kommt sehr kurz.
Neben in zwei Zeilen angesprochenen Naturkdrpern sowie der Aufforde-
rung an die Lernenden, bestimmte Kérper im Alltag ausfindig zu machen,
beziehen sich Verweise auf das Umfeld der Lernenden auf ideativ ein- oder
zweidimensionale Objekte, die dariiber hinaus einseitig? dargestellt sind.
Der Paragraph enthalt auBerdem auffallend viele Merksitze.?®

Die spateren, sich auf stereometrische Themen beziehenden Paragraphen 8,
9 und 10 widmen der Starkung des Raumanschauungsvermdgens der Ler-
nenden sowie enaktivem Arbeiten mehr Raum, wie auch eine Aufgabe zur
Flachen- und Raummessung illustriert (Abb. 7).

Hier wird die Raummessung mittels handelndem Umgang mit Einheitswir-
feln eingefuihrt. Spéater werden die Lernenden auBerdem aufgefordert, den
Rauminhalt eines Schulzimmers, Kastens und Ziegelsteins zu bestimmen,
was den Einsatz alltdglicher Korper und Figuren aufzeigt. Zudem findet,
wie in Abbildung 7 offensichtlich, sowohl eine Fusion von Stereometrie
und Planimetrie statt, indem Quadrat und Wiurfel in denselben Aufgaben

24 Einseitig meint hier, dass mathematische Objekte meist auf eine spezielle Weise
dargestellt sind. So sind Wiirfel haufig mit einer dem Betrachter zugewendeten Seite
abgebildet (siehe: Ausschnitt aus Hofler, Abb. 1), Quadrate und Rechtecke sind
groftenteils mit zu den Schulbuchseiten parallelen Seiten dargestellt.

% Diese Merksatze haben genetischen Charakter, wenn sie auf die Entstehung geo-
metrischer Objekte verweisen. So heilit es:
Die Bahn eines sich bewegenden Punktes ist eine Linie.

Das Zerschneiden eines Kdrpers durch die Bewegung der Messerschneide zeigt, daB durch
die Bewegung einer Linie seitlich zu sich selbst eine Flache entsteht.

(Behrendsen & Goétting 1909, S. 3)
23



Begriffsbildung — ,,Los von Euklid!“ und wieder zuriick?

analog behandelt werden, als das auch operativ induktiv vorgegangen wird,
da Quader aus Einheitswiirfeln hergeleitet werden.

§ 8. Slidpew- wnd Ronmme]Jung,

1. Boriibungen: 1. Beidhne mebhrere Duabdrate bou 1 om Geitenlinge jo nebenein-=
mber, daf Redytece und Duadrate von g
cazbener Seitenlinge entfiehen (Fig. 29)- e
2. Bilde aus mneben- und auf- S
eingnbe-gelegien Wilrfem (Baujteinen) / - / (
Dugder und gréfere Wiirfel von ge: -
hener Santenlinge (Fig. 30).

! ein Qaabrat = ;
! l Y 1
gLt { einen Witrfel }

)

Fig. 29. Fig- 80.
cm Geitenlinge in jolhe bon 1 cm Seitenlinge und 3dhle, iwiebiel Duadbrate ober
ifel ficd) exgeben.
Abb. 7: Aufgabe zur Flachen- und Raummessung aus Behrendsen & Gotting 1909, S. 15

In Paragraph 11 wird allerdings direkt zur Planimetrie zuriickgegangen, wie
auch die Behandlung des Winkelbegriffs zeigt (Abb. 8 & 9).

In der Erklarung, ein Winkel entstehe durch die Drehung eines Strahls, fin-
det sich der funktionale Gedanke wieder. Die Formulierung dieser Erkla-
rung zeigt zudem, dass nicht mit einer strengen mathematischen Terminolo-
gie gearbeitet wird. Es wird allerdings nicht operativ induktiv vorgegangen,
da nicht begriindet von einem bestimmten Winkel ausgehend andere Winkel
hergeleitet werden. Zudem werden Winkel sehr einseitig, jeweils mit dem
unteren Schenkel parallel zur kiirzeren Buchseite, dargestellt. Im folgenden
Unterrichtsgang wird zwischen verschiedenen Winkelarten unterschieden,
was als Ubung im Uber- und Unterordnen von Begriffen gelten kann, bevor
zur Winkelmessung ubergegangen wird und in diesem Kontext auch ein
Bezug zur Stereometrie und zum Umfeld der Lernenden hergestellt wird.
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1. Boritbungen: Lege einen redyten Winfel (be3 Holgdreieds oder aus Papier her-
geftellt) an bie Winfel der Krpermobelle an, die nad) § 10 fHergeftellt find. Stelle durd)
Falten ober Ausichmeiden aus Papier Wintel Her, die den Winfeln jener Sedrper gleid
find. Beichne diefe Winfel nad). Bergleidhe die verjchiedenen Winfel durd) Aufein-
anderlegen Diejer Wintelmobdelle. 3

Grilirung. Winfel, die nidht redhte Winfel jind, Heifen jdicfe
98infel. Sic werben wie die vechten Winfel von zwei Strahlen, thren
Sdenteln, gebildet, die vomt Sdeitelpuntte ausgehen.

Die Wintelbezeihunng ift diejelbe wie beim vechten Wintel, aljo LA BC
(Fig. 40). Bergleihe § 6, Seite 11.

© Ynbere Winfelbeseichmung: 1. 37 (g, 1) bezeichnet den Wintel zwijcyen den

A A )

o B CE ©
L\ B 6
(£
7 15 VEC

Fig. 40. Tig- 41.

Straflen g und ¥ (Fia. 40); 2. man hreidt einen fleinen griechijdhen Bud)-

ftaben in ben Naum zwifchen den beiben Schenfeln und lieft 97« oder 92 8.Y)
Das Jeidjen I wicd ,Wintel gelefen. €3 darf nicht fiir fich alletn

fteflen, jombern immer mur vor der Budjftabenbeseichnung des Winkels.

Abb. 8: Ausfilhrungen zum Winkelbegriff aus Behrendsen & Gétting 1909, S. 22

3. Die beiben Jeiger einer Whr bilden einen Wintel mitetnander. Durd)
Drefung der Jeiger (ber Schenfel) verimdert fic) diefer Winfel. Von jwei
um einen Punft drehbaren Stiben (etwa den beiden Schenfeln eines Jivkels)
wird ber eine feftgehalten, ber anbere gedrehi. ?

Grifivung: Gin Wintel entfteht duvch die Drehung cines Strafhles
um feinen Anfangspuntt. Unjongs- und Endlage desd Strahles evgeben
bie beiden Scenfel, der Drehpunft den Scheitelpuntt des Winfels.

Beiber Drehung bejchreibt jeder Puntt des gedrehten Strahles
einen Kreisbogen.

Abb. 9: Ausflihrungen zum Winkelbegriff aus Behrendsen & Gétting 1909, S. 23

In dem an den vorbereitenden Lehrgang anschlielenden Geometrieunter-
richt wird weiterhin bald deduktiv vorgegangen, wie auch der Beweis des
Winkelsummensatzes illustriert (Abb. 10).
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§ 18, Won den Winkeln der Myetedhe.

Boriibungen. 1. Mif die drei Windel eined gepeidmeten Dreiedd (eined Dreieds
an einem fdrper) mif dem Trandporteur und zeige, daf fid) ndberungsweife a4 4y
= 180° ergibt.

2. Ronftruiere die Summe der drei Wintel eined Dretedd an einer beliebigen
Stelle (nach § 11, Aufg. 6) und zeige, daf - £ 4 y = 180° ijt.

3. Ronftruiere dbie SGumme bder drei Wintel eined Dreieds 4 BC (Fig. 60) an der
Gefe A, jo dap < « unberdndert bleibt, y an o« angelegt twirb und in der neuen Lage
CAE BWedjelwintel gu ACB wirtd. Wasd gilt bon der Lage ber Geraben A E?
TWezhalb wird der Wintel swijdhen EA und der Ber-
lingerung AD ber Seite A B<C EAD = p?

Lehriag 1. Die Summe ber Ddrei
Winfel in einem Dreiede betragt 2R oder
1809,

Beweis. (Fig. 60.) Beidne durch bdie
Ede 4 bdie Gevade AE | CB und verlingere
AB iiber B Binausd. Daun it < EAC = ACB =y al8 BWedjjelwintel
und <K EAD = CBA = § al3 Gegenwintel bei ben Barallelen £A und CB.

Aljo it PR S

B

A
Fig. 60,

Abb. 10: Beweis des Winkelsummensatzes aus Behrendsen & Gétting, 1909, S. 15

Hier deuten die Voribungen induktives Vorgehen an, da vorweggenommen
wird, dass fur verschiedene Dreiecke die Verallgemeinerung gilt. In dem
Beweis wird allerdings nicht mehr funktional und auRerdem formal-deduk-
tiv vorgegangen. Zudem stellt sich die Frage, ob durch die Voriibungen der
Beweis tatséchlich ausreichend in seine unterschiedlichen Schritte aufge-
gliedert wird.

Insgesamt l&sst sich, bezogen auf die Behandlung des Winkelbegriffs und
den Beweis des Winkelsummensatzes, somit feststellen, dass der Zeitgeist
im Umfeld der Meraner Vorschldge, welcher die Mathematikdidaktiker
schon erfasst hatte, noch nicht zu den Schulbuchautoren vorgedrungen war.
So bleibt das Lehrbuch von BEHRENDSEN und GOTTING noch hinter den in
Methodiken verdffentlichten Unterrichtsvorschlédgen zuriick. Es wird bei der
Behandlung des Winkelbegriffs nicht die von TREUTLEIN formulierte Fusi-
on von Stereometrie und Planimetrie umgesetzt. Zudem kommt weder der
von TREUTLEIN entworfene noch der von HOFLER angedeutete operativ in-
duktive Weg zum Einsatz, und auch die Betrachtung von Ubergangsfallen
wird hochstens implizit umgesetzt. Dariiber hinaus wird vor Behandlung der
Winkelmessung kein Bezug zum Umfeld der Lernenden hergestellt. Auch
hinsichtlich des Beweis des Winkelsummensatzes lasst sich nicht die von
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TREUTLEIN oder KILLING und HOVESTADT formulierte Fusion mit der Stere-
ometrie erkennen. Weiterhin wird keiner der in den Methodiken genannten
experimentellen, Funktionalitat betonenden Beweise angegeben, und auch
die durch HOFLER und LIETZMANN formulierten induktiven Wege sind nicht
umgesetzt. Zudem wird der Beweis nicht, wie bei LIETZMANN ausgeflhrt,
schrittweise formalisiert, und Heuristiken werden nicht deutlich, was die
Entwicklung von fiir Beweisen notwendigen prozessualen Fahigkeiten er-
lauben wirde.

Reformen im Umfeld des RICHERTschen Lehrplans
Der RicHERTSche Lehrplan konkret

Wie der vorherige Abschnitt gezeigt hat, wurde etwa funf Jahre nach der
Veroffentlichung der Meraner Vorschldge den im Bericht der Unterrichts-
kommission genannten Aufgaben des Mathematikunterrichts durch Lehrbi-
cher noch nicht nachgekommen, und auch in im Anschluss an die Meraner
Vorschldge entstandenen Methodiken genannte Ideen waren noch nicht um-
gesetzt. Daher stellt sich die Frage, inwieweit sich diese Situation durch den
Lehrplanvorschlag von 1922 sowie die Lehrplanreform von 1925 &nderte.
Der Lehrplanvorschlag von 1922 war eine Uberarbeitung des Meraner
Lehrplans unter Beruicksichtigung unterrichtspraktischer Erfahrungen sowie
praktischer Anwendungen, und der Lehrplan von 1925 griff mit Bezug auf
das Unterrichtsfach Mathematik wesentlich auf diesen revidierten Meraner
Lehrplan zuriick (vgl. Becker 1985; Lehrplan 1922). Die Lehrziele des Ma-
thematikunterrichts werden dem Lehrplan von 1925 vorangestellt:

Erzielung der Fahigkeit, das Mathematische in Form, Mal3, Zahl und Gesetz-
maRigkeit an den Gegenstdnden und Erscheinungen der Umwelt zu erkennen
und die gewonnene Erkenntnis selbststandig anzuwenden; insbesondere Ent-
wicklung des rdumlichen Anschauungsvermdgens und der Fertigkeit im ma-
thematischen Auffassen der gegenseitigen Abhéngigkeit veranderlicher Gro-
Renwerte. Schulung im logischen Schliefen und Beweisen und ein gewisses
Verstandnis fir den philosophischen Gehalt der mathematischen Verfahren
[u]nd die geistesgeschichtliche Bedeutung der Mathematik.

(Lietzmann 1925, S. 194)

Hier zeigt sich ein Fokus auf die Lernenden und den Unterrichtsstoff. Es
werden mit Lebensnéhe des Unterrichts sowie Entwicklung des raumlichen
Anschauungsvermdégens und funktionalen Denkens, hier konkret im Sinne
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des Auffassens der gegenseitigen Abhangigkeit veranderlicher GréRenwer-
te, die auch schon in den Meraner VVorschldgen erwéhnten, fir den Geomet-
rieunterricht besonders relevanten und auch die Begriffsbildung beeinflus-
senden Aufgaben des Mathematikunterrichts genannt.

Die methodischen Bemerkungen mit Bezug zur Geometrie betonen weiter-
hin viele schon in jenen im Anschluss an die Meraner Vorschlage entstan-
denen Methodiken genannten Ziele. So wird auf die Rolle des propadeuti-
schen Geometrieunterrichts zur Stdrkung des Anschauungsvermdgens und
das Ziel der Fusion von Stereometrie und Planimetrie hingewiesen. Die be-
weglichere Geometrie wird in dem Sinne propagiert, dass Abbildungen ei-
nen hohen Stellenwert haben sollen und Zusammenhange betont werden
sollen. Zudem soll basierend auf induktivem Vorgehen erst die deduktive
Vorgehensweise entwickelt werden. Dennoch wirkt die Wortwahl der ange-
sprochenen Bemerkungen teils relativierend, wenn es heif3t:
1. Ein von der Betrachtung einfacher Korper ausgehender Vorbereitungsunter-

richt bildet das Anschauungsvermdgen aus, entwickelt die geometrische Abs-
traktionsfahigkeit [...].

2. Der Unterricht vermittelt einen Einblick in den planméaRigen Aufbau der Ge-
ometrie und fiihrt von geometrischen Kenntnissen zu geometrischer Erkenntnis,
indem er von empirischer Grundlegung zu logisch-deduktiver Betrachtungswei-
se aufsteigt und so die Schiiler zum Beweishediirfnis erzieht.

(Lietzmann 1925, S. 195f)

Es wird mit Bezug auf den Vorbereitungsunterricht direkt die Entwicklung
der geometrischen Abstraktionsfahigkeit erwéhnt. Weiterhin wird mit Punkt
2 sehr frih geometrische Erkenntnis, logisch-deduktive Betrachtungsweise
und Erziehung zum BeweisbedUrfnis angesprochen, was diesen Punkten ei-
nen hohen Stellenwert gibt.

Der RicHERTsche Lehrplan selbst stimmt fiir den Geometrieunterricht in
weiten Teilen mit dem Meraner Lehrplan Uberein. Der propédeutische Geo-
metrieunterricht erstreckt sich allerdings tber die Sexta und die Quinta, der
Inhalt ist dabei sehr allgemein gehalten. Es féllt zudem auf, dass sich der
Geometrieunterricht der folgenden Jahrgdnge wiederum weitestgehend auf
planimetrische und nur gelegentlich auf stereometrische Themen bezieht.
Weiterhin ist schon sehr friih, in der Quarta, die Behandlung der Kongru-
enzsétze vorgesehen, und eine funktionale Vorgehensweise wird nicht be-
tont.
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Begriffsbildung psychologisch aufgearbeitet in Anschluss an den RICHERT-
schen Lehrplan

Da der RICHERTsche Lehrplan in weiten Teilen auf den Meraner Lehrplan
zuriickgreift, bleiben die in den Methodiken von PETER TREUTLEIN, ALOIS
HOFLER, FRIEDRICH REIDT, KARL SCHWERING, MAX SIMON, WILHELM
KILLING und HEINRICH HOVESTADT sowie WALTHER LIETZMANN themati-
sierten inhaltlichen und methodischen Kernideen mit weiterem und engerem
Bezug zur Begriffshildung weiterhin aktuell. Die konkreten Unterrichtsvor-
schldge zur Behandlung unterschiedlicher Themen auch des Geometrieun-
terrichts, welche die Ideen umsetzen, bleiben ebenso innovativ.”

Im Jahr 1927 wurden zudem erstmals die Ergebnisse der Psychologie fir
den Mathematikunterricht ausgewertet und als Beiheft zur Zeitschrift flr
mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht herausgegeben
(vgl. Lietzmann 1927).”” Der Autor GUSTAV ROsE stellt in diesem Beiheft
Die Schulung des Geistes durch den Mathematik- und Rechenunterricht
(Eine psychologische Analyse) die Begriffsbildung in Bezug zu anderen
psychologisch untersuchten Tatigkeiten des Mathematikunterrichts, betrach-
tet sie aber auch isolierter. ROSE unterscheidet dabei zwischen naturwiichsi-
gen Begriffen, die auf Anschauung basiert sind, und logischen Begriffen,
die auf logischen und somit speziell systematischen Gesichtspunkten basiert
sind. Das Ziel des Mathematikunterrichts ist, laut Rosg, die Uberfilhrung
naturwichsiger in logische Begriffe, wobei keine scharfe Grenze zwischen
den naturwiichsigen Begriffen auf der einen und den logischen Begriffen
auf der anderen Seite existiert. Da naturwiichsige Begriffe die Bildung logi-

% Neu erschienene Methodiken, wie PHILIPP MAENNCHENS Band Mathematik aus
dem Handbuch des Unterrichts an hoheren Schulen oder GusTAv Roses Rechnen
und Raumlehre aus dem Handbuch der Volksschulpddagogik greifen verstérkt auf
den Arbeitsschulgedanken zuriick (vgl. Mannchen 1928; Rose 1932). Damit besteht
ein expliziter Rlckbezug auf die Arbeiten von beispielsweise JOHANN H.
PESTALOZZzI und ADOLF DIESTERWEG. Diese Tradition der Reformpadagogik soll hier
allerdings nicht angerissen werden.

" Die wachsende Bedeutung der Psychologie der Mathematikdidaktik ist ebenso
darin sichtbar, dass LIETZMANN sich im Band Organisation, Allgemeine Methode
und Technik des Unterrichts seiner Methodik auch psychologischen Erkenntnissen
widmet (vgl. Lietzmann 1919). Allerdings kondensiert er viele Erkenntnisse aus ver-
schiedenen Teilgebieten der Psychologie auf wenig Raum, weswegen auch die Be-
griffshildung sehr kurz kommt.
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scher Begriffe beeinflussen und damit zum Bestandteil der logischen Be-
griffe werden, ist es unerldsslich, dass bei dieser Begriffsumformung das
Stammkapital von Begriffsvorstellungen, welches die Lernenden in den Un-
terricht mitbringen, verwertet wird. Die Verdnderlichkeit naturwichsiger
Begriffe bedingt damit auch eine Verénderlichkeit logischer Begriffe, wes-
wegen Begriffshildung zu keinem Zeitpunkt abgeschlossen ist (vgl. Rose
1927).

RoSE propagiert Begriffsbildung durch Abstraktion, wobei der Begriffsin-
halt im Sinne der wesentlichen Merkmale des Begriffs, die allerdings auch
je nach Kontext variieren kdnnen, deutlich herausgearbeitet wird. Begriffs-
bildung wird dabei unterstiitzt durch das Abgrenzen von und Herstellen kla-
rer Beziehungen zu anderen, vor allem verwandten, Begriffen. Durch Ver-
gleich sollen tbereinstimmende und nicht tibereinstimmende Merkmale sich
&hnelnder Begriffe herausgearbeitet werden und auch Grenzfélle von Be-
griffen vor Augen gefiihrt werden. Als Stlitzpfeiler der Abstraktion ist viel-
seitiges Anschauungsmaterial, auch im Sinne einer ausreichenden Anzahl
verschiedener Modelle, vorgesehen. Schlieflich sollen Begriffe in das sie
umgebende Netz eingeordnet werden und somit systematisiert werden.
RosE schreibt weiterhin, dass bei einer solchen Begriffshildung gleicher-
malien wie bei dem Ldsen eines Problems oder dem Fiihren eines Beweises
vorgegangen werde (vgl. Rose 1927).

Begriffsbildung und Beweisfihrung im Unterricht sollen sich allerdings,
auch laut Rose, am Entwicklungsstand der Lernenden orientieren. Im An-
fangsunterricht wird daher einer Erkladrung von Begriffen, einer Verdeutli-
chung anhand von Beispielen oder genetischem Definieren der VVorzug vor,
in der entsprechenden Altersgruppe noch nicht méglichem, mathematischen
Konventionen entsprechendem Definieren gegeben. Dabei ist ein schritt-
weises Uben im selbststandigen Erarbeiten logischer Definitionen, womit
auch logisches Denken ausgebildet werden soll, vorgesehen. Es wird aller-
dings betont, dass Definitionen kein Mittel zur Begriffsbildung, sondern erst
das Endziel bereits vollzogener Begriffshildung seien. Zudem soll die Be-
trachtung des Begriffsnetzes von einer Angabe von Begriffsumfangen zu
einem flexiblen Umgang mit Begriffsreihen fuhren und mit dem Fortschrei-
ten des Unterrichts von steigender Systematik geprégt sein. Gleichermalien
wird im Anfangsunterricht eine Erklarung von Sachverhalten strengem Be-
weisen vorgezogen. Die Lernenden sollen wiederum schrittweise Uben, zu-
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ndchst induktive und dann auch deduktive Beweise zu flihren, durch das
Begriffsnetz zu navigieren und damit auch ihre Féhigkeit, logisch zu den-
ken, verbessern. Mit Bezug auf Beweise wurde wiederum die Prozesshaf-
tigkeit betont (vgl. Rose 1927).

Begriffsbildung in Lehrblichern in Anschluss an den RICHERTSChen Lehr-
plan

Dem RIcHERTschen Lehrplan folgend wurden bereits zuvor verdffentlichte
Lehrbiicher Gberarbeitet, und damit dem neuen, politisch eingesetzten Lehr-
plan angepasst. So wurde eine Neubearbeitung von OTTO BEHRENDSEN und
EDUARD GOTTINGS Lehrbuch der Mathematik durch GOTTING und ALFRED
HARNACK herausgegeben, die sich in ihrem Aufbau teilweise von dem Vor-
laufer aus dem Jahr 1909 unterscheidet. So sind der vorbereitende Lehrgang
und der darauf folgende Geometrieunterricht auf unterschiedlichen Biichern
basiert. Zudem wurde dem Lehrbuch zu dem auf den vorbereitenden Lehr-
gang folgenden Geometrieunterricht ein Kapitel zur Darstellung von Kor-
pern durch Projektion hinzugefiigt. Weiterhin ist festzuhalten, um die mit
Bezug auf das Werk von 1909 angesprochenen Aspekte wiederaufzugrei-
fen, dass, wenn auch selten, so doch teilweise eine Fusion von Stereometrie
und Planimetrie durchgesetzt ist und an aus dem Alltag der Lernenden vor-
handene Raumvorstellungen angeknupft wird. Handelndem Umgang mit
Modellen wird jedoch weiterhin wenig Raum gewidmet. Die Behandlung
des Winkelbegriffs erscheint nicht grundsatzlich verandert, allerdings wird
abschlieRend ein Bezug zu Raumwinkeln hergestellt. Der Beweis des Win-
kelsummensatzes bleibt daruber hinaus formal-deduktiv, allerdings werden
umfangreichere Vorubungen in Form des Folgerns aus Abreisen und Zu-
sammenlegen der Ecken eines Dreiecks sowie Abschreiten der Seiten eines
auf dem Boden gezeichneten Dreiecks und Betrachtung der dabei vorge-
nommenen Drehungen vorangestellt (vgl. Behrendsen & Gétting 1909; Got-
ting & Harnack 1930).

Andere Werke, welche den Inhalt des Lehrplans umzusetzen versuchten,
und damit auch auf die Meraner VVorschlage zurtickgriffen, wurden neuver-
offentlicht. Als solche Lehrbicher sind beispielsweise die von FELIX
BEHREND und ARTHUR MORGENSTERN herausgegebenen Lehrbiicher der
Mathematik zu nennen, wobei im Folgenden der von BEHREND verfasste
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Band Form und Abbildung fiir die Mittelstufe?® betrachtet wird, der im Ge-
gensatz zu der Neubearbeitung von BEHRENDSEN und GOTTINGS Werk
durch stark reformatorische Elemente aufféllt. Dabei stellt sich insbesonde-
re die Frage, inwieweit beziiglich des Vorgehens mit Bezug zur Begriffsbil-
dung die Auswertung psychologischer Ergebnisse fur den Unterricht be-
riicksichtigt wurde.

In dem Vorwort des Lehrbuchs heif3t es:

Die Mittelstufe der Geometrie beginnt mit einem Vorkursus, der von den For-
men der wirklichen Welt ausgeht. Der Schiiler wird durch geeignete kiinstleri-
sche Abbildungen dazu angeregt, die Geometrie nicht als rein abstrakte Wissen-
schaft, sondern als eine Methode zum Verstdndnis und zur Darstellung der
Formenwelt des praktischen Lebens, der Technik und der Architektur anzuse-
hen. Es ist ein entschiedener Mangel des dlteren geometrischen Unterrichts, dal3
er die Schwierigkeiten unterschétzt, die die Abstraktion der Formen aus der
Wirklichkeit den Schiillern macht, ebenso auch die Bedeutung, die diese Fahig-
keit fiir die Losung von angewandten Aufgaben hat. Fir den Schiiler ist es be-
reits schwierig, in einer Kiste einen hohlen Quader, in einem Gartenbeet einen
Kreisring zu erkennen oder einen Gasbehalter, eine Réhre, ein Geldstiick als
Zylinder anzusehen. Auch die einfachsten mathematischen Formen erscheinen
den Schiilern bei verschiedenen GréRenverhaltnissen und verschiedener Lage
nicht gleichartig. Es ist deshalb Wert darauf gelegt worden, die mathematischen
Figuren teils in ihrer Entstehung wiederzugeben, teils in méglichst verschieden-
artiger Form und Lage, vor allem mdglichst nicht in der dem Schiiler gelaufigs-
ten Lage unter Bevorzugung der waagerechten und senkrechten Richtung.
(Behrend 1932, S. V)

Hier wird propédeutischer Geometrieunterricht angesprochen, wobei auch
ein Anknipfen an das Umfeld der Lernenden sowie dort vorhandene Korper
deutlich wird. Die dargelegte vielseitige Darstellung mathematischer For-
men erlaubt zudem Begriffshildung durch Abstraktion. Weiterhin wird im
Vorwort die Fusion von Stereometrie und Planimetrie als ,.erstmals voll-
standig durchgeflhrt* erwéahnt und es heillt, dass im propédeutischen Unter-
richt keine Trennung zwischen rdumlichen und ebenen Betrachtungen ge-
macht werde, sowie dass auch anschlieBend rdumliche und ebene Themen
analog aufgebaut seien. Darliber hinaus wird im Vorwort die Einfiihrung

2 Der betrachtete Band bezieht sich somit auf die gleichen Jahrgangsstufen, wie
BEHRENDSEN und GOTTINGS Lehrbuch der Mathematik nach modernen Grundsat-
zen.

32



Verena Rembowski

der beweglicheren Geometrie in den Unterricht konstatiert, was in diesem
Fall bedeute, dass nicht axiomatisch sondern gruppentheoretisch vorgegan-
gen werde und die Existenz der Bewegungsgruppe vorausgesetzt werde.
Das Inhaltsverzeichnis des Lehrbuchs ist wiederum aufschlussreich.
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Abb. 11: Ausschnitt aus dem Inhaltsverzeichnis aus Behrend 1932, S. VII
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Es lasst sich erkennen, dass in Kapitel I ein Blick auf die mathematisch
elementarsten Objekte geworfen wird, statt auf aus dem Alltag der Lernen-
den vorhandene Raumvorstellungen zuriickzugehen. Es féllt aber auf, und
das gilt auch flr die zweite, hier nicht abgebildete Halfte des Inhaltsver-
zeichnisses, dass stereometrische Betrachtungen wiederholt aufgegriffen
werden und auch analog zu entsprechenden planimetrischen Betrachtungen
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behandelt werden. Allerdings werden die rdumlichen und ebenen Themen
teils in unterschiedlichen Paragraphen und teils in getrennten Kapiteln an-
gesprochen und damit doch nicht unmittelbar verkniipft. Das fiinfte Kapitel
beschéftigt sich zudem schon mit der Kongruenz und stellt damit zumindest
die beweglichere Geometrie neben die zuvor vorherrschende Geometrie.

In den Kapiteln I und Il selbst werden geometrische Formen im Umfeld der
Lernenden, zunéchst ein- oder zweidimensionale Objekte und anschlieend
Korper, in Erinnerung gerufen. Diese werden von vornherein vereinfacht
dargestellt, weswegen ein ldeationsprozess notwendig bleibt, um die geo-
metrisch definierenden Eigenschaften hineinzusehen. Anschliefend werden
die geometrischen Objekte genetisch, im Sinne ihrer Entstehung, definiert,
womit an die Anschauung angeknupft wird. Wiederholt wird auch auf An-
wendungen zuriickgegriffen, ebenso wie geschichtliche Ausfuhrungen ein-
gebunden werden. Allerdings kommt handelnder Umgang mit Modellen
sehr kurz. AuRerdem ist die Visualisierung vieler Objekte einerseits bezo-
gen auf das Umfeld der Lernenden statisch, andererseits innermathematisch
teils funktional geprégt, aber insgesamt sehr einseitig. Stattdessen enthalt
das Kapitel bereits auffallend viele Grundsétze axiomatischen Charakters.

In Paragraph 9 des zweiten Kapitels hat allerdings das Umfeld der Lernen-
den und damit die Stereometrie zunédchst geringeres Gewicht, wie die Be-
handlung des Winkelbegriffs zeigt (Abb. 12).

Der Winkel
Haufig wird man vor die Aufgabe gestellt, die gegenseitige Lage von zwei Geraden,
zwel Richtungen oder zwei Strahlen anzugeben. Die Losung dieser Aufgabe fihrt uns auf ein

neues wichtiges Gebilde.

Zeichnet man von einem Punkt aus zwei Strahlen, so wird die Ebene in zwei Teile zer-
legt; jeden dieser Teile nennt man ein Winkelfeld oder kurz einen Winkel. Der Punkt
heiBt Scheitelpunkt, die Strahlen Schenkel des Winkels. Da die Strahlen unbegrenzt
sind, ist auch der Winkel unbegrenzt. Der Winkel ist also ein offenes Ebenenstiick.
Es spielt daher auch keine Rolle, wie lang man die Schenkel zeichnet. A

Man bezeichnet Winkel entweder mit kleinen griechischen Buchstaben
a, B, v, 0 usw. oder mit groBen lateinischen Buchstaben <L ABC (sprich:
Winkel ABC), wobei der Scheitelpunkt in der Mitte genannt werden muB,

oder auch mit kleinen lateinischen Buchstaben <[ (a, b) (sprich: Winkel B b e
zwischen a und b). <X oder LABC
Der Winkel entsteht durch Drehung eines Strahls um den Scheitel- oder <[ (2, b)

punkt. Wie man den Uhrzeiger vorrichten oder zuriickrichten kann, kann man jeden Strahl

nach zwei entgegengesetzten Richtungen drehen. Zwei Drehungen kdnnen also gleichen

oder entgegengesetzten Richtungssinn (Drehungssinn) haben. Man spricht von einer

Drehung im Uhrzeigersinn oder entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn. Winkel, die den

gleichen Drehungssinn haben, heiBen gleichsinnig, Winkel mit ent-

gegengesetztem Drehungssinn heiBen ungleichsinnig. Man kenn-

zeichnet den Drehungssinn durch einen Pfeil im Winkelfeld. £
Zeichnet man zwei Strahlen, so kann die Figur durch zwei ungleich- [\ G

sinnige Drehungen desselben Strahls entstanden sein; zwei Strahlen A

bilden also die beiden Winkel « und f.

Abb. 12: Ausfuhrungen zum Winkelbegriff aus Behrend 1932, S. 21
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In der Beschreibung eines Winkels als offenes Ebenenstiick und in der Er-
klarung, ein Winkel entstehe durch die Drehung eines Strahls, finden sich
sowohl eine statische als auch eine funktionale Herangehensweise. Die
Formulierungen zeigen zudem erneut, dass nicht mit einer strengen mathe-
matischen Terminologie gearbeitet wird. In folgenden Erlduterungen zur
Lange der Schenkel sowie zum Drehungssinn findet aulerdem eine Refle-
xion der Darstellungen statt. Es wird allerdings auch hier nicht operativ in-
duktiv vorgegangen, da nicht begriindet von einem Winkel ausgehend ande-
re Winkel hergeleitet werden. Zudem werden Winkel auch in diesem Fall
einseitig, meist mit einem Schenkel parallel zur kiirzeren Buchseite, darge-
stellt. Im folgenden Unterrichtsgang wird zur Winkelmessung tbergegan-
gen und in diesem Kontext auch ein Bezug zum Umfeld der Lernenden und
zur Stereometrie hergestellt.

Anwendung auf die Winkel im Dreieck

Aus diesen Lehrsitzen ergibt sich eine wichtige Folgerung
fiir die Winkel eines Dreiecks. Zeichnet man eine Strecke
AB, trigt in den Endpunkten dieWinkel a und 8 an, so ent-
steht ein Dreieck. Dreht man den freien Schenkel des
Winkels a nach auBen, so riickt der Punkt C auf dem freien
Schenkel des Winkels # immer weiter nach auBen. Werden
die beiden Schenkel parallel, so entsteht kein Dreieck mehr.
a und # betragen in diesem Falle als entgegengesetzte
Winkel 180°. Es entsteht die Vermutung, daB die Winkel-
summe des Dreiecks 180° betrigt.

Man kann dies experimentell durch Falten von Drei-
ecken bestatigen. Hat man ein spitzwinkliges Dreieck, so
halbiert man die Seiten AC und BC; die Mittelpunkte mégen
D und E heiBen. Man schneidet das Dreieck aus und faltet
es lings DE, so daB C auf AB fillt. Sodann faltet man ldngs
der gestrichelten Linien so, daB A und B mit C zusammen-
fallen. Die Winkel a, 3, y bilden zusammen einen gestreck-
ten Winkel.

c Ist das Dreieck stumpfwinklig, so hat man nur dafir
zu sorgen, daB der stumpfe Winkel an der Ecke C liegt;
sonst wiirde beim Falten C auBerhalb AB fallen.

D E

) I
i i
| 1
1 fiedss

A B A C B

Um die Vermutung zu beweisen, verlegt man mittels einer Hilfslinie ebenfalls die Winkel
des Dreiecks an eine Gerade,
so daB sie zusammen einen ge-
streckten Winkel bilden. Zieht
man namlich durch C die Par-
allele zu AB, so entstehen zwei
A il Z-Figuren, es ist daher o =4

" und g=¢; 0, y und & bilden

zusammen einen gestreckten Winkel, d. h. auch g, §, y bilden zusammen einen gestreckten
Winkel. Es ergibt sich also der
Lehrsatz: Die Summe der Winkel eines Dreiecks betrédgt 180°.

Abb. 13: Beweis des Winkelsummensatzes aus Behrend 1932, S. 42f
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In den sich noch auf Bewegungen beziehenden Kapiteln 11 und IV sind
weiterhin innermathematisch funktionale Betrachtungen zu beobachten.
Beweisfuhrungen sind induktiv gepragt, wie auch der Beweis des Winkel-
summensatzes zeigt (Abb. 13).

Hier motiviert die Einleitung den Lehrsatz. Es wird durchweg funktional
verfahren, da zunédchst Zusammenhdnge und GesetzméaRigkeiten untersucht
werden, wobei der funktionale Gedanke auch bei dem in der Einleitung ent-
haltenen unendlichen Grenzprozess ausgeschopft wird, und anschlieRend,
auch durch eigenes Falten, Verénderlichkeit und Beweglichkeit sowie Ver-
formungen betont werden. Weiterhin wird nach einer induktiven Beweis-
fuhrung vorgegangen, da von beliebigen Dreiecken ausgehend verallgemei-
nert wird. Dabei ist der Beweis auf Anschauungsargumenten begriindet und
wird sukzessive entwickelt.

Insgesamt l&sst sich, bezogen auf die Behandlung des Winkelbegriffs und
den Beweis des Winkelsummensatzes, somit feststellen, dass das Lehrbuch
von BEHREND die in den Methodiken verdffentlichten Unterrichtsvorschlé-
ge nur mit Bezug zum Beweis des Winkelsummensatzes teilweise umsetzt.
Zunéchst wird bei der Behandlung des Winkelbegriffs auch hier nicht die
von TREUTLEIN geforderte Fusion von Stereometrie und Planimetrie umge-
setzt. Zudem kommt erneut weder der von TREUTLEIN entworfene noch der
von HOFLER angedeutete operativ induktive Weg zum Einsatz, und auch die
Betrachtung von Ubergangsfillen wird héchstens implizit umgesetzt. Dar-
ber hinaus wird auch hier vor Behandlung der Winkelmessung kein Bezug
zum Umfeld der Lernenden hergestellt. Hinsichtlich des Beweis des Win-
kelsummensatzes wird allerdings ein experimenteller, Funktionalitdt beto-
nender Beweis angegeben, und es ist ein, wenn auch von jenen durch
HOFLER und LIETZMANN formulierten Wegen abweichender, so doch induk-
tiver Weg umgesetzt. Zudem wird der Beweis weniger aufgegliedert wie bei
LIETZMANN, mit geringerer Betonung der verwendeten Heuristiken und mit-
tels unmotivierter Hilfslinie, aber schrittweise formalisiert, was die Ent-
wicklung von fiir Beweisen notwendigen prozessualen Fahigkeiten erlaubt.

Begriffsbildung in Lehrbichern fiir die Volksschule in Anschluss an den Ri-
CHERTschen Lehrplan

Raumlehreunterricht hatte seinen Ursprung in der Volksschule, und der
propadeutische Geometrieunterricht der hoheren Schulen wurde in seiner
inhaltlichen und methodischen Organisation von der Volksschule angeregt
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(vgl. Lietzmann 1916 & 1985, im Original 1912). Als ein auf der Volks-
schule verwendetes Lehrbuch ist WILHELM Kusserows Los von Euklid!,
das gleichnamige Formel geprégt hat, zu nennen (vgl. Kusserow 1985, im
Original 1928; Schreiber 1985). Daher ist dieses Werk eine fruchtbare
Quelle zur Untersuchung eines Geometrieunterrichts, der moglicherweise
den durch die Meraner Vorschldge geforderten inhaltlichen und methodi-
schen Rahmen sowie das konkretere Vorgehen mit Bezug zur Begriffshil-
dung im Unterricht umsetzt und die Auswertung psychologischer Ergebnis-
se flr den Unterricht beruicksichtigt.

In dem Vorwort des Lehrbuchs heift es:

In den ,,Richtlinien zur Aufstellung von Lehrplénen fiir die oberen Jahrgéange
der Volksschule* vom 15. Oktober 1922 wird in dem von der Raumlehre han-
delnden Abschnitt folgende methodische Anweisung gegeben: ,,Bei der Be-
weisflihrung ist das Verfahren durch Messung und Bewegung (Verschieben,
Umlegen, Drehen) gegeniiber dem durch bloRe SchluBfolgerung (dem Euklidi-
schen) zu bevorzugen. Von der Anwendung des letzteren kann auch ganz abge-
sehen werden.*

Eine &hnliche Vorschrift finden wir in den ,,Bestimmungen tber die Mittelschu-
len in PreuBen vom 1. Juni 1925; sie lautet: ,,Die Bewegung (Parallelverschie-
bung, Umlegung, Drehung) ist weitgehend zu benutzen. Erst auf Grund der so
gewonnenen klaren Vorstellungen sind Begriffserklarungen, Grund- und Lehr-
sétze zu erarbeiten.*

Diesen Forderungen haben die VVerfasser der neuen Lehrbiicher sich anzupassen
gesucht, einige vorsichtig zuriickhaltend, andere fester zugreifend; aber in kei-
nem der uns bekannten Werke ist der Grundsatz der Bewegung planmaRig
durchgefiihrt. [...]

[...]

In diesem vorliegenden Buche ist — vielleicht zum erstenmal — der Versuch ge-
macht worden, die Behandlung des Hauptgliedes der Raumlehre durchgehend
auf Bewegung zu griinden. (Kusserow 1985, im Original 1928, S. 5f)

Hier wird eine Abwendung von dem euklidischen Lehrgang in dem Sinn
angesprochen, dass Bewegungen die Grundlage fiir Begriffsbildungen und
Beweisfuihrungen werden sollen. Dies impliziert, wie anschlieRend erlautert
wird, auch eine bessere Vernetzung von Begriffen miteinander sowie eine
anschaulichere Gestaltung von Beweisfiihrungen. Weiterhin wird im Vor-
wort der Arbeitsschulgedanke dahingehend angesprochen, dass Lernende
sich Inhalte selbst, auch in Anlehnung an deren historische Entwicklung,
erarbeiten sollen.
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Das Inhaltsverzeichnis des Lehrbuchs ist erneut aufschlussreich (Abb. 14).

Inhaltsverseidnis.

Selte
OO et el s AT o R s o S P SSINUA TG A5 1}
Ginleitung. (LoBvom Eulltbl) . . . . o s e s s s e s 7
fehrgang und methodbijde Behanblung ber Raumlehee . . . . . . . 23
@eradbe, Strahl undb Strede . . . . . .. L L. L. 23
Dad-TMap bt BEEHUME . oo oo« b v« oo ssonas s & Te e T el 24
et i leleiier S e O L T e 26
@leidhgeridhtete Strallen. . . . . . . . . ... L. 30
et Rinleliae e ety VR el W D e 5 33
Dret Sdpe fiber Winkel desd Dreteds . . . . . . . . . ... ... .. 39
GinaBIae/ HOSMeI . & v b w4 & ¢ i B s s w6 o e 43
Entjpredjende Punfte, Straflen, Streden und Fléden . . . . . . . . . 43

Dradjenviered, Bfeiljpipe, Giebelbreied, gleihidentliges Sedysed, Fiinfed
HNDEDAGUTed S & D s A o AT v h s W a B 43
Dedungdgleiche Dreiede . . . . . . . . L L. 55

1. Ubleitung ber Lebrjdpe mit Hilfe ber Séipe itber entjprechende Punite . 55
2. Ubleitung, angejdhloffen an bie Beichnung bed Dradjenviereds unbd ber

Pletlipiien = L i T v wm ke W s 58

3. Ubleitung burc) Berwanbdlung eines beliebigen Dreied3 in ein entpredyendes
POl T g e s I B e e S e e il 62

4, Ableitung dburd) Umivandlung eined beliebigen Dreiedsd in ein bedungs-
Aleithes g MO T Ty S nat SR IRy . e, D O 64
Dite Mittelpuntts-Symmeteie, v o . 4 ¢ ¢ ¢ oo v m o 8 v 6o 0 68
Gnifpredjende Punfte und Streden . . . . . . . . . . ... L. 68
Drehung eined Dreiedd in die Gegenlage . . . . . . .. .. ... 0
Entftehung und Einteilung ber Gleidvierede . . . . . . . . . . . . .. 72
®leigvierede und regelmipige Bielede al3 jymmetrijhe Formen . . . . . 76
Nodh brei Sipe fiber bad Gleidvieved . . . . , . . . . . . . ... .. 80
Der Kreid und bie Gerabe . . . . .. Lo L. 82

Gefne, Mittelpuntisivinfel und Abjtand der Sehne vom Mittelpunfte . . 82
@eiten und Winkel eined Dreieds in ifhrer gegenfeitigen Abhingigleit (Cin-
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Abb. 14: Ausschnitt aus dem Inhaltsverzeichnis aus Kusserow 1985, im Original 1928, S. 3

Es lasst sich wiederum erkennen, dass im ersten Kapitel ein Blick auf aus-
schlieBlich planimetrisch betrachtete mathematisch elementarste Objekte
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geworfen wird, statt auf aus dem Alltag der Lernenden vorhandene Raum-
vorstellungen zuriickzugehen. Auch insgesamt bezieht sich der Lehrgang
ausschlieBlich auf planimetrische Betrachtungen und die Stereometrie bleibt
komplett ausgeschlossen. Das dritte Kapitel behandelt schon die Kongru-
enzsatze und stellt damit zumindest der beweglicheren Geometrie die zuvor
vorherrschende Geometrie zur Seite.

In den ersten beiden Kapiteln selbst werden ebene geometrische Formen
anhand ihres Auftretens im Umfeld der Lernenden oder in der Technik be-
schrieben, Erkl&rungen sind dabei stark funktional geprégt und Definitionen
werden nicht vorgenommen. Aktives Handeln in Form von mit auf Pauspa-
pier gezeichneten Objekten durchgefiihrten Operationen kommt teilweise
zur eigenstandigen Erarbeitung von Sachverhalten zum Einsatz. Die Visua-
lisierung vieler Objekte ist jedoch sehr einseitig, Bewegungen werden aller-
dings angedeutet.

Im dritten Abschnitt des ersten Kapitels haben das Umfeld der Lernenden
und technische Betrachtungen geringeres Gewicht, wie die Behandlung des
Winkelbegriffs zeigt (Abb. 15).

In der Erzeugung eines Winkels durch Drehung ist der funktionale Gedanke
inharent. Zudem wird operativ induktiv vorgegangen, da genauer von zwei
Strahlen ohne Richtungsunterschied ausgehend ein Winkel als Richtungsun-
terschied der Strahlen erzeugt wird. Die Darbietung in Form eines FlieRtex-
tes zeigt auch, dass nicht mit einer strengen mathematischen Terminologie
gearbeitet wird. Allerdings werden Winkel erneut einseitig, meist mit einem
Schenkel parallel zur kiirzeren Buchseite, dargestellt. Im folgenden Unter-
richtsgang wird mit einer Winkeluhr gearbeitet, die zur Veranschaulichung
sowie zum Herstellen einer Verbindung von Winkel- und Bogengrofen mit
ZeitgroRen dient. Dartiber hinaus wird allerdings kein Bezug zum Umfeld
der Lernenden und auch kein Bezug zur Stereometrie hergestelit.
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Der Wintel,
Unter einem Winfel verftehen wiv den Ridtungdunterichied jweier
Gtraflen. Ob jie den Anfangdpuntt gemein Haben ober bon verfdjiedernern

pi =
Fig. 7.

Buntten audgehen, Halten wir fiiv belanglod; denn ein Richtungsunter-

jchied ift immer vorhanden, wenn bdie Strahlen nidt gleidigerichtet jind.

Die Grofe der bteidyung lift fich allerdingd nich)t ofne mweitered mefjen,

enn die Straflen von verjdiedenen Puntten audlaufen; bod) bavon jpdter.

Wir fiihren zunddijt stvei Strahlen vor,

bie ungmweifelhafjt bdiefelbe Ridhtung Haben

i (Fig. 7). Den oberen Gtrafl, ver auf Paus-

papier gezeichmet ift, Dalten wir im Punite A

mit einer MNadel auf Der Untetlage feft umd

¥, T brefen ihm. Daburd) erhdlt er eine anbere

oy Richtung; e3 ift ein Ridtungduntericdhied bder

) beiven ©traflen entftanben. Geine Grdpe ift

offenbar von ber ®rdfse ber Drefung abhingig. Wiv beftimmen den

Richtungdunterichied zreier Strahlen, inbem wiv die Grdfe der Drehung

meffen, butd) die et entftanben ift, ober anberd aufgefaft, burd) die der
4

Ay I # 2 o2
&ig. 9. Sig. 10.
entftandene Ridtungdunterichied tvieder aujgehoben werden fanm.
Abb. 15: Ausfuhrungen zum Winkelbegriff aus Kusserow 1985, im Original 1928, S. 26

In den ersten beiden Kapiteln sind weiterhin Beweisfiihrungen funktional

und induktiv geprégt, wie auch der Beweis des Winkelsummensatzes zeigt
(Abb. 16).
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2. Gap: Die Gumme der Jnnentvinfel eined Dreiedd betrdgt 180°

Aud) diefen Saf leiten wir durd) Drehung und Verfdjiebung ab.
(Fig. 51.) Wieber legen fwir den beweglichen Strahl auf AB, drehen ihn
aber nicht um den Edpunit B, fondern um A linf8herumt, bi3 er durd) ben
Cpuntt C geht. Die Drehungdgrofe ift in dem Winfel x gegeben. Jeht
Yalten toiv den Puntt C feft und drehen ben Strahl in bemfelben Sinne
meiter, bi3 er bie Seite BC dedt; der Winte! z jtellt bie Grofe ber Drehung
pat. Bulept drehen wir den Strahl nod) um B in bie Ridtung BA.

?/

¢

3\
<

~]

Sig. 51, Fig. b2.

Den Botgang nod) einmal iiberjhauend, ftellen wiv feft: Der Strabl
ift um bie Gumme der Wintel x, z und y gebreht worden, und e hat jelt,
mit feiner Audgangslage verglichen, die entgegengefepte Richtung; folglicy
Ix 4 Xy -+ Xz =180

Abb. 16: Beweis des Winkelsummensatzes aus Kusserow 1985, im Original 1928, S. 41%

Hier geht der Satz tber die AulRenwinkelsumme des Dreiecks dem uber die
Innenwinkelsumme zuvor. Es wird funktional verfahren, da durch Drehung
des Strahls Verénderlichkeit und Beweglichkeit sowie Verformungen betont
werden. Zudem wird induktiv geschlossen, da von einem beliebigen Drei-
eck, mit dem enaktiv mittels Pauspapier operiert wird, aus verallgemeinert
wird. Dabei ist der Beweis auf Anschauungsargumenten begrindet und wird
sukzessive entwickelt.

Insgesamt l&sst sich, bezogen auf die Behandlung des Winkelbegriffs und
den Beweis des Winkelsummensatzes, somit feststellen, dass das Lehrbuch
von KUSSEROW teilweise Ideen aus in den Methodiken verdffentlichten Un-

2 Es ist zu erwahnen, dass Fig. 51 aus Kusserow ein Dreieck visualisiert, von dessen
Schenkeln keiner parallel zu einer Buchseite liegt. Bei dem Fokus auf die Parallelitét
einer Dreiecksseite zur Hilfslinie durch den gegeniiberliegenden Punkt in Fig. 52 ist
allerdings auch die Parallelitat zur kiirzeren Buchseite wieder vorhanden.
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terrichtsvorschldgen in elementarerer Form umsetzt. Es wird zundchst bei
der Behandlung des Winkelbegriffs, wenn auch anders als bei TREUTLEIN
oder HOFLER, so doch operativ induktiv vorgegangen. Allerdings wird auch
hier nicht die von TREUTLEIN geforderte Fusion von Stereometrie und Pla-
nimetrie umgesetzt, und es wird kein Bezug zum Umfeld der Lernenden
hergestellt. Hinsichtlich des Beweises des Winkelsummensatzes wird ein
experimentelle und logisch-deduktive Elemente vereinender, Funktionalitét
betonender Beweis angegeben, und es ist ein, wenn auch von jenen durch
HOFLER und LIETZMANN formulierten Wegen abweichender, so doch induk-
tiver Weg umgesetzt. Der Beweis wird so auf einer elementaren Ebene suk-
zessive, mit Verweis auf die verwendeten Heuristiken, dargestellt, was die
Entwicklung von elementaren, fir Beweisen notwendigen prozessualen F&-
higkeiten erlaubt.

Mathematikmethodik® der DDR in den 1960er und 1970er Jahren
Entwicklungsphasen der Mathematikmethodik

In den spéaten 1940er Jahren erfolgte eine Ankniipfung der Mathematikme-
thodik an Erfahrungen aus der Weimarer Zeit. Die 1950er waren dann durch
einen wachsenden Einfluss der Sowjetunion, dabei insbesondere auch eine
wachsende Bezugnahme auf die sowjetische Psychologie, sowie einen blei-
benden Rickbezug auf reformpédagogische Ansitze gekennzeichnet. Die
Lehrplane dieser Zeit waren noch reine Stoffplane, die Freiheiten bezlglich
der Stoffanordnung erlaubten und nur knappe fachdidaktische Anmerkun-
gen enthielten (vgl. Borneleit 2003; Junge/Neigenfind 1960; Schulz 2003).

In den 1960er Jahren wurden einige politische Entscheidungen mit Einfluss
auf mathematikmethodische Forschungen getroffen. So wurde in Folge des
Mathematikbeschlusses des Politbiros des ZK der SED und des Minister-
rates der DDR im Jahr 1962 die zentrale staatliche Kommission fir den Ma-

% Sowohl Ziele und Inhalte als auch Methoden konnen als unter die Mathematikme-
thodik fallend gesehen werden, wobei Ziele und Inhalte wenig 6ffentlich diskutiert
wurden und Lehrpléne teilweise sehr eng vorgegeben waren (vgl. Bender 2003). Die
Mathematikmethodik zeichnete sich auBerdem durch starken Riickgriff auf die Be-
zugswissenschaften der Gesellschaftstheorie, Erkenntnistheorie, allgemeinen Didak-
tik und Mathematik sowie durch ein hohes Mal3 an Interdisziplinaritat aus (vgl.
Walsch 2003).
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thematikunterricht gegriindet, welche dann die Arbeit und Forschung des
Fachgebiets koordinierte. Eine weitere Entscheidung mit groRem Einfluss
auf die Mathematikmethodik war die Griindung der Akademie der Padago-
gischen Wissenschaften im Jahr 1970 sowie die Griindung der Forschungs-
gruppe ,,Mathematik* dort, die von da an die Arbeit des Fachgebiets koor-
dinierte. Sie hatte weiten Einfluss auf die Auswahl der Forschungsgegen-
stdnde der einzelnen Gruppen und beeinflusste auch wesentlich die verwen-
deten Forschungsmethoden, wobei im Laufe der Zeit aus der Koordinierung
der Forschungsaktivititen eine immer starker werdende Fihrung wurde
(vgl. Borneleit 2003; Schulz 2003; Weber 2003).

Die 1960er und 1970er Jahre insgesamt lassen sich durch die ,,mengentheo-
retische Fundierung“ des Mathematikunterrichts kennzeichnen. Mit der
mengentheoretischen Fundierung einher ging die Uberwindung der als ne-
gativ bezeichneten Einfliisse der Reformpéadagogik, die fur den Mathema-
tikunterricht auch einen endgultigen Bruch mit dem Raumlehreunterricht
der Volksschule bedeutete. So verschwanden beispielsweise Termini aus
dem Unterricht, die in der Fachwissenschaft Mathematik nicht gebrauchlich
waren,® und die Fachsprache wurde praziser. Auf Grund bereits erwahnter
politischer Entscheidungen wurden allerdings erst ab Ende der 1960er Jahre
mengentheoretisch fundierte mathematikmethodische Arbeiten herausgege-
ben, und es dauerte ebenfalls bis Ende der 1960er Jahre, bis sich die men-
gentheoretische Fundierung vollstdndig in Lehrplanen und Schulbiichern
niedergeschlagen hatte. Der mengentheoretische Lehrplan war dabei stark
vorgepragt und lieR den Lehrkraften wenig Freiheiten mit Bezug auf Aus-
wahl, Umfang und Tiefe der zu behandelnden Stoffe (vgl. Borneleit 2003;
Schulz 2003).

Die mengentheoretische Fundierung unterschied sich, auch wenn sie teil-
weise von dhnlichen Uberlegungen geleitet war, von der auch in diese Zeit
fallende Bewegung der Neuen Mathematik im Westen. So stand nicht das
Unterrichten von Elementen der Mengenlehre im Mittelpunkt. Man sah wei-
terhin von einer Algebraisierung der Geometrie, der Verwendung von Vek-
toren in den ersten 10 Schuljahren und der Behandlung von Determinanten

%1 S0 wurden im Raumlehreunterricht der Volksschule beispielsweise deutsche Be-
zeichner verwendet, wie Halbmesser anstatt Radius und Kreisumfang anstatt Peri-
pherie. Dies war in der mengentheoretischen Fundierung nicht mehr der Fall.
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und Matrizen ab. Der Grund dafir, dass die Neue Mathematik keinen Nie-
derschlag in der Mathematikmethodik fand, ist darin zu sehen, dass sich das
System der Volksbildung noch im Institutionalisierungsprozess befand, was
zur Folge hatte, dass eventuell in Aussicht genommene Verénderungen
nicht mehr wirksam wurden, weil bereits die ersten Negativmeldungen tber
das Unterrichten der Mengenlehre vorlagen. Weiterhin war mit der mengen-
theoretischen Fundierung des Mathematikunterrichts bereits ein Alternativ-
konzept entwickelt worden (vgl. Schulz 2003).

Die 1980er waren schlieBlich gekennzeichnet durch die Reduktion theoreti-
scher Erhéhungen. Damit sollte auf Probleme in der Schulpraxis reagiert
werden und eine Hinwendung zu den Lernenden und deren Kénnensent-
wicklung erfolgen. In den 1980ern wurden auch die Lehrpléne entschlackt,
um den Spielraum von Lehrkréften bei Planung und Gestaltung des Unter-
richts zu vergrélRern (vgl. Borneleit 2003; Schulz 2003).

Der Lehrplan der mengentheoretischen Fundierung konkret

Die folgenden Ausfiihrungen beziehen sich auf die mengentheoretische
Fundierung des Mathematikunterrichts, welche die Mathematikmethodik
wesentlich pragte. Die Ziele und Aufgaben des Unterrichts, hier fur die
Klassen 6 bis 8 der polytechnischen Oberschulen®, werden als Einleitung in
den jeweils jahrgangsstufenspezifisch aufgegliederten Lehrplan von 1969
formuliert:

Die Schiiler miissen sich in diesem Zeitraum mathematische Kenntnisse, Fahig-
keiten und Fertigkeiten in einem solchen Umfang und in einer solchen Qualitat
aneignen, daf sie einmal in zunehmendem Mafe mathematische Mittel und Me-
thoden zum besseren Erkennen und tieferen Verstehen ihrer Umwelt einsetzen
kénnen und zum anderen den erhéhten Anforderungen in den beiden AbschluR-
klassen der polytechnischen Oberschule gerecht zu werden vermégen. Durch
die weitere Schulung des Abstraktionsvermégens, durch die Befahigung zum
Verallgemeinern, zur Begriffshildung, zum Erkennen von Zusammenhangen
und zum Systematisieren sowie durch das Herausbilden erster Fahigkeiten zum
Definieren und Beweisen tragt der Mathematikunterricht gleichzeitig zur all-
gemeinen geistigen Entwicklung der Schiler bei. (Lehrplan 1969, S. 23)

32 praktisch alle Schiilerinnen und Schiiler der DDR besuchten mindestens bis zur
Klassenstufe 8 die allgemeinbildenden polytechnischen Oberschulen.
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Hier wird auf den Beitrag der Mathematik zum Verstehen der Umwelt, und
damit auch auf ein Prinzip der Allgemeinbildung®, auf die vorbereitende
Rolle des Unterrichts fur den weiteren Bildungsgang sowie auf den forma-
len Bildungswert der Mathematik als Bestandteil geistiger Entwicklung
verwiesen. Es wird die Bedeutung des Unterrichts fur die sozialistische Ge-
sellschaft deutlich, dessen erklértes Ziel die bestmdgliche Bildung und Ent-
wicklung der einzelnen Birger war, damit diese die Gesellschaft als Ganzes
bestmdglich unterstiitzen kénnen.

Die Ziele und Aufgaben mit Bezug zum Geometrieunterricht beziehen sich
weitestgehend auf Inhalte. Etwas Uber rein inhaltliche Ideen hinausreichend
heil3t es allerdings:

Die geometrischen Stoffgebiete des Mathematikunterrichts der Klassen 6 bis 8
haben das Ziel, die Schiller auf abbildungsgeometrischer Grundlage mit den
Begriffen ,,Kongruenz“ und ,,Ahnlichkeit sowie mit wichtigen Eigenschaften
der entsprechenden umkehrbar eindeutigen Abbildungen der Ebene auf sich
vertraut zu machen und sie zu befahigen, unter Verwendung dieser Kenntnisse
wichtige Lehrsétze Uber ebene Figuren abzuleiten beziehungsweise zu bewei-
sen. (Lehrplan 1969, S. 24)

Auch wenn Abbildungsgeometrie als Grundlage genannt wird, erhalt Kon-
gruenzgeometrie vor allem als Beweismittel eine zentrale Rolle. Weiterhin
wird planimetrischen Betrachtungen und einer formal-deduktiven Vorge-
hensweise, inshesondere dem Beweisen, ein hoher Stellenwert zugewiesen.

Der Lehrplan enthélt zudem verschiedene Leitlinien, deren Bedeutung fur
die geistige Entwicklung besonders herausgehoben wird. Diese Leitlinien
sind dennoch sehr inhaltlich gepragt und beziehen sich groRtenteils auf
Ideen, die den Mathematikunterricht auf verschiedenen Jahrgangsstufen
durchziehen. Die zentrale Leitlinie bildet dabei der mengentheoretische
Aufbau. Es wird auBerdem wieder auf die im Laufe der Schuljahre wach-
sende Bedeutung der Entwicklung eines Beweisverstdndnisses hingewiesen.
Weiterhin wird konsistent zur Ausbildung des sprachlichen Ausdrucksver-
mdgens aufgerufen, wobei Vagheit ausgeschlossen und der Umgang mit in
der Mathematik ublichen Sprachformen immer getbter werden soll.

% Das Prinzip der Allgemeinbildung umfasste in der mengentheoretischen Fundie-
rung des Mathematikunterrichts fachliches Wissen und Kénnen, feste sozialistische
Uberzeugungen, bestimmte Charaktereigenschaften sowie eine sozialistische Mo-
ralauffassung (vgl. Walsch 1977).
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In den Hinweisen zur methodischen und organisatorischen Gestaltung des
Unterrichts fur die Klassen 6 bis 8 sowie 9 und 10 heif3t es weiterhin:
Von der Einfiihrung eines Begriffs wird gesprochen, wenn die Schiiler mit dem
Begriff lediglich durch Umschreibung seines Inhalts und Umfangs, durch seine
Verwendung in verschiedenen Zusammenhéngen, durch Angabe von Beispielen
und ahnliches vertraut zu machen sind. Ist dagegen vom Definieren des betref-
fenden Begriffs die Rede, so soll das Erarbeiten des Begriffs tatsachlich bis zu
dessen Definition in der logischen Bedeutung des Wortes gefiihrt werden.
(Lehrplan 1969, S. 33 & S. 92)

Hier wird der Stellenwert der Begriffsbildung fur den Mathematikunterricht
allgemein deutlich. Die Bedeutung des sprachlichen Ausdrucksvermdgens
wiederum wird gezeigt durch die Unterscheidung zwischen Umschreiben
und Definieren von Begriffen. Im Folgenden werden als wichtige Bestand-
teile eines guten Begriffsverstdndnisses weiterhin die Fahigkeiten, Definiti-
onen umzuformulieren, Begriffe in ein Begriffssystem einzuordnen und im
Kontext richtig zu verwenden, genannt.

Die Stofflbersicht sieht fir Klasse 5 eine Wiederholung von bereits bekann-
ten planimetrischen Grundbegriffen sowie die Behandlung darauf aufbau-
ender Begriffe vor.* Es werden analog zu Flacheninhalten Rauminhalte be-
handelt, wobei enaktives Vorgehen vorgesehen ist, sowie Abbildungen
thematisiert. Ab Klasse 6 wird dann der Fokus auf Kongruenz gelegt, und
der Unterrichtsaufbau ist mit dem Fortschreiten des Unterrichts immer star-
ker an dem deduktiv gepréagten Aufbau der Fachmathematik orientiert.

Begriffsbildung in der mengentheoretischen Fundierung

Im Rahmen der mengentheoretischen Fundierung des Mathematikunter-
richts in der Mathematikmethodik wurde eine umfassende Methodik,
WERNER WALSCH und KARLHEINZ WEBERs Methodik Mathematikunter-
richt, veroffentlicht, die auch primares Lehrerhandbuch war und wesentlich
die mengentheoretische Fundierung widerspiegelt. Zudem wurden durch
ELISABETH FUHRMANN, WALSCH sowie HANS Bock Werke zum logischen
Denken, Definieren und Beweisen im Mathematikunterricht verdffentlicht,
welche ebenfalls durch die mengentheoretische Fundierung geprégt sind,

% Der systematische Aufbau der Geometrie mit planimetrischen Grundbegriffen wie
Strecken, Punkten und Geraden begann in der DDR bereits im zweiten Schuljahr
(vgl. Griesel 2003).
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wobei die hier genannten Werke hinsichtlich der in Ihnen thematisierten in-
haltlichen und methodischen Kernideen mit weiterem und engerem Bezug
zur Begriffsbildung in vielen Punkten (bereinstimmen. Dar(iber hinaus hat-
ten Quellen aus der psychologischen Forschung der Sowjetunion® einen
hohen Stellenwert in der mathematikmethodischen Forschung.

Die zentrale Leitlinie des Mathematikunterrichts der Mathematikmethodik,
die auch der Begriffshildung vorangestellt war, bildet, wie bereits erwahnt,
der mengentheoretische Aufbau. Der Wert dieses Aufbaus wird darin gese-
hen, dass Mengen aus beliebigen Objekten, insbesondere aus realen Gegen-
stdnden, gebildet werden kénnen. Der mengentheoretische Aufbau lasst sich
zudem dadurch charakterisieren, dass das Bezeichnete darin wichtiger ist,
als der Bezeichner. Die Definitionen beschrénken sich auf das, was zu einer
eindeutigen Kennzeichnung von Begriffen unbedingt notwendig ist, wobei
eine solche klare Darstellung als Bestandteil erfolgreichen mathematischen
Arbeitens gesehen wird. Weiterhin wird von einem genetischen Aufbau ge-
sprochen, der bedeutet, dass eine Fulle im Unterricht behandelter Begriffs-
definitionen aus immer wiederkehrenden einfachsten Bestandteilen konstru-
iert wird. Eine solche Uberschaubarkeit soll es den Lernenden erleichtern,
Forderungen nach Reproduktion von Begriffshildungen und Zusammen-
hangen zu erfillen (vgl. Fuhrmann 1972; Walsch & Weber 1977).

Auch in der mengentheoretischen Fundierung der Mathematikmethodik
wird ein propéadeutischer Unterricht bis Klasse 5 propagiert, was bedeutet,
dass Begriffe zunachst der Umwelt entstammen, anschaulich erzeugt und in
das angestrebte Begriffssystem eingeordnet werden sollen. Zudem sollen
auch geometrisch nicht grundlegende Begriffe wie Grundbegriffe behandelt
und diesen damit gleichgesetzt werden. Weiterhin wird handelnder Umgang
mit Modellen angeregt. So sollen Abstraktionsféhigkeiten aufgebaut wer-
den, indem von allen Eigenschaften der Kérper auler der Gestalt abstrahiert
wird. Als Hilfsmittel diesbeziglich sind fir jeden Kérper verschiedene Mo-
delle vorgesehen, die sich durch verschiedene GroRe, Herstellung aus unter-
schiedlichen Materialien und verschiedene Farbe voneinander unterscheiden

% psychologische Quellen aus der Sowjetunion mit hohem Stellenwert fiir die ma-
thematikmethodische Forschung lieferte beispielsweise der Entwicklungs- und pa-
dagogische Psychologe WassiLl DAawypow, die padagogischen Psychologen
JOACHIM LOMPSCHER, ARTUR PETROWSKI und SERGEJ RUBINSTEIN sowie der Ent-
wicklungspsychologe LEw WYGOTSKY.
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und die nicht unbedingt fur den Unterricht hergestellt sein missen. So soll
eine Wechselwirkung von Geometrie und Anschauung sowie von Geomet-
rie im Unterricht und Geometrie im Alltag stattfinden (vgl. Fuhrmann 1972;
Walsch & Weber 1977).

Schliel’lich sollen Elemente der euklidischen Geometrie vermittelt werden,
wobei sich an einem Axiomensystem orientiert wird, das Bewegungsaxio-
me statt Kongruenzaxiome beinhaltet. Der Abbildungsgedanke soll dabei
eine Strukturierung des Stoffes sowie klare und gut erfassbare Begriffshil-
dungen, auch fiir die Begriffe der Kongruenz und Ahnlichkeit, sowie men-
gentheoretisches Arbeiten, da die meisten Figuren als Punktmengen aufge-
fasst werden, ermdglichen. In Klassen 4 und 5 wird dabei ein propédeuti-
scher Bewegungsbegriff erarbeitet, auf dem dann der stark deduktiv aufge-
baute, an der Kongruenzidee orientierte Teil des Geometrielehrgangs ab
Klasse 6 fufdt (vgl. Elstermann 1992; Lorenz 1974; Walsch & Weber 1977).

Mit direktem Bezug zur Begriffshildung werden induktives und deduktives
Vorgehen unterschieden. Der induktive Weg einer Begriffsentwicklung
iber Beschreibungen, Erlauterungen und Anwendungen bis hin zur Defini-
tion wird als stets gangbar betrachtet, jedoch teilweise als langwierig und
umsténdlich. Als Voraussetzungen fir den deduktiven Weg eines Ausge-
hens von der Definition und eines ErschlieBens des Begriffsinhalts tber
Beispiele, Beschreibungen, Erlauterungen und Anwendungen werden ge-
nannt, dass den Lernenden die im Definiens enthaltenen Begriffe bekannt
sind, dass die Formulierung der Definition flr die Lernenden der jeweiligen
Altersstufe fassbar ist, und dass das Denkvermdgen der Lernenden so weit
entwickelt ist, dass ein fruchtbares Arbeiten auf einem relativ hohen Abs-
traktionsniveau machbar ist. In der Methodik wird allerdings auch, ausge-
hend von der marxistisch-leninistischen Erkenntnistheorie in der Psycholo-
gie, Begriffshildung ,,vom Abstrakten zum Konkreten“ betrachtet, was
meint, dass aus Erscheinungen ein Begriff abstrahiert wird, und dass dieser
Begriff dann an den Erscheinungen validiert wird.*® Das Vorgehen vom

% DawyDow beschreibt Begriffsbildung vom Abstrakten zum Konkreten folgen-
dermaRen:
Das Denken auf der Grundlage solcher Begriffe besteht einerseits im Ubergang vom
Sinnlich-Konkreten und Einzelnen zum Gedanklich-Abstrakten und formal Gemeinsa-
men, andererseits im umgekehrten Weg, im Ubergang vom Abstrakten zum Sinnlich-
Konkreten bei der Definition und beim Erkennen einzelner Gegenstande als zu einer be-
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Abstrakten zum Konkreten wird als vorteilhaft angesehen, da die Kenntnis
einzelner Objekte nicht isoliert, sondern in allgemeine Zusammenhénge und
Wesensmerkmale eingeordnet und verankert wird. Zudem heif3t es, dass im
Prozess des Aufsteigens vom Abstrakten zum Konkreten Verfahren der
Analyse des Konkreten entstehen, was zur Ausbildung der Selbststandigkeit
der Lernenden beitragt. SchlieRlich wird die Methode des Aufsteigens vom
Abstrakten zum Konkreten als die einzige Methode genannt, durch die wis-
senschaftliche Begriffe und Verfahren des wissenschaftlichen Denkens her-
ausgebildet werden koénnen (vgl. Dawydow 1977; Fuhrmann 1972;
Lompscher 1989; Walsch 1972; Walsch & Weber 1977).

AuBerdem sollen Ubergangsfalle betrachtet und Grenzen herausgearbeitet
werden. Hier wird schon deutlich, dass das Begriffsnetz betont werden soll.
Dazu sollen Ubungen im Uber- und Unterordnen von Begriffen, sowie im
Beschreiben, Vergleichen und Herausheben von Eigenschaften herangezo-
gen werden. Definitionen durfen zunéchst auch umgangssprachlich formu-
liert werden und Uberfliissige Nennungen enthalten, ab Klasse 6 sollen Ler-
nende allerdings sowohl Definitionen von Objekten als auch Definitionen
von Relationen kennenlernen und mit der formalen Sprache von Definitio-
nen vertraut gemacht werden. Schlieflich ist ein insgesamt einheitlicher und
folgerichtiger Aufbau des Begriffssystems vorgesehen, wobei der einheitli-
che Aufbau unmittelbar durch den mengentheoretischen Aufbau gegeben
ist. Folgerichtiger Aufbau bedeutet, dass Begriffe, sofern das mit dem Ent-
wicklungsstand der Lernenden vereinbar ist, wenn sie verwendet werden,
vollstandig auf bekannte Begriffe zurlickgefuhrt, in das Begriffsnetz einge-
ordnet und klar formuliert werden (vgl. Bock & Walsch 1975; Fuhrmann
1972; Walsch 1972; Walsch & Weber 1977).

WOLFGANG STEINHOFEL, KLAUS REICHOLD und LOTHAR FRENZEL be-
schreiben den Prozess der Begriffshildung einheitlich durch ihre schemati-
sche Ubersicht zur methodischen Gestaltung der Begriffshildung (Abb. 17).
Der Prozess der Begriffshildung wird dabei kondensiert auf die Phasen der
Orientierung auf das Problem, der Problembearbeitung, der Problemldsung
sowie riickschauenden und weiterfihrenden Betrachtungen. Die Autoren

stimmten (gemeinsamen) Klasse gehdrend. Sowohl Anfang als auch Ende dieses Prozes-
ses ist das Sinnlich-Konkrete (seine Klassifizierung und Systematisierung, seine ldentifi-
zierung und Unterscheidung). (Dawydow 1977, S. 46)
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erwéhnen, dass innerhalb dieses Schemas zumindest die Phase der Erarbei-
tung des Begriffsinhalts, demnach der erste Schritt der Phase der Prob-
lemldsung, unterschiedlich strukturiert sein kann, da beispielsweise von
ausgewahlten Représentanten oder der Herstellung solcher, von einem
Oberbegriff, bereits verwendeten unscharfen Begriffen, analogen Begriffen
oder Begriffsdefinitionen ausgegangen werden kann. Dennoch wird das
Schema auf die unterschiedlichen Begriffsarten, wobei Objektbegriffe, Ei-
genschaftsbegriffe, Relationsbegriffe und Operationsbegriffe unterschieden
werden, verallgemeinert. Dies betont wiederum das Ziel eines einheitlichen
und folgerichtigen Aufbaus des Begriffssystems (vgl. Steinhdfel, Reichold
& Frenzel 1977 & 1988).

Schematische Ubersicht zur methodischen Gestaltung der Begriffseinfiihrung

Zusammenfassung der in bezug auf den einzufiihrenden Begriff schon vorhandenen
Kenntnisse (Ausgangsniveau)

Motivierung fir die Einfithrung des ,,neuen® Begriffs bzw. fiir das Erarbeiten eincr

Orientierun,
€ ! Definition fiir den Begriff

auf das Problem
(1) Zielstellung und -prézisierung: Prizisierung der Forderungen, was zu definieren ist
(Objekt, Relation, Operation) unter Beachtung inhaltlicher (ZweckmiBigkeit z. B. durch
Beriicksichtigung des Permanenzprinzips) und logischer Bedingungen (Umfangsgleich-
heit, Zirkelfreiheit, Widerspruchsfreiheit)

Schaffung einer Ausgangssituation durch Bereitstellen bzw. . Erzeugen* von Unter-
suchungsobjekten entsprechend der Zielstellung

Problem-

bearbeitung Wabhl einer Strategie vor allem durch Orientieren am Vorgehen bei dhnlichen Defi-
nitionsproblemen (z. B.: gemeinsame Merkmale der Objekte suchen, Permanenzprinzip
beachten, . ..) und entsprechendes Festlegen von Handlungsschritten fiir die Untersu-

chung bestimmter Objekte unter Beachtung des Begriffsumfangs

Feststellen gemeinsamer (und nichtgemeinsamer) Merkmale der betrachteten Objekte
bzw. Finden der Beziehungen, durch die das Definiendum ersetzt werden kann (bei
Problemldsung Definitionen von Operationen, Termen, . . .)

Formulieren einer Begriffserklarung bzw. Definition (dabei Reduktion der gemein-
samen Merkmale auf ein notwendiges und hinreichendes System von Merkmalen)

Riickschauende  Grenzfille und Sonderfille des Begriffs
und weiter-

Betrachtungen zur ZweckmiiBigkeit der Definition

fithrende

Betrach- Einordnen des Begriffs in ein Begriffssystem (graphische Veranschaulichung)
tungen Verdeutlichen und ., Abheben® der Strategie der Begriffsbildung (Mdglichkeiten der
(2)! Ubertragung)

Abb. 17: Schematische Ubersicht zur methodischen Gestaltung der Begriffsbildung
aus Steinhofel, Reichold & Frenzel 1977, S. 648

Letztlich durfen Beweise zunéchst induktiven Charakter oder die Form von
Plausibilitatsbetrachtungen, verpackt in Begriindungen und Argumentatio-
nen, haben. Ab Klasse 6 soll allerdings ein Gefiihl fur Problemsituationen
und damit auch ein Verstandnis fir Beweisnotwendigkeiten entstehen. Da-
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bei sollen Beweise sukzessive, mit Hilfe von Handlungen auf unterschiedli-
chen Internalisierungsebenen, erarbeitet werden, damit die fir Beweisen
notwendigen prozessualen Fahigkeiten gelernt werden kdnnen. Dariiber
hinaus soll ein Bediirfnis nach logischer Strenge, vor allem bezogen auf die
formal deduktive Ebene, sowie Sicherheit im Umgang mit formalisierten
Ausdriicken entwickelt werden. Der Prozess der Beweisfihrung wird
schlieBlich in einer schematischen Ubersicht zur Behandlung mathemati-
scher Sétze und ihrer Beweise ebenfalls kondensiert auf vier Phasen, die
jenen des Prozesses der Begriffshildung sehr &hnlich sind. So wird unter-
schieden zwischen der Orientierung auf das Problem, der Bearbeitung des
Problems bei der Satzfindung, der Lésung des Problems sowie riickschau-
enden und weiterfiihrenden Betrachtungen. Es wird wiederum erwahnt, dass
die Umsetzung des Schemas abhdngig von jeweils situativen Bedingungen,
wie stoff-, alters- und zeitbedingten Umstédnden sowie Aneignungsniveau
und Zielstellung ist. Dennoch betont die Existenz eines solchen Schemas
das Ziel einer einheitlichen Entwicklung von Satzen und Beweisen. Die
Analogie der schematischen Ubersichten zur methodischen Gestaltung der
Begriffshildung sowie zur Behandlung mathematischer Sétze und ihrer Be-
weise zeigt zusatzlich Parallelen zwischen der Arbeit mit Begriffen sowie
mit Satzen und Beweisen auf. Diese schematischen Ubersichten liefern eine
Orientierung fur konkretes unterrichtliches VVorgehen und damit auch einen
Grund, weswegen konkrete Unterrichtsvorschlage in methodischer Literatur
weniger weit verbreitet sind (vgl. Bock & Walsch 1975; Steinhofel
Reichold & Frenzel 1988; Walsch & Weber 1977).

Begriffsbildung in der Schulbuchreihe der mengentheoretischen Fundierung

In der friheren DDR wurde ab den 1960er Jahren in mehreren Auflagen nur
eine Schulbuchreihe fiir polytechnische Oberschulen mit jeweils einem
Buch pro Jahrgangsstufe veroffentlicht, die basierend auf den jeweils aktu-
ellen Lehrplénen von einer Reihe in der Fachmethodik tatiger Autoren erar-
beitet wurde. Daher ist davon auszugehen, dass die im Lehrplan formulier-
ten Ziele und Aufgaben, Leitlinien sowie Hinweise zur methodischen und
organisatorischen Gestaltung des Unterrichts weitestgehend, die vorgesehe-
nen Inhalte hingegen sogar vollstdndig beriicksichtigt wurden (vgl. Borne-
leit 2003).

Die Inhaltsiibersichten der Schulbuchreihe enthalten fiir den Geometrieun-
terricht, wie die Stoffuibersicht des Lehrplans erwarten Iasst, fir Klasse 5
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die Themen ,,Messen und Einheiten, worunter das Arbeiten mit, insbeson-
dere das Messen von Strecken, Fldcheninhalten und Rauminhalten fallt, so-
wie ,,Geometrische Grundbegriffe und Konstruktionen®, worunter das Ar-
beiten mit den Begriffen ,,Drehungen”, ,,Winkel* und ,,Spiegelungen* fallt.
In Klasse 6 folgt ,,Planimetrie” mit den Unterthemen ,,Bewegung und Kon-
gruenz“, ,,Beziehungen zwischen Winkeln®, ,Dreiecke”, ,,Kongruenz von
Dreiecken®, ,,Vierecke und Vielecke* und ,,Flacheninhalt und Umfang von
Vielecken* sowie in Klasse 7 ,,Darstellende Geometrie“, ,,Der Kreis“ und
»Stereometrie mit den Unterthemen ,,Prismen“ und ,,Kreiszylinder”. In
Klasse 8 wird sich der ,,Ahnlichkeit“ und ,,Flachen- und Rauminhaltsbe-
rechnung® gewidmet, und der Geometrieunterricht der Mittelstufe wird in
Klasse 10 mit ,,Winkelfunktionen® abgeschlossen (vgl. Bittner et al. 1982a;
Bittner et al. 1982b; Kreusch et al. 1982; Richter et al. 1985; Tietz et al.
1982). Eine solche Unterrichtsstruktur ist mit einem mengentheoretischen
Aufbau vereinbar und erlaubt propéadeutischen Unterricht in Klasse 5 ein-
schlielich Konstruktionen von Bewegungen. Die Eigenschaften dieser bil-
den darauf aufbauend in Klassenstufe 6 die Grundlage fir die Kongruenzs-
atze, welche dann eine zentrale Rolle einnehmen. Dass sich dabei implizit
an einem Axiomensystem orientiert wurde, zeigt das zentrale mathematik-
methodische Werk aus der mengentheoretischen Fundierung:

Maglich ist jedoch eine Orientierung an einem Axiomensystem [...], um ein
den ganzen Lehrgang durchziehendes einheitliches Begriffssystem entwickeln
und die der Geometrie innewohnenden Potenzen zur Herausbildung von Ele-
menten einer deduktiven Denk- und Arbeitsweise wenigstens von einer gewis-
sen Klassenstufe an (etwa von Klasse 6 an) ausnutzen zu kénnen.

(Walsch & Weber 1977, S. 112)

In dem Kapitel ,,Messen und Einheiten* in Klasse 5 werden zunachst bereits
bekannte Grundbegriffe wiederholt. Dabei werden auch geometrisch als
nicht grundlegend betrachtete Begriffe wie Rechteck oder Quader naiv ver-
wendet. Die Begriffe des Fldchen- und Rauminhalts werden analog zuei-
nander mittels enaktivem Zugang behandelt, auf verschiedene Modelle wird
allerdings nur kurz verwiesen. Im Kapitel ,,Geometrische Grundbegriffe
und Konstruktionen* wird der mengentheoretische Aufbau bereits angedeu-
tet, mit diesem Kapitel wird auch der Abbildungsgedanke dem Kongruenz-
gedanken vorangestellt. In beiden genannten Kapiteln haben Definitionen
den Charakter von Umschreibungen, und auch Beweise werden in der Form
von Plausibilitatsbetrachtungen gegeben, die Notation wirkt dennoch schon
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sehr fachwissenschaftlich gepragt und damit formal. In dem Kapitel ,,Pla-
nimetrie” in Klasse 6 werden schlieflich grundlegende Eigenschaften von
Bewegungen systematisch zusammengefasst, bevor die Kongruenzsétze be-
handelt werden.

Der schon in Klasse 5 angedeutete mengentheoretische Aufbau zeigt sich
auch in der Behandlung des Winkelbegriffs (Abb. 18).

Winkel
3

Das Bild des Strahls a bei einer Drehung um seinen Anfangspunkt S soll der
Strahl b sein. Der Strahl a und der Strahl b (Bild des Strahls a) bilden dann den
Winkel (a, b) (Bild D 8).
Das Bild des Strahls b bel einer Drehung um seinen Anfangspunkt S soll der
Strahl a sein. Der Strahl b und der Strahl a (Bild des Strahls b) bilden dann den
Winkel (b, o) (Bild D 9).

£ el negaf{ver
positiver s : Drehsinn
Drehsinn
7 o
§A = :
D8 <X [a,b) D9 < (ba)

Winkel (a, b) kénnen wir auch schreiben als < (a, b)
Den Punkt S nennen wir den Scheitel des Winkels, die Strahlen a und b die
Schenkel des Winkels.

Im Bild D10 werden Punkte dargestellt, die auf den Schenkeln liegen (Rand-
punkte), die im Inneren des Winkels liegen (innere Punkte) und die auBerhalb
des Winkels liegen (duBere Punkte).

Winkel

D10

Abb. 18: Ausfuhrungen zum Winkelbegriff aus Kreusch et al. 1982, S. 78
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In dem Hinweis auf den Winkel als Punktemenge zeichnet sich bereits der
mengentheoretische Aufbau ab, wenn die Definition anfangs auch um-
gangssprachlich formuliert ist. Darliber hinaus ist propédeutisches Vorge-
hen, im Sinne eines Anknupfens an die Umwelt und eines Arbeitens mit
Modellen, allerdings nicht durchgesetzt. Weiterhin wird schon deduktiv, in
elementarer Form, vorgegangen, da eine Beschreibung von Winkel voran-
gestellt wird, bevor im Folgenden kurz Beispiele, Erlauterungen und An-
wendungen thematisiert werden. Zudem werden im weiteren Unterrichts-
gang verschiedene Winkelarten unterschieden, was als Ubung im Uber- und
Unterordnen von Begriffen gelten kann. Das Schema zur methodischen Ge-
staltung der Begriffseinfihrung findet sich allerdings, auch bei Einbettung
der Behandlung des Winkelbegriffs in den Kontext des Geometrielehr-
gangs, bestenfalls sehr oberflachlich. So sind im vorhergehenden Abschnitt
»Drehungen® hdchstens implizit die Phasen der Orientierung auf das Prob-
lem und der Problembearbeitung enthalten, die angegebene Beschreibung
von Winkel kann kaum als Problemldsung angesehen werden, allenfalls
kénnen folgende Abschnitte mit riickschauenden und weiterfiihrenden Be-
trachtungen identifiziert werden.*

Der geometrische Unterricht ab Klasse 6 zeichnet sich weiterhin durch ein
sehr formales VVorgehen aus, wie auch der Beweis des Winkelsummensatzes
zeigt (Abb. 19).

Hier stehen eine formal-deduktive Beweisfiihrung und eine sehr formalisier-
te Ausdrucksweise nebeneinander. Es Iasst sich das Schema zur Behandlung
mathematischer Satze und ihrer Beweise in das hier propagierte Vorgehen
hineinlesen.® So kénnen a), b) und c) als Phasen der Orientierung auf das
Problem sowie der Bearbeitung des Problems bei der Satzfindung gesehen
werden. Der Beweis selbst lieRe sich der Lésung des Problems zuordnen,
bei der abschlieend geforderten Begriindung wiirde es sich um eine riick-
schauende und weiterfiihrende Betrachtung handeln.

% Die Ausfiihrungen in der auf dem Lehrbuch basierten Unterrichtshilfe bestatigen,
dass das Schema zur methodischen Begriffseinfilhrung nicht explizit befolgt wurde
(vgl. Ritter et al. 1976).

% Die Ausfiihrungen in der auf dem Lehrbuch basierten Unterrichtshilfe zeigen auch
hier allerdings keine explizite Befolgung des Schemas zur Behandlung mathemati-
scher Satze und ihrer Beweise (vgl. Ritter et al. 1975).
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15 Satz Uber die Innenwinkel eines Dreiecks

a) Zeichne ein spitzwinkliges, ein rechtwinkliges und ein stumpfwinkliges Drei-
eck! :

b) MiB in jedem Dreieck die Innenwinkel und bilde jeweils ihre Summe!

) Vergleiche die Summen! Was vermutest du?

SATZ: In jedem Dreieck betriigt die Summe der Innenwinkel 180°,

Bewels: o, f und y selen die Innen-
winkel eines beliebigen Drelecks
ABC.

Durch C gibt es genau eine Parallele
zuF Geraden AB, Dle zu « bzw. § ge-
hérigen Wechselwinkel bezelchnen
wir mit &’ bzw, B’ (Bild D 26).

Jnnenwinkelsatz

D2

Dann gilt: &' + B + 9 =180° als gestreckter Winkel
o =a | als Wechselwinkel an
f =48 | geschnittenen Parallelen

Daraus folgt: o + 8 +9 =180° w.z b.w.

PBegrunde, daB ein Dreleck h&chstens einen rechten bzw. héchstens elnen
stumpfen Winkel haben kann!

Abb. 19: Beweis des Winkelsummensatzes aus Tietz et al. 1982, S. 109f

Gegenuberstellung der Begriffsbildung in den betrachteten Epochen

Die Reformbewegung im Umfeld der Meraner Vorschlage, die Reformen
im Umfeld des RICHERTschen Lehrplans sowie die mengentheoretische
Fundierung des Mathematikunterrichts in der Mathematikmethodik der
DDR zeichnen sich durch einige, mit Bezug zur Begriffsbildung im Geo-
metrieunterricht relevante, Ubereinstimmende Aspekte aus. So wurde eine
stirkere Vernetzung verschiedener Gebiete des Mathematikunterrichts ge-
fordert. Diese sollte im Umfeld der Meraner Vorschldge und des RICHERT-
schen Lehrplans durch eine Durchdringung von Geometrie und Arithmetik,
in der Mathematikmethodik hingegen durch den mengentheoretischen Auf-
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bau erreicht werden. Zudem wurde ein propédeutischer Geometrieunterricht
gefordert, in dem handelnder Umgang mit Modellen stattfinden sollte und
der zu einer Fusion von Stereometrie und Planimetrie, beziehungsweise Ge-
ometrie und Anschauung beitragen sollte. Weiterhin wurde im Umfeld der
Meraner Vorschldge und des RICHERTschen Lehrplans eine beweglichere
Geometrie und damit eine Verwendung von Kongruenzabbildungen statt
Kongruenzsatzen als zentrales Beweismittel gefordert. Diese Forderung fin-
det sich in der mengentheoretischen Fundierung teilweise repliziert in dem
Aufruf zum Unterrichten einer euklidischen Geometrie, die auf Bewegun-
gen statt auf Kongruenzaxiomen aufgebaut ist. Hierbei ist allerdings auch
zu erwéhnen, dass die Forderungen aus dem Umfeld der Meraner Vorschlé-
ge und des RICHERTschen Lehrplans bedeutend weiter sind, als jene aus der
mengentheoretischen Fundierung, da diese sich auf ein allgemein funktional
dynamisches VVorgehen bei der Bearbeitung geometrischer Fragestellungen,
jene aus der mengentheoretischen Fundierung hingegen nur auf die Ver-
wendung von Eigenschaften von Bewegungen als Grundlage fir die Kon-
gruenzsatze beziehen.

In den genannten Epochen war mit direktem Bezug zur Begriffshildung zu
einer Orientierung am Entwicklungsstand der Lernenden aufgerufen, womit
sowohl induktives als auch deduktives VVorgehen, neben in der mengentheo-
retischen Fundierung auch dem Vorgehen vom Abstrakten zum Konkreten,
als legitim galt. Dabei wurde allerdings im Umfeld der Meraner Vorschlage
und des RICHERTschen Lehrplans der operative Aspekt stark betont, der in-
duktivem Vorgehen bei der Begriffshildung einen eigenen Wert aufprégte,
in der mengentheoretischen Fundierung hingegen wurde induktives Vorge-
hen vor allem als Hilfsmittel beim Erlernen einer deduktives Arbeitsweise
gesehen. Darliber hinaus sollte insgesamt das Begriffsnetz betont werden,
im Umfeld der Meraner Vorschlage und des RICHERTschen Lehrplans wur-
de allerdings die Anschaulichkeit starker akzentuiert, in der mengentheore-
tischen Fundierung waren Definitionen wichtiger. SchlieBlich wurde im
Umfeld der Meraner Vorschlage und des RICHERTschen Lehrplans ein logi-
scher Aufbau des Begriffssystems, in dem die Behandlung von Begriffen
motiviert geschieht, in der mengentheoretischen Fundierung hingegen ein
einheitlicher und folgerichtiger Aufbau dessen gefordert, der sich unter an-
derem in der Angabe des Schemas flr den Prozess der Begriffsbildung wi-
derspiegelte. Auch bezogen auf die Beweisfiihrung sollte der Entwicklungs-
stand der Lernenden bertcksichtigt werden, im Umfeld der Meraner Vor-
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schldge und des RICHERTschen Lehrplans hatte allerdings das Beweisver-
stdndnis einen sehr hohen Wert, in der mengentheoretischen Fundierung der
Umgang mit formalisierten Ausdriicken. Zudem wurde in der mengentheo-
retischen Fundierung die Einheitlichkeit im Aufbau des mathematischen
Systems ebenso durch die Angabe des Schemas fur den Prozess der Beweis-
fuhrung ausgedriickt.

Des Weiteren darf nicht unberiicksichtigt bleiben, dass die im Umfeld der
Meraner Vorschldge entstandenen methodischen Ideen und Forderungen
sowie Unterrichtsvorschldge nur teilweise in jenen in direktem Anschluss
an die Meraner Vorschlage verdffentlichten Lehrbichern umgesetzt waren.
So kam in dem Lehrbuch von BEHRENDSEN und GOTTING handelnder Um-
gang mit Modellen sehr kurz, und auch die Fusion von Stereometrie und
Planimetrie war nur ansatzweise durchgesetzt. Zudem wird bei Begriffshil-
dungen operativ induktives Vorgehen vernachlassigt und bei Beweisfiih-
rungen deduktives und auch symbolisch formales VVorgehen angewendet,
wenn auch eine strenge mathematische Terminologie nachrangig scheint.

Die im Umfeld der Meraner Vorschlédge genannten Ideen und Forderungen
finden sich dabei in dem im Anschluss an den RICHERTschen Lehrplan ver-
offentlichten Lehrbuch von BEHREND starker beriicksichtigt. Die Fusion
von Stereometrie und Planimetrie kann, wenn auch nicht vollstdndig, so
doch zumindest verstarkt konstatiert werden, Begriffsbildungen sind stérker
reflexiv gepragt und bei Beweisfiihrungen ist funktional dynamisches, in-
duktives Vorgehen bedeutend verbreiteter. Allerdings muss erwahnt wer-
den, dass die in Anschluss an den RICHERTschen Lehrplan verdffentlichten
psychologischen Erkenntnisse nur ansatzweise Niederschlag in den Lehrbi-
chern gefunden haben, da Visualisierungen von mathematischen Objekten
haufig statisch und vor allem sehr einseitig sind und auch Beweise nicht
ausreichend in das Begriffsnetz eingebettet werden.*

Die in der mengentheoretischen Fundierung genannten Aufgaben des Ma-
thematikunterrichts werden in den basierend auf dem Lehrplan erarbeiteten

39 Fiir betrachtetes Lehrbuch fiir die Volksschule von Kusserow gilt, dass eine Fu-
sion von Stereometrie und Planimetrie nicht zu beobachten ist, allerdings das Buch
stark durch funktional dynamisches, induktives VVorgehen gepragt ist. Auch wenn
Visualisierungen von mathematischen Objekten haufig noch einseitig sind, so wird
doch das Begriffsnetz verstarkt betont. Fir die endgiltige Gegenuberstellung ist die-
ses Schulbuch auf Grund seines VVolksschulbezugs allerdings nicht relevant.
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Schulbichern teilweise umgesetzt. Dabei ist der vorgesehene propéadeuti-
sche Unterricht in Klasse 5 nur ansatzweise im Lehrbuch realisiert, da auf
Modelle nur kurz verwiesen wird und die Notation schon sehr fachwissen-
schaftlich geprdagt ist. Die Forderungen mit direktem Bezug zu Begriffsbil-
dungen und Beweisfiihrungen sind allerdings, mit Ausnahme der Schemata
zur methodischen Gestaltung der Begriffseinfiihrung und Behandlung ma-
thematischer Séatze und ihrer Beweise, groBtenteils verwirklicht.

Fazit

Insgesamt l&sst sich feststellen, dass insbesondere viele in den Meraner
Vorschlagen gedulRerten Forderungen politischen Anliegen geschuldet wa-
ren und wohl auch aus diesem Grund nur ansatzweise in direkt im An-
schluss an die Meraner Vorschldge entstandenen Lehrbiichern umgesetzt
waren. Daher kann im direkten Umfeld der Meraner Vorschlége nicht un-
mittelbar eine ,,Los von Euklid!*“-Bewegung ausgemacht werden. In den
betrachteten, im Anschluss an den RICHERTschen Lehrplan entstandenen
Lehrbiichern war die Fusion von Stereometrie und Planimetrie, wie auch
eine funktional dynamische und induktive Arbeitsweise, die als wichtige
Aspekte des ,,Los von Euklid!“-Gedankens gesehen werden kdnnen, aller-
dings verstarkt umgesetzt. Doch auch in diesem Bezug ist zu beachten, dass
zur Analyse fortschrittliche Lehrbiicher gewéhlt wurden. Einige Nachfolger
der im Anschluss an die Meraner Vorschlage verdffentlichten Lehrbicher
zeigten auch in den 1920ern noch ein anderes Bild.

In den Schulbiichern aus der mengentheoretischen Fundierung des Mathe-
matikunterrichts in der Mathematikmethodik wird schlieBlich ein axiomati-
scher Aufbau der Geometrie verfolgt, wenn auch nicht alle in der mengen-
theoretischen Fundierung entworfenen Konzeptionen umgesetzt waren.
Ausgehend von den, in Anschluss an die Meraner VVorschldge und den RI-
CHERTschen Lehrplan entstandenen, unterschiedlich schattierten Lehrbii-
chern lasst sich jedoch kein direkter Gegensatz zwischen diesen Epochen
und der Mathematikmethodik ausmachen. In Kontrast zu den hier betrachte-
ten, im Anschluss an den RICHERTschen Lehrplan entstandenen Lehrbii-
chern kann das Vorgehen in den Schulbiichern der mengentheoretischen
Fundierung allerdings als Anzeichen firr eine Orientierung in Richtung
EUKLIDs gesehen werden, andererseits liegt mit dem mengentheoretischen
Aufbau eine grundlegende aber antieuklidische Pragung vor.
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Begriffsbildung im Mathematikunterricht
der Sekundarstufe | zum Thema Winkel

Christian Dohrmann, Ana Kuzle

Zusammenfassung. Der Winkelbegriff als elementarer Begriff der ebenen Geometrie
und Raumgeometrie ist aufgrund vielféltiger Aspekte und Definitionen ein komple-
xer Lehr- und Lerngegenstand. Satze tber Gleichheit, Summen und Differenzen von
Winkeln, sowie der Winkel als Objekt-, Relations- und MaRbegriff sind fiir die ge-
samte (Schul-)Geometrie relevant. Der Winkelbegriff muss folglich im Mathematik-
unterricht systematisch und ganzheitlich ausgebildet werden (KRAINER, 1989). Er-
gebnisse fachdidaktischer Forschung zum Thema innerhalb der letzten 30 Jahre stel-
len aufgrund nachweisbarer Fehlkonzepte und Fehlermuster die Bedeutung einer
operativen Begriffsentwicklung heraus, bei der sowohl geeignete (digitale) Werk-
zeuge, als auch anschauliche Materialen und Darstellungsformen zum Einsatz kom-
men (u.a. KRAINER, 1989; MITCHELMORE & WHITE, 2000; BERRY Il & WIGGINS,
2001). Weiterhin wird festgesellt, dass bestimmte Fehlkonzepte mit der systemati-
schen Begriffseinfuhrung nach dem Grundschuliibergang dauerhaft und resistent
Uber die Schullaufbahn ,.erworben“ werden. Als Einflussfaktoren gelten hierbei
mentale Operationen und Vorstellungen zu Winkelaspekten, die eng mit den vor-
handenen Fehlkonzepten verknipft sind. Konrad KRAINER (1989) stellt bereits den
relevanten Bezug von Vorstellungen zu Begriffsaspekten bei Winkeln heraus: Win-
kel als ,,abgeknickte” Gerade; Winkel als Ebenenteil; Winkel als Umlaufwinkel.

In diesem Beitrag werden Schulbiicher hinsichtlich verwendeter Représentationen
und Darstellungsformen zu Winkeln in der Sek | analysiert. Bezilige zur didaktischen
Genese zum Winkelbegriff werden eingangs basierend auf der Arbeit von KRAINER
(1989) hergestellt. Dartiber hinaus werden erste Ergebnisse einer Untersuchung zu
Winkelvorstellungen von Funft- und Zehntkl&sslern vorgestellt und mit ausgewahl-
ten Forschungsbefunden kontrastiert. Die vorliegende Arbeit versteht sich als Anné-
herung an die didaktische Auseinandersetzung zur Begriffsausbildung zum Winkel.

Winkel — ein vielféltiger Begriff

Das Bedirfnis eindeutiger Begriffsdefinitionen ist seit der philosophischen
Auseinandersetzung mit der Mathematik als Strukturgebilde der Welt er-
wachsen und bis heute ein zentraler Bestandteil der Schulmathematik. Die
Notwendigkeit von Begriffsdefinitionen fiir die Entwicklung der theoreti-
schen Fundierung der Geometrie skizziert KRAINER (1989, S.126ff) an zwei
Zugéngen, zum einen abbildungsgeometrisch in der Tradition der Vertreter
FELIX KLEIN und GUSTAVE CHOQUET, zum anderen kongruenzgeometrisch
nach EUKLID und DAVID HILBERT. Beide Zugénge werden im Folgenden
mit Bezug auf KRAINER zusammengefasst.



Begriffsbildung im Mathematikunterricht der S I zum Thema Winkel

KLEIN entwickelt ein Axiomensystem, welches ganzlich ohne die Verwen-
dung des Winkelbegriffes auskommt. Er fuhrt den Winkel als MalR einer
Drehbewegung ein, ohne ihn definitorisch festzulegen. CHOQUET begriindet
die affine Struktur der Ebene ebenfalls ohne auf den Winkelbegriff zuriick-
zugreifen. Winkel werden in seinen theoretischen Betrachtungen als Dre-
hungen interpretiert. Sie gewahrleisten die wesentliche Eigenschaft, Teil-
mengen der Ebene mit Hilfe bestimmter Operationen an anderer Stelle wie-
der zu fixieren. Dem Winkel und der Drehung liegt hier die gemeinsame
Idee der formalen Beziehung zwischen zwei Richtungen zugrunde. Beim
kongruenzgeometrischen Zugang nach EUKLID und HILBERT treten Winkel
als formale Notwendigkeit auf, Beziehungen (Kongruenz) zwischen geo-
metrischen Objekten innerhalb eines Axiomensystems zu beschreiben.

In beiden Zugéngen zur Geometrie werden unterschiedliche Winkelaspekte
betont: Winkel als Drehung (nach CHOQUET), Winkel als Mal3 einer Dreh-
bewegung (nach KLEIN), Winkel als Neigung (nach EUKLID) oder Winkel
als Theorieelement zur Beschreibung von Beziehungen (nach HILBERT).

KRAINER arbeitet verschiedene Vorstellungen von Winkeln heraus und
greift damit unterschiedliche Aspekte und Definitionen des Winkelbegriffs
auf.

S T

Abb. 1: Winkelvorstellungen (KRAINER, 1989, S.387)

a) Winkel als ,,abgeknickte* Gerade (ohne Kreisbogen)

b) Winkel als Ebenenteil, der von zwei geraden Linien mit gemeinsa-
mem Anfangspunkt begrenzt wird (mit Kreisbogen oder Winkelfeld)

c) Winkel als Ebenenteil, dessen Entstehung durch die Drehung eines
Schenkels beschrieben werden kann (mit Kreisbogenpfeil oder orien-
tiertem Winkelfeld)

d) Winkel als Umlaufwinkel (mit Umdrehungspfeil)
Neben den vielfaltigen Aspekten und Vorstellungen zu Winkeln treten dar-
uber hinaus unterschiedliche Begriffsarten hervor:

o Objektbegriff: Der Winkel als Objektbegriff steht flr diejenigen ebe-
nen und rdumlichen Objekte, die durch konkrete Darstellungen und
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Modelle reprasentiert werden. Betont wird hierbei der figurative (sta-
tische) Winkelaspekt.

o Relationsbegriff: Beim Vergleich und dem in Beziehung setzen von
Winkeln mit geometrischen Objekten.

o Malbegriff: Bei Betrachtungen von WinkelgroRen tritt der Winkel
als MaRbegriff hervor.

Es zeichnet sich an dieser Stelle bereits ein Bild eines multidimensionalen
Begriffsfeldes ab, das je nach Bediirfnis und geometrischem Kontext viel-
faltige Zugange und Definitionen zu Winkeln liefert. Unser Interesse richtet
sich im Folgenden auf Darstellungen und Représentationen in Schulbiichern
der Klassenstufe 6. Es soll herausgearbeitet werden, inwieweit die oben
dargestellten Aspekte und Definitionen aufgegriffen werden, um ein genau-
eres Bild der Begriffsausbildung zu erhalten, die in Schulbiichern vorge-
nommen wird.

Darstellungen und Reprasentationen zum Winkelbegriff in Schulbi-
chern zu Beginn der systematischen Begriffsausbildung

Das Thema Winkel ist kein zentrales Thema der Geometrie der Grundschu-
le. In den Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir den Primarbereich
(KMK, 2004) findet keine direkte Erwahnung statt. In Lehrplédnen werden
Kompetenzerwartungen nach Klasse 4 im Bereich ,,Raum und Form* zum
Schwerpunkt ,,Ebene Figuren* formuliert: Schiler/innen kénnen den rech-
ten Winkel benennen und zur Beschreibung ebener Figuren verwenden. In
Schulbiichern wird ausschlieBlich der rechte Winkel thematisiert — meist
eingefiihrt Uber den Faltwinkel. Rechte Winkel sollen mit Hilfe des Falt-
winkels in der Umwelt erkannt und mit dem Geodreieck gezeichnet werden.
Die systematische Einflihrung erfolgt je nach Bundesland in Klasse 5/6. Die
Schuler/Innen verwenden den Winkel zur Beschreibung ebener und raumli-
cher Figuren, sowie zum Schétzen und Zeichnen. Sie lernen verschiedene
Winkelsatze kennen und nutzen Winkel beim direkten und indirekten Mes-
sen.

In den von uns untersuchten Schulbiichern (siehe Tabelle 1) finden sich
Uberwiegend Definitionen und Darstellungen, die den Winkel als sich
schneidendes Geraden- bzw. Halbgeradenpaar mit gemeinsamen Anfangs-
punkt aufgreifen (Abbildung 2).
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a
a <
>< i i
Abb. 2: Winkel als sich schneidendes Geradenpaar (links) bzw. Halbgeradenpaar (rechts).

Aufféllig seltener sind Darstellungen und Definitionen mit Betonung des
Winkelfeldes auszumachen (Elemente der Mathematik Sl, 2012, S.56ff und
Schnittpunkt Mathematik 6 NRW, S.8ff).

.

Abb. 3: Winkel als Punktmenge

a)

a) ,,geordnet”“: Der Winkel ist die Punktmenge, die iberstrichen wird,
wenn der Erstschenkel a gegen den Uhrzeigersinn in den Zweit-
schenkel b gedreht wird.

b) ,ungeordnet*: Der Winkel ist die Punktmenge, die (berstrichen
wird, wenn Gerade a auf kiirzestem Weg in Gerade b gedreht wird.

In den analysierten Schulbiichern wird entweder der statische Winkelaspekt
parallel zum dynamischen Aspekt aufgegriffen, oder ausschlieflich auf den
statischen Aspekt in Darstellungen und Operationen Bezug genommen.

Bei der Einfiihrung zum Messen und Zeichnen von Winkeln zeichnet sich
ein &hnliches Bild ab. Das statische Messverfahren mit Hilfe des Geodrei-
ecks (,,Anlegen und Abmessen“-Methode) wird in jedem von uns analysier-
ten Schulbuch aufgegriffen, wahrend die dynamische Methode (,,Drehwin-
kel“-Methode) zum Messen und Zeichnen von Winkeln nur in vereinezelten
Biichern aufgefuhrt wird (siehe Tabelle 1).
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Schulbuch Darstellung Werkzeug Operation
Ehinblic_lﬁe(sMa- - Strahlenpaar - Winkelscheibe - Messen (statisch)
themati ) : o .
NRW. 2007, Geodrelgck Zeichnen (statisch)
S.15ff - Theodolit
F;]Iuspu_nkkt6 Ma- - Strahlenpaar - Winkelscheibe - Messen (statisch)
themati ) : o .
NRW. 2006, Geodreieck Zelg.hnen (statisch)
S.56ff - Schétzen
Mathe live 6, - Drehung - Winkelscheibe - Messen (statisch)
2009, S.32ff - Geodreieck - Zeichnen (statisch)
Mafstab 6, - Strahlenpaar - Geodreieck - Messen (statisch)
2005, S.59ff - Zeichnen (statisch &
dynamisch)
g/lithe(rjnagk - Strahlenpaar - Winkelscheibe - Messen (statisch)
ekundo o, - Geodreieck - Zeichnen (statisch &
2010, S.56ff dynamisch)
Mathematik - Strahlenpaar - Winkelscheibe - Messen (statisch)
que V\éege S| . Halbgeraden- - Geodreieck - Zeichnen (statisch &
Zogséses 45 paar dynamisch)
T - Teil der Ebene - Schatzen
- Drehung
Mathematik - Strahlenpaar - Winkelscheibe - Messen (statisch &
Heute 6, 2013, _ Drehung - Geodreieck dynamisch)
S.88ff -DGS - Zeichnen (statisch &
dynamisch)
- Schétzen
Elemente der - Strahlenpaar - Winkelscheibe - Messen (statisch &
Mathematik - Drehung - Geodreieck dynamisch)
Sl, 2012, - Zeichnen (statisch &
S.56ff - DGS A
dynamisch)
- Schétzen
Schnittpunkt - Winkelfeld - Winkelscheibe - Messen (statisch)

Mathematik 6
NRW, 2006,
S.8ff

Lambacher
Schweizer 6
NRW, 2009,
S.841ff

- Strahlenpaar

- Halbgeraden-
paar

- Geodreieck

- Winkelscheibe
- Geodreieck

- Zeichnen (statisch &
dynamisch)

- Messen (statisch)

- Zeichnen (statisch &
dynamisch)

Tabelle 1: Darstellungen und Operationen zu Winkeln in Schulbiichern der Klassenstufe 6

Grundsatzlich gibt es zwei unterschiedliche Methoden, Winkel mit dem
Geodreieck zu zeichnen und zu messen.
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Abb. 4: ,,Drehwinkelmethode* (dynamisch)

y Y

Abb. 5: ,,Anlegen und Abmessen“-Methode (statisch)

Die ,,Drehwinkelmethode* bringt bei jedem Vorgang die beiden Winkelas-
pekte Drehung und Winkelfeld (begrenzt durch die beiden Schenkel) zum
Tragen, wéhrend die ,,Anlegen und Abmessen“-Methode tiberwiegend den
statischen Aspekt (Winkel als Figur) betont.
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Zur ,,Drehwinkelmethode**: Diese erinnert an den Drehvorgang,
der dem Entstehen von Winkeln zugrunde liegen kann. Weiterhin
wird bei dieser Methode Fehlern durch Verwechseln der beiden ge-
genlaufigen Skalen auf dem Geodreieck entgegengewirkt. Nach
ausgiebiger Einfuhrungsphase kann die Drehung des Messgerates
wegfallen, so dass nur noch ein Arbeitsschritt benétigt wird. Nach-
teilig erweist sich die Methode bei der Verwendung von Halb- und
Vollkreiswinkelmessern. Hierbei wird stets ein zusétzlicher Ar-
beitsschritt zur Markierung des Winkels und zum Zeichnen des
Schenkels mit Hilfe eines Lineals bendtigt. Schwierigkeiten zeigen
sich ebenfalls bei der Durchfihrung mit dem Geodreieck. Das
Festhalten bzw. Fixieren des Scheitelpunktes bei der Drehung ist
mit dem herkdmmlichen Geodreieck ohne Mdglichkeit zum Fixie-
ren des Drehzentrums schwierig zu bewerkstelligen und kann zu
Mess- und Zeichenfehlern fiihren.

Zur ,,Anlegen und Abmessen*“-Methode: Beim Zeichnen muss der
vorgegebene Schenkel nicht verléngert werden. Beim Anlegen des
Geodreiecks zum Zeichnen des zweiten Schenkels muss nicht da-
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rauf geachtet werden, dass die ,,0“ am Scheitel liegt. Nachteilig
erweist sich, dass beim Zeichnen von Winkeln auf jeden Fall zwei
Avrbeitsschritte bendtigt werden. Zudem besteht Verwechslungsge-
fahr der beiden gegenldufigen Skalen auf dem Geodreieck.

Wir halten fest, dass in den von uns analysierten Schulbiichern unterschied-
liche Schwerpunktsetzungen hinsichtlich der systematischen Begriffsein-
fuhrung mit Bezug zu statischen bzw. dynamischen Aspekten von Winkeln
vorgenommen werden, wobei die Betonung der statischen Sichtweise beim
Zeichnen und Messen Uberwiegt. Fur die didaktische Diskussion in diesem
Zusammenhang liefert die Schulbuchanalyse folgende Motivation fir die
Fortfihrung der vorliegenden Arbeit: Es ist zundchst zu klé&ren, welche
Winkelbegriffe fiir den Mathematikunterricht tberhaupt bendtigt werden
und welche Bedeutungen die beiden dargestellten Aspekte fir den Begriffs-
bildungsprozess in dieser Hinsicht besitzen.

Untersuchung zu Schiilervorstellungen von Winkeln — erste Ergebnisse

Jeweils drei Schiiler/Innen einer 5. und 10. Klassenstufe wurden von uns zu
ihrem Winkelverstandnis befragt. Die vorgelegten Aufgaben umfassten ope-
rative Tatigkeiten (Vergleichen, Zeichnen, Messen, Schétzen), sowie Ver-
standnisfragen zu Winkelarten und -groRen. Bei den Schiller/innen der 5.
Klasse fand noch keine systematische Ausbildung des Winkelbegriffs im
Unterricht statt. Vorerfahrungen und Vorwissen basieren auf den Grund-
schulinhalten zum rechten Winkel.

Ziel der Untersuchung war zum einen herauszustellen, inwieweit die Schi-
ler/innen unterschiedliche Winkelaspekte und Vorstellungen in ihr Be-
griffsverstandnis integrieren. Zum anderen interessierte uns, ob spezifische
Fehlermuster erkennbar sind und ob sich Zusammenhange zu den identifi-
zierten Vorstellungen herstellen lassen.

1. Zeige mir einen Winkel (in der Luft) und nimm dafur deine
Finger/H&nde/Arme zur Hilfe!

Bei dieser Aufgabe konnte beobachtet werden, dass alle Schiler/Innen nach
eigener Aussage einen rechten Winkel mit Hilfe ihrer Arme andeuten.

2. Erklare mir: Was ist ein Winkel? Was verstehst du darunter?
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Abb. 6: Schiiler/Innen der 5. Klasse

Abb. 7: Schiiler/Innen der 10. Klasse

Als haufigste Erklarung wurde hier sowohl bei Schiler/innen der 5. als auch
der 10. Jahrgangsstufe das ,,AufeinanderstoRen zweier Kanten“ genannt. Be-
sonders der figurative Aspekt des Winkels tritt bei den Antworten hervor.
Die Schiler/innen identifizieren das Vorhandensein von Schenkeln und
Scheitelpunkt als Winkel. Noch deutlicher wird dies an der folgenden Auf-
gabe, bei der Bilder mit unterschiedlichen Winkelsituationen vorgelegt
wurden und die Schiiler/innen darin Winkel identifizieren und beschreiben
sollten.

3. Zeige mir, auf welchen Bildern du Winkel erkennst und beschrei-

be, was du siehst. In welchen Situationen kann der Winkel veran-
dert werden? Was passiert dabei?

Abb. 8: Winkelsituationen (MITCHELMORE & WHITE, 2000)

70



Christian Dohrmann, Ana Kuzle

Alle Schiler/innen haben zundchst bevorzugt rechte Winkel identifiziert.
Aufféllig waren Einschatzungen zur Scheren-Situation. Nur eine Schiilerin
der 5. Jahrgangsstufe war in der Lage, die Klingen der Schere als Winkel zu
interpretieren. Jedoch zeigte sie sich unsicher, da die Klingen nach ihrer
Aussage keinen rechten Winkel bilden. Dieselbe Schillerin identifizierte in
der Facher-Situation vier rechte Winkel um den Fécherscheitel. Schwierig-
keiten hatte sie bei der Beantwortung der Frage, wie sich die von ihr identi-
fizierten Winkel verandern, wenn der Facher weiter geschlossen bzw. ge-
Offnet wird. Es Uberwiegt die rein statische Beurteilung der Situation.
MITCHELMORE & WHITE (2000, S.210) beobachteten in ihrer Studie, dass
weniger als 10% der untersuchten Schiler (4. Jahrgangsstufe) die Rotation
bzw. Drehung als Beispiel fur Winkelsituationen identifizieren kdnnen.

Unsere Untersuchung zu Winkelvorstellungen bei Fiinft- und Zehntkldss-
lern bestétigen aulerdem die Beobachtungen von KRAINER (1989) hinsicht-
lich der folgenden Fehlvorstellungen und Winkelinterpretationen:

e Vergleiche von Winkeln erfolgen tber Vergleiche der Schenkel-
langen.

e  Winkel werden vorrangig als ,,rechte Winkel* interpretiert.

e Rotation bzw. Drehung wird nicht als Winkelaspekt wahrgenom-
men bzw. interpretiert.

e Winkel werden vorrangig als Figur, bestehend aus zwei aneinan-
derstoBenden Kanten bzw. Strecken gedeutet.

Da diese Muster ebenfalls bei den untersuchten Schiiler/inne/n der 10. Jahr-
gangsstufe gefunden wurden, liegt die Vermutung nahe, dass Fehlkonzepte,
wie der Vergleich von Winkeln anhand von Schenkell&ngen auch (ber ei-
nen groReren Zeitraum (Klasse 5 bis 10) relativ stabil sind. MITCHELMORE
& WHITE (2000, S.210) bestatigen diesen Effekt in einer Untersuchung zum
Winkelverstandnis von Erwachsenen.

Ausblick

KRAINER (1989, S.222-284) untersuchte Ende der 1980-er Jahre typische
Schiilerfehler beim Operieren und Argumentieren mit Winkeln und entwi-
ckelte ein Unterrichtskonzept, um diesen Fehlern zu begegnen. Um die As-
pektvielfalt des Winkelbegriffs aufzuzeigen und fir Schiiler/innen fassbar
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zu machen, mussen nach KRAINER vielféltige anschauliche Zugénge ange-
boten werden. Einblicke in Schulbiicher haben gezeigt, dass die systemati-
sche Begriffseinfiihrung mit unterschiedlichen Schwerpunktsetzungen bzgl.
statischer und dynamischer Winkelaspekte einhergeht. Dariiber hinaus deu-
ten erste Ergebnisse aktueller Forschung zu Schiilervorstellungen von Win-
keln darauf hin, dass bestimmte Fehlermuster und Vorstellungen relativ
stabil sind. Fir die weitere didaktische Arbeit ist daher zunéchst herauszu-
arbeiten, welche Bedeutung die beiden dargestellten Winkelaspekte fur die
Ausbildung des Winkelverstdndnisses besitzen und welche Winkelbegriffe
und Vorstellungen fur den Mathematikunterricht notwendig sind, um den
beobachteten Fehlermustern zu begegnen.
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Begriffsentwicklung bezlglich Koordinaten von der
Grundschule bis zur Sekundarstufe | mit Ausblicken auf
die darauf folgenden Erweiterungen

Gunter Graumann

Zusammenfassung. Ab dem 1. Schuljahr treten immer wieder Figuren im Gitter auf.
Die Beschriftung der Gitterpunkte durchlduft dabei verschiedene Entwicklungen. In
der Grundschule werden meist nur Zahlen oder Kombinationen aus einer Zahl und
einem Buchstaben verwendet, im 5. Schuljahr werden dann Rechts- und Hochachse
eingefiihrt mit geordneten Zahlenpaaren aus zwei natiirlichen Zahlen. Hier wird die
Grundlage fir alles Weitere in Bezug auf Koordinaten gelegt. Es folgen weitere
Verallgemeinerungen und Erweiterungen, auf die stichpunktartig eingegangen wird.

Einleitung

Als Vorbereitung auf den Umgang mit Koordinaten gibt es schon im ersten
Schuljahr Aufgaben, bei denen die Kinder sich in einem Stadtteil mit recht-
winkligen StraRen orientieren missen und Wege ablaufen oder finden sol-
len.

Indl

H=

.Z‘,V . s
Wie gehen
die Kinder? J | A% 7 hl
] 2nach links | | 4 nach oben
& &% | 4nochoben |

2 nach links
{ 2 nach links nach
_ nach oben
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T~ | =]

Abb. 1: Wege im Quadratgitter (Aus: Das Zahlenbuch S. 91, Welt der Zahl 1. Schuljahr S. 69)

Ab dem zweiten Schuljahr gibt es dann verschiedene Aufgaben beziglich
»Figuren im Gitter” anhand eines Geobrettes oder eines gezeichneten Bil-
des von Gitterpunkten wie im Geobrett (vgl. etwa Lorenz/Rosin 1994 oder
Mengel 2008 oder Haug/Holzapfel 2013). So werden etwa verschieden lan-
ge Strecken oder verschieden geformte Dreiecke und Vierecke, Vielecke
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mit mdglichst grofem Umfang bzw. Flacheninhalt, die Anzahl von Verbin-
dungsgeraden etc. im Gitter gesucht. Im sechsten Schuljahr werden dann
auch Spiegelungen, Drehungen und Verschiebungen von Figuren im Gitter
untersucht und Winkel von Dreiecken im Gitter bestimmt. Im neunten
Schuljahr kann man den Flacheninhalt eines Kreises durch Anzahlen von
Gitterpunkten beschreiben (vgl. etwa den Satz von Pick: Der Flacheninhalt
einer Figur gemessen in Einheitsquadraten ist gleich der Anzahl der inneren
Gitterpunkte plus die Halfte der Randpunkte minus 1) oder Untersuchungen
zu pythagoreischen Dreiecken im Gitter (vgl. Walser 2000) anstellen.

Das ist nur ein Hinweis auf das breite Feld der Figuren im Gitter. Hier soll
aber nicht weiter darauf eingegangen werden, vielmehr sollte damit nur der
Rahmen, in den das Thema der Begriffsentwicklung von Koordinaten in der
Grundschule und den Sekundarstufen eingebettet ist, aufgezeigt werden.

Beschriftung von Gitterpunkten in der Grundschule

Bei der Beschaftigung mit verschiedenen Aufgaben zu Figuren im Gitter
stoRt man schon im zweiten oder dritten Schuljahr zwecks besserer Kom-
munikation auf die Frage der Bezeichnung der Gitterpunkte. L&sst man die
Kinder selbst Bezeichnungen wéhlen, so sind haufige Ldsungen eine geord-
nete oder ungeordnete Notation durch natiirliche Zahlen bzw. Buchstaben
wie z.B. in der folgenden Abbildung.
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Abb. 2: Bezeichnungen von Gitterpunkten (Lars 6 Jahre bzw. Johannes 8 Jahre)

Diese Beschreibungen sind noch keine Koordinatenbeschreibung im Sinne
der analytischen Geometrie. Sie kénnen aber als Beginn einer Begriffsent-
wicklung in Bezug auf Koordinaten, d.h. Vorformen dazu, betrachtet wer-
den, ndmlich als umkehrbar eindeutige Bezeichnung von ,,Punkten* durch
einen arithmetischen bzw. algebraischen Ausdruck.
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Derartige Bezeichnungen sollten als Ausgangspunkt einer Begriffsentwick-
lung nicht Gbergangen werden. Es ist wichtig, dass Kinder erst einmal ihre
eigenen Vorstellungen zur Beschriftung von Gitterpunkten darstellen kon-
nen, um daran ankniipfend differenziertere Vorstellungen zu entwickeln.
Einige Kinder werden vielleicht auch auf die zweidimensionale Verteilung
der Punkte eingehen und wie beim Schachbrett oder bei Spielen wie etwa
»Schiffe versenken eine Bezeichnung durch Kombination von Buchstaben
und Zahlen wéhlen (wie z.B. Al, A2, A3, B1, ... C3 oder 1A, 1B, 1C, 2A,
... 3C). Eine solche Bezeichnungsweise ist eine erste Weiterentwicklung der
im Bild oben genannten hin zu den (blichen Koordinatenbeschreibungen.

In Unterrichtsvorschlagen fir die Grundschule findet man meist nur eine
solche Bezeichnungsweise und es wird teilweise auch gesagt, dass diese fir
die Grundschule (insbesondere fur schwéachere Kinder) ausreichend sei.
Wichtig ist aber, dass diese Bezeichnungsweisen nicht einfach von der
Lehrkraft eingefihrt werden, sie missen vielmehr (eventuell angeregt durch
geeignete Fragestellungen) von den Schilerinnen und Schilern entdeckt
werden. Auch sollte man dabei den Vorteil dieser Bezeichnungsweise ge-
geniber einer ungeordneten Beschriftung hervorheben.

Manchmal werden in der Grundschule auch schon Bezeichnungen mit Zah-
lenpaaren verwendet. Das sollte aber nur gestattet werden, wenn es von
(einzelnen) Kindern selbst kommt; eine Einfihrung durch die Lehrkraft
sollte vermieden werden. Wird von einem Kind die Bezeichnung mit Zah-
lenpaaren erwéhnt, so sollte das naturlich nicht verboten werden, auf die
Probleme mit der Reihenfolge der beiden Zahlen muss man aber hinweisen.

Bestimmte Punkte auf der StraBe werden z.B. auf Tafeln fir Gas- bzw.
Wasseranschlisse durch zwei Langenangaben beschrieben.

Wasser QRRTNH

o e Y

Abb. 3: Hinweistafeln an Hauswénden fiir Gas- und Wasseranschliisse
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Die Behandlung solcher Tafeln kann in der Grundschule die Vorstellung
von Koordinaten und deren Funktion vertiefen und zum Ubergang von Zah-
lenpaaren zur Beschreibung eines Punktes in der Ebene dienen.

Koordinaten im 5./6. Schuljahr

Im 5. Schuljahr ist dann durchgéngig ein Koordinatensystem mit ,,Rechts-
und Hochachse* und Bezeichnung eines Punktes durch ein geordnetes Paar
natiirlicher Zahlen tblich. Hierbei handelt es sich um die Einflihrung in den
Umgang mit Koordinaten, so wie es etwa in den Bildungsstandards fiir den
Mittleren Schulabschluss gefordert wird: ,,Die Schilerinnen und Schiiler ...
stellen geometrische Figuren im kartesischen Koordinatensystem dar.” In
der Regel wird aber in Schulbiichern das Koordinatensystem nur erklart und
es folgen dann entsprechende Aufgaben.

3. Beschreibung von Punkten durch Zahlenpaare

Jeder Punkt der Ebene 148t sich durch ein Zahlenpaar beschreiben, also durch zwei Zahlen
in bestimmter Reihenfolge. Zum Punkt P in Bild 59 gehort z.B. das Zahlenpaar (2|5).
Die erste Zahl ist die x-Koordinate, die zweite die y-Koordinate des Punktes. Man schreibt
P(2]5).

Man findet das zu P gehdrende Zahlen- it e B S
paar, indem man von P aus die Lote auf | | Y| | e i
die beiden Achsen féllt. Zu den Zahlenpaa- |

ren (2|5) und (5|2) gehdren also zwei ver-
schiedene Punkte. Zum Ursprung gehort
das Zahlenpaar (0]0).

Umgekehrt findet man zu einem Zahlen-
paar den zugehdrigen Punkt der Ebene, in- |
dem man in den entsprechenden Punkten — i+
der Koordinatenachsen die Senkrechten er- i |
richtet. Der Schnittpunkt dieser Senkrech- ! ol

ten ist der zu dem Zahlenpaar gehorende EEr R IR
Punkt. Bild 59

P

Lol |

‘ [ e T S ——-—;-———&

Abb. 4a: Einfilhrung von Koordinaten (Aus: Mathematik 5. Schuljahr Gymnasium S. 186)

Ich meine, dass hier ein Entwicklungssprung stattfindet, den man didaktisch
berucksichtigen sollte. Es ist fur Kinder dieses Alters nicht selbstverstind-
lich, dass sie die damit verbundenen Abstraktionen und Probleme von selbst
bewaltigen. Ich mdchte hier nur auf fiinf verschiedene Aspekte, die mit die-
ser neuen Notierung verbunden sind, hinweisen:

— Es wird mit 0 begonnen (ein noch nicht so tiefliegendes Problem).

— Es wird nicht mehr gezéhlt, sondern die Koordinaten werden durch
Lotfallen oder Parallelenziehen ermittelt.
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— Punkte werden als unendlich klein angesehen (ein Problem, das
auch die Abstraktion von Linien und Flachen als ,,unendlich diinn*
betrifft und ein generelles Problem im 5. Schuljahr ist).

— Es wird prinzipiell keine Beschrankung des Punktefeldes vorge-
nommen, die Rechts- und die Hochachse sind Halbgeraden ohne
Ende.

— Es werden geordnete Paare zur Bezeichnung verwendet; dabei be-
steht die Gefahr, dass die Reihenfolge nicht beachtet wird oder
prinzipiell nicht klar ist, was die erste Koordinate bezeichnet und
was die zweite.

Leider wird auf diese Probleme viel zu selten eingegangen, obgleich doch
hier die wesentliche Grundlage fir die Vorstellung von Koordinaten gelegt
wird. Schon die Mathematikgeschichte — es brauchte nach Euklid ca. 2000
Jahre bis die Koordinatisierung der Geometrie durch Decartes in Angriff
genommen wurde — zeigt, dass man den Schilerinnen und Schilern Gele-
genheit geben muss Uber die Probleme dabei (gegebenenfalls mittels geeig-
neter Aufgabenstellungen und Fragen) und die vorhandenen Vorstellungen
zu diskutieren.

Bild 4.59 2
Punkte im Quadratgitter 4

R(2]0)

Bild 4.60
Rechts- und Hochachse

In vielen Rechenheften findest du auf jeder Seite ein Gitter gedruckt, das
aus lauter kleinen gleich groflen Quadraten besteht. Man nennt es ein
Quadratgitter. Ein Quadratgitter ist zum Zeichnen von Figuren oft sehr
niitzlich, da man auf ihm genau angeben kann, wo einzelne Punkte liegen
sollen.

Man zeichnet dazu auf das Gitter zwei Achsen, die senkrecht aufeinander-
stehen — die Rechtsachse und die Hochachse — und numeriert auf beiden die
Parallelen wie in Bild 4.60. Ein Punkt P, der z.B. auf den beiden Parallelen
durch 3 auf der Rechtsachse und 4 auf der Hochachse liegt, wird mit P (3;4)
bezeichnet. Die erste Zahl in der Klammer gibt den Rechtswert, die zweite
den Hochwert des Punktes an. Der Punkt Q (7;2) liegt also auf der siebten
Parallelen zur Hochachse und der zweiten Parallelen zur Rechtsachse. Der
Punkt R (2;0) hat als Rechtswert 2 und als Hochwert 0. Er liegt also auf der
Rechtsachse bei 2.

Abb. 4b: Einfiihrung von Koordinaten (Aus: Einfiihrung in die Mathematik fiir allgemeinbil-
dende Schulen 5. Schuljahr, S. 72)
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Erweiterung der Skalenbereiche fiir Koordinaten und flexible Wahl
eines Koordinatensystems in der Sekundarstufe |

Im 6. Schuljahr und im 9. Schuljahr wird die Vorstellung der Koordinaten
dann durch die Erweiterung der Zahlbereiche (auf Z, Q, R) leicht verandert;
die grundsatzlichen Prinzipien eines ebenen kartesischen Koordinaten-
system bleiben aber erhalten.

Die Bedeutung der Verwendung von Koordinaten nicht nur als Darstellung
von Punkten sondern als Hilfsmittel fiir geometrische Probleme wird dann
im 8./9. Schuljahr deutlich, wenn die Gleichungen von Geraden und Para-
beln behandelt werden. Dabei sollten nicht nur die entsprechenden Glei-
chungen eingefiihrt werden und dann nur noch algebraisch argumentiert
werden (wie oft in der Linearen Algebra), sondern das Wechselspiel von
Geometrie und Algebra ist zu diskutieren. Man sollte also auch weiterhin
koordinatenfreie Geometrie betreiben, dann aber bei bestimmten Fragen die
Koordinatisierung eines bestimmten Problems und dessen Ldsung mit al-
gebraischen Hilfsmitteln behandeln. Dabei ist ein wichtiger, oft Uber-
gangener Punkt, dass Schiilerinnen und Schiiler lernen, zu einem gegebenen
Problem ein geeignetes Koordinatensystem zu finden (und nicht immer an
der Tafel die Achsen horizontal und vertikal ausrichten bzw. auf dem Blatt
Papier die Achsen parallel zu den Blattkanten ausrichten). Hierauf weisen
etwa auch Tietze u.a. (2000) hin, wenn sie schreiben: ,Das Arbeiten mit
Koordinatensystemen bzw. Basen und deren geschickte Auswahl ist eine
Leitidee der Analytischen Geometrie und Linearen Algebra.” (S. 7)

Eine weitere Vertiefung der Verwendung von Koordinatendarstellungen
findet im 8./9. Schuljahr auRerdem statt, wenn Funktionen (auf Papier oder
einem Funktionenplotter) als Kurven in der Ebene dargestellt werden.

Eine andere Erweiterung der Vorstellungen von Koordinaten und Koordina-
tensystem findet in der Sekundarstufe | statt, wenn man von der Ebene zum
Raum Ubergeht und einerseits die Bestimmung von Koordinaten in einem
dreidimensionalen Koordinatensystem lernt und andererseits das Aufsuchen
von Punkten zu vorgegebenen Koordinaten im Raum sowie in der Projekti-
on in die Ebene kldren muss. Die rdumliche Geometrie mit Koordinaten
wird zwar oft beiseite gelassen, sie ist aber bedeutsam bei der Entwicklung
der Raumvorstellung und stellt eine wichtige Grundlage fir viele Aspekte in
der Geometrie und Technik dar (vgl. dazu auch Filler/Wittmann 2004 oder
das Schulbuch Fokus 5, Mathematik Klasse 9, Ausgabe Baden-Wirttem-
berg). Neben den Bestimmungen im dreidimensionalen Raum (etwa Wege
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parallel zur x-, y- und z-Achse oder Schnitte mit Ebenen parallel zu zwei
Achsen) kommt das Problem der Darstellung in der Zeichenebene dazu.

Beziiglich der Veranderung der Vorstellungen tber mégliche Skalenmen-
gen auf den Koordinatenachsen ist im 10. oder 11. Schuljahr auch die Be-
handlung von komplexen Zahlen ein interessantes Gebiet. Man kann etwa
auf der x-Achse die reellen Zahlen und auf der y-Achse die rein imaginéren
Zahlen abbilden und erhélt die sogenannte GauRebene mit der geometri-
schen Darstellung der komplexen Zahlen, wobei der Wechsel zwischen ge-
ometrischen Begriffen und Aussagen sowie algebraischen Beschreibungen
(einschlieBlich trigonometrischer Funktionen) besonders deutlich wird.

Dass auler den genannten Zahlbereichen auch andere Elemente als Koordi-
naten auftreten kdnnen, erfahren die Schilerinnen und Schiler u.a. in der
Stochastik, wo nicht nur metrische Skalen sondern auch nominale Skalen,
ordinale Skalen und Verhéltnisskalen auftreten.

o
in Mio. (‘stimmenverlust | (S{fmmengewmﬂ
L 1,69 Mio. 1,15 Mio.
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Abb. 5: Koordinatenachsen einer Nominalskala bzw. ordinalen Skala
(Aus: Elemente der Mathematik, Leistungskurs Stochastik S. 7 und 9)
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Eine weitere Vertiefung der Beliefs iber Koordinaten und Koordinatensys-
teme geschieht dadurch, dass ganz anders geartete ,,eindeutige Bezeichnun-
gen der Position von Punkten* kennengelernt werden wie

— Polarkoordinaten in der Ebene (r/¢) und Polarkoordinaten im Raum in
Form von Zylinderkoordinaten (1/¢/z) oder Kugelkoordinaten (r/¢/®),

— Koordinaten auf der Kugeloberflache (¢/®) als L&ngen- und Breiten-
grade.

Diese Formen sind natiirlich erst nach Einfilhrung der Trigonometrie (etwa
in Klasse 10) maglich.

Die Vertiefung durch andere Vorstellungen und das Herstellen von Beziigen
zu Anwendungsbereichen wird auch von Tietze u. a. (2000) betont, wenn
sie schreiben: ,,In der Physik, Technik und Geografie geht es haufig darum,
Positionen und Bewegungsablaufe von Kérpern in Ebene und Raum darzu-
stellen. Dazu bedient man sich neben dem kartesischen Koordinatensystem
anderer Koordinatensysteme, z. B. ebener Polarkoordinaten oder raumlicher
Polarkoordinaten, insbesondere auch die geografischen Koordinaten, und
Zylinderkoordinaten.” (S. 44)

Vertiefung der Begrifflichkeit in der Sekundarstufe 11

Eine andere Sicht auf die Begrifflichkeit von Koordinaten findet dann in der
Sekundarstufe Il im Zusammenhang mit der Linearen Algebra statt:

— Einmal lésen wir uns davon, dass Koordinatenachsen immer senkrecht
zueinander sein mussen, d.h. wir behandeln auch affine (schiefwinkli-
ge) Koordinatensysteme und kdnnen dann die Koordinaten nicht mehr
mittels Senkrechte-Bilden ermitteln, sondern nur noch tber Parallelen
zu den Achsen bzw. parallelen Ebenen zu zwei Achsen (womit die
dadurch gewonnene Zuordnung affin invariant ist).

— Zum Zweiten erkennen wir, dass die Koordinaten eines Punktes nichts

anderes sind als die Komponenten des Ortsvektors, wenn man als Ba-
sisvektoren die Einheitsvektoren der Koordinatenachsen wéhit.

—  Weiterhin kann eine Transformation von einem affinen Koordinaten-
system in ein anderes affines Koordinatensystem gesehen werden als
Abbildung des Paars bzw. Tripels der Einheitsvektoren auf ein anderes
Paar bzw. Tripel von linear unabhéngigen Vektoren.

Alle diese Aspekte kommen sicherlich in der Analytischen Geometrie und
Linearen Algebra vor und kénnen in den unterschiedlichsten Werken zur
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Analytischen Geometrie und/oder Linearen Algebra nachgelesen werden.
Es ist aber wichtig, dass sie nicht nur am Rande auftreten, sondern, dass
daruber bewusst im Unterricht diskutiert und reflektiert wird, damit die
Schilerinnen und Schiller auch Raum dafiir bekommen, ihre Begriffsvor-
stellungen uber Koordinaten zu entwickeln.

Eine andere Vertiefung der Vorstellungen tiber Koordinaten und Koordina-
tisierungen bieten die sogenannten baryzentrischen Koordinaten, bei denen
ein Basisdreieck gegeben ist und die Koordinaten fir einen beliebigen
Punkt die ,,Gewichte* in den Ecken des Dreiecks sind, so dass der vorgege-
bene Punkt der Schwerpunkt des gewichteten Dreiecks ist (vgl. etwa Emba-
cher 2008).

Erweiterung der Vorstellungen Uber Koordinaten im Mathematikstu-
dium

In der Universitat im Mathematikstudium werden dann nochmals die Vor-
stellungen uber Koordinaten und Koordinatensysteme erweitert durch

— natirliche Koordinaten von Kurven und Flachen,

— den Ubergang zu n-dimensionalen affinen Raumen mit affinen Koordi-
natensystemen und deren Zusammenhang mit der Vektorrechnung,

— die Koordinatisierung von abstrakten synthetischen Geometrien, in de-
nen der Satz von Desargues gilt, mittels beliebiger Korper sowie die

Koordinatisierung von nicht-Desargueschen projektiven Ebenen mittels
Veblen-Wederburn-Systemen,

— andere Parametrisierungen (vgl. etwa Neutsch 1995).

Ohne dass die genannten Aspekte hier weiter erldutert oder vertieft werden,
wird damit aber sicherlich deutlich, dass der Begriff und die Vorstellung
von Koordinatisierungen noch weit tber die tblichen Vorstellungen hinaus
erweitert werden kdnnen.

Schlussbemerkung

Jeder der genannten Aspekte kann durch Darstellungen von Einzelheiten
und Beispiele sicherlich noch weitere Gesichtspunkte hervorbringen. Hier
ging es aber vor allem darum, aufzuzeigen, dass der Begriff der Koordina-
ten und die damit zusammenhangenden Darstellungen und Uberlegungen
auf verschiedenem Niveau gesehen werden kénnen und dass eine Entwick-
lung des Begriffs bei Schilerinnen und Schiilern nicht unbedingt von selbst
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stattfindet, sondern bei der Unterrichtsplanung mitreflektiert werden muss.
Hierzu ist an erster Stelle ein geeignetes Bewusstsein darlber bei Lehrerin-
nen und Lehrern zu erzeugen.
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Marie-Christine von der Bank

Zusammenfassung. Die KMK standardisiert den Mathematikunterricht durch allge-
meine Kompetenzen und inhaltliche Leitideen. Eine solche Ausrichtung an fur die
Mathematik zentral erscheinenden ldeen ist nicht neu. Sie wurde unter ,,Fundamen-
tale Ideen“ (oder anderen Bezeichnern') schon vielfach in der mathematikdidakti-
schen Literatur diskutiert. Meist wurden dabei nur Inhaltsideen (z. B. Zahl) und Ta-
tigkeitsideen (z. B. Kommunizieren) beriicksichtigt, ,,Nichtkognitive“ Ziele blieben
unbeachtet. Im Beitrag wird die Forschungsdebatte skizziert, ein Modell zur Theorie
Fundamentaler Ideen erarbeitet und ,,Optimierung* als Beispielreservoir fir Anwen-
dungen des Modells ausgelotet.

0. Einleitung

JEROME BRUNER er6ffnete mit seinem Buch ,,Der Prozess der Erziehung*
(Bruner 1970), in dem er die Ausrichtung des schulischen Fachunterrichts
an den Fundamentalen Ideen der zugrunde liegenden Wissenschaft fordert,
eine breite Diskussion Uber Auswahlkriterien flr Inhalte des (Mathema-
tik-)Unterrichts, die bis heute nicht beendet ist. Dabei sei bemerkt, dass die
Thematik Uber die Jahre unterschiedlich starke Beachtung fand. Im deutsch-
sprachigen Raum wurde sie besonders intensiv nach der deutschen Uberset-
zung des genannten Buches und dem Aufkommen der Strukturmathematik
in den Schulen gefiihrt. Einen weiteren Boom erlebte die Diskussion paral-
lel zur Emanzipation von Informatik als Schulfach.? Aktuell wird im Zu-
sammenhang mit der Standardisierung von Lehrplanen und Abschliissen
wieder Uber zentrale ,,Leitideen* als Auswahlkriterien fur Inhalte des schu-
lischen Unterrichts nachgedacht. Bedingt durch diese Diskontinuitaten der
Forschungsdebatte ist die Literatur zum Thema ,,Fundamentale Ideen* kont-
rovers und umfangreich. Dennoch wird hier ein Versuch unternommen
werden, exemplarisch ausgewéhlte Ansatze vorzustellen und zu verglei-
chen, um so einen arbeitsfahigen Uberblick zu liefern. Als ,roter Faden*

! Dem gesamten Artikel liegt die Unterscheidung zwischen Begriff und Bezeichner
(des Begriffs) im Sinne von (Lambert 2003) bzw. (Lambert 2012b) zugrunde.

2 vgl. beispielsweise die Arbeiten von ANDREAS SCHwILL, der aufbauend auf dem
Ansatz von FRITZ SCHWEIGER, eine Theorie Fundamentaler Idee der Informatik erar-
beitet, die auch fir die Mathematikdidaktik nutzbar ist (Schwill 1993, Schu-
bert/Schwill 2004).
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dient dabei zunehmend expliziter ein Vernetzungsgedanke. Den Ausgangs-
punkt bildet ein naiver Vernetzungsbegriff, das heil3t, Knoten eines ebenen
oder auch rdumlichen Graphen werden/sind iiber Kanten verbunden.

Nach einem Zwischenfazit, in dem der bisherige Forschungsstand kritische
Wiurdigung findet, wird ein pragmatischer Weg eingeschlagen. Mithilfe von
obigem Vernetzungsbegriff wird ein Vorschlag zur unterrichtlichen Nut-
zung Fundamentaler Ideen gemacht. Dazu ist zundchst neben einer Erweite-
rung des Begriffsverstandnisses Fundamentaler ldeen eine stérkere Struktu-
rierung und Ordnung derselben erforderlich. Die daraus resultierende Theo-
rie wird unterrichtspragmatisch auf folgenden Vernetzungspentagraphen

reduziert.
Genese

Repréasentationen "Nichtkognitive” Ziele

Inhalte Tatigkeiten

Abb. 1: Vernetzungsmdglichkeiten im Unterricht

Dieses Aspektemodell und seine Tragweite werden im dritten Teil des vor-
liegenden Beitrags an Optimierungsaufgaben aus verschiedenen Gebieten
der Schulmathematik demonstriert.

Fur alle Beispiele werden zunéchst Vernetzungsmoglichkeiten zwischen
verschieden Gebieten der (Schul-) Mathematik betrachtet. Im Speziellen

sind dies:
Optimierung

Analysis, Algebra

Stochastik Geometrie
Diskrete Mathematik

Abb. 2: Vernetzungen zwischen Gebieten der (Schul-)Mathematik durch ,,Optimierung*
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1. Fundamentale Ideen der Mathematik
1.1 Kompetenzen und Leitideen — heute und friiher und anderswo

Die Kultusministerkonferenz (KMK) verabschiedete 2003 die Bildungs-
standards im Fach Mathematik fir den mittleren Bildungsabschluss. Darin
wird eine Orientierung des Mathematikunterrichts an

e sechs allgemeinen Kompetenzen: mathematisch argumentieren (K1),
Probleme mathematisch 16sen (K2), mathematisch modellieren (K3),
mathematische Darstellungen verwenden (K4), mit symbolischen,
formalen und technischen Elementen der Mathematik umgehen (K5),
kommunizieren (K6), und

e funf inhaltlichen Leitideen: Zahl, Messen, Raum und Form, Funktio-
naler Zusammenhang, Daten und Zufall

gefordert. Die genannten allgemeinen Kompetenzen, die alle als Tatigkeiten
formuliert sind, werden in der Auseinandersetzung mit mathematischen In-
halten erworben. Diese Inhalte sind Konkretisierungen der ibergeordneten
mathematischen Leitideen. Die sechs allgemeinen Kompetenzen sind durch
drei Anforderungsbereiche (Reproduzieren, Zusammenhénge herstellen,
Verallgemeinern und Reflektieren), die nach ansteigendem ,,Anspruch* und
»kognitiver Komplexitét” geordnet sind, weiter differenziert (KMK 2003, S.
13). Mithilfe dieser Ausdifferenzierung kann analysiert werden, ,welche
Kompetenzen in welchen Anforderungsbereichen zur Bearbeitung [einer
Aufgabe] gebraucht werden” (KMK 2003, S. 13). Dadurch ergibt sich eine
6 X 5x 3 - Kompetenzmatrix, die Mathematikunterricht definieren soll.
Ausgehend von dieser Standardisierung soll nun
bei der Auseinandersetzung mit mathematischen Inhalten sachgebietstibergrei-

fendes, vernetzendes Denken und Verstandnis grundlegender mathematischer
Begriffe erreicht werden [...] (KMK 2003, S. 6)

Die Bildungsstandards fiir die allgemeine Hochschulreife stellen den Ver-
netzungsgedanken weiter in den Vordergrund. Hier ist Vernetzung nicht
mehr ein Produkt des Lernprozesses, sondern eine Basis.

Fir den Erwerb von Kompetenzen ist im Unterricht auf eine Vernetzung der

Inhalte der Mathematik untereinander ebenso zu achten wie auf eine Vernet-
zung mit anderen Féchern. (KMK 2012, S. 11)

Neben den allgemeinen Kompetenzen tragen Leitideen zur Vernetzung von
traditionellen klassischen Sachgebieten der Schulmathematik bei.
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In Osterreich wurden im Zuge einer Standardisierung von Lehrplinen und
Abschlussprifungen ebenfalls kompetenzorientierte Bildungsstandards ver-
fasst. Sie sind, wie ihr deutsches Pendant, als Regelstandards konzipiert, die
eine Auswahl der im Unterricht zu erwerbenden Kompetenzen ermdglichen
(BIFIE 2012). Der dsterreichische Lehrplan fiir die Oberstufe® der ,,Allge-
meinbildenden hoheren Schulen“ umfasst drei Kompetenzkategorien
(BMUKK 2004, S. 1).

o Kompetenzen, die sich auf Kenntnisse beziehen. Sie umfassen ma-
thematische Inhalte aus den Bereichen Zahlen, Algebra, Analysis,
Geometrie und Stochastik;

o Kompetenzen, die sich auf Begriffe beziehen. Sie dulern sich in der

o0 Fahigkeit mathematische Begriffe mit adaquaten Grund-
vorstellungen zu verkniipfen und

0 Mathematik als spezifische Sprache zur Beschreibung von
Strukturen und Mustern, zur Erfassung von Quantifizier-
barem und logischen Beziehungen sowie zur Untersu-
chung von Naturphdnomenen zu erkennen;

o Kompetenzen, die sich auf mathematische Fertigkeiten und Fahig-
keiten beziehen. Sie beziehen sich auf

1. darstellend-interpretierendes Arbeiten,

2. formal-operatives Arbeiten,

3. experimentell-heuristisches Arbeiten sowie

4. kritisch-argumentatives Arbeiten.
Kompetenzen, die sich auf inhaltliche Kenntnisse beziehen, entsprechen im
Wesentlichen den inhaltlichen Leitideen der KMK. Die allgemeinen Kom-
petenzen der deutschen Bildungsstandards finden sich, wenn auch anders

strukturiert, in den dsterreichischen Kompetenzen, die sich auf Fertigkeiten
und Fahigkeiten beziehen, wieder.*

% Entspricht den Klassenstufen 9 bis 12 des deutschen achtjahrigen Gymnasiums.

* Die Kompetenz (K6) wird von den 6sterreichischen Kompetenzen nicht vollstan-
dig erfasst. Sie kann nur teilweise dem kritisch-argumentativen Arbeiten zugeordnet
werden.
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1 2. 3. 4.
(K3), (K4) (K5) (K2) (K1), (K6)

Tab. 1: Beziehungen zwischen den allgemeinen Kompetenzen der KMK Bildungsstandards
und den Kompetenzen in Osterreich, die sich auf Fertigkeiten und Fahigkeiten beziehen

Kompetenzen, die auf Begriffe bezogen sind, finden sich so nicht in den
deutschen Bildungsstandards. Diese Art von Kompetenzen beinhaltet vor
allem (Meta-)Denkprozesse und trégt somit zur Erweiterung des Verstand-
nisses von Kompetenzen um einen wesentlichen Aspekt von Mathematik
bei. Zur Analyse und Beurteilung der vom Schiler erworbenen Kompeten-
zen werden letztlich nur noch drei Dimensionen von Kompetenzen unter-
schieden; Kompetenzen, die sich auf Begriffe beziehen, spielen dabei keine
Rolle mehr (BMUKK 2011, S. 9 f.). Dazu werden

,verwandte” Handlungen zu Handlungsbereichen (H1, H2 ...), ,verwandte*

Inhalte zu Inhaltsbereichen (11, 12 ...) und ,,verwandte* Arten bzw. Grade von

Vernetzung zu Komplexitatsbereichen (K1, K2 ...) zusammengefasst.

(BMUKK 2011, S. 9)

Somit ergibt sich eine 4 X 4 X 3 — Kompetenzmatrix.

Handlungsdimension

Inhaltsdimension

Komplexitatsdimension

(H1) Darstellen, Modell-
bilden

(H2) Rechnen, Operieren
(H3) Interpretieren

(H4) Argumentieren, Be-
griinden

(11) Algebra, Geometrie
(12) Funktionale Abhéan-
gigkeit

(13) Differential- und
Integralrechnung

(14) Wahrscheinlichkeit
und Statistik

(K1) Einsetzen von
Grundkenntnissen und
Grundfertigkeiten

(K2) Herstellen von Ver-
bindungen

(K3) Einsetzen von Refle-
xionswissen, Reflexion

Tab. 2: Kompetenzdimensionen in den osterreichischen Bildungsstandards

Dass eine solche Ausrichtung an fir die Mathematik zentral erscheinenden
Aspekten eine lange Tradition hat, zeigt ein Blick in die PreuBischen Richt-
linien zu den Lehrplanen fir die hoheren Schulen von 1925 (vgl. Lambert
2004, S. 71-74). Damals fanden sich unter ,,Methodische Bemerkungen*
acht ,Allgemeine Grundsétze“, die im Wesentlichen die von der KMK ak-
tuell geforderten allgemeinen Kompetenzen beinhalten. Lediglich die be-
wusste kulturelle Einbettung von Mathematik (damals der 7. Punkt) findet
sich nicht mehr explizit in den aktuellen Kompetenzbeschreibungen in
Deutschland. In Osterreich findet sich der ,,Kulturell-historische Aspekt* im
Rahmen der Aspekte der Mathematik (Schopferisch-kreativer Aspekt,
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Sprachlicher Aspekt, Erkenntnistheoretischer Aspekt, Pragmatisch-anwen-
dungsorientierter Aspekt, Autonomer Aspekt, Kulturell-historischer As-
pekt), die im Lehrplan fur die AHS Oberstufe direkt nach den mathemati-
schen Kompetenzen beschrieben werden.

Ahnlich wie die allgemeinen Kompetenzen finden sich auch die Leitideen
der Bildungsstandards (teilweise) in den PreuRischen Richtlinien. Hier wird
als ,,Allgemeines Lehrziel“ gefordert:

[...] Sicherheit und Gewandtheit im Rechnen mit bestimmten Zahlen [...]
Schulung in der richtigen Auffassung von GroRenwerten [...]. Erzielung der
Fahigkeit, das Mathematische in Form, MaR, Zahl und GesetzméaRigkeit an den
Gegenstdnden und Erscheinungen der Umwelt zu erkennen [...] insbesondere
Entwicklung des raumlichen Anschauungsvermdégens und der Fertigkeit im ma-
thematischen Auffassen der gegenseitigen Abhéngigkeit veranderlicher Gro-
Renwerte [...] (z. n. Lambert 2004, S. 71. f.)

Angesprochen sind die Leitideen Zahl, Messen, Raum und Form und Funk-
tionaler Zusammenhang. Lediglich die Leitidee Daten und Zufall fehlt, da
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kombinatorik (teilweise bis ganz) aus
den Lehrplanen gestrichen wurden, um Platz fiir Differential- und Integral-
rechnung zu schaffen.’

Schon dieser kurze historische Abriss zeigt, dass eine Orientierung von Un-
terricht an zentral erscheinenden Aspekten von Mathematik lange vor dem
Erscheinen des Buches ,,The Process of Education” von BRUNER gefordert
wurde, und auch ganz aktuell (oft ohne Bezug zu BRUNER oder anderen his-
torischen Vorl&ufern) diskutiert wird. Da allerdings fast alle im Folgenden
vorgestellten Autoren BRUNERs Buch als (historische) Basis ihrer Theorie-
bildung angeben, werden die Uberlegungen BRUNERS im nachsten Ab-
schnitt als Startpunkte flr eine detailiertere Analyse der Entwicklung der
Theorie Fundamentaler Ideen gewahit.

1.2 Fundamentale Ideen nach BRUNER — Ein Bezeichner wird geboren(?)

1960 entfachte BRUNER die Diskussion tber Fundamentale Ideen der Ma-
thematik mit seinem Buch ,,The Process of Education” neu. Das Buch ist
eine zusammenfassende Darstellung von Ergebnissen einer von BRUNER

®vgl. (Lietzmann 1925).
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geleiteten Konferenz in Woods Hole im September 1959.° Dort berieten Er-
ziehungswissenschaftler, Lehrer, Psychologen und Fachwissenschaftler
(u. a.) Uber die weitere Entwicklung und Verbesserung des (naturwissen-
schaftlichen) Unterrichts der Grund- und weiterfihrenden Schulen (Bruner
1970, S. 13).” Als Ursache fiir den vermeintlichen ,Bildungsriickstand“
nennt BRUNER die unzureichende Entwicklung der Curricula in den letzten
funfzig Jahren. Diese begriindet er zum einen dadurch, dass filhrende Wis-
senschaftler und

die an der Spitze ihrer Disziplinen stehenden Gelehrten, die den groRten Beitrag
zu einer grundlegenden Reorganisation ihres Fachgebietes hétten leisten kon-
nen, an der Entwicklung von Curricula fiir Primar- und Sekundarschulen nicht
beteiligt [waren]. (Bruner 1970, S. 18)

Als weiteren Grund gibt er an, dass wichtige Bezugswissenschaften, wie
Lernpsychologie und Erziehungspsychologie sich nicht mehr ganzheitlich
mit dem Curriculumsproblem beschéaftigten (Bruner 1970, S. 19). Beide
Entwicklungen beschreibt BRUNER als riicklaufig und hebt hervor, dass
neuerdings wieder viele Wissenschaftler an der Entwicklung und Planung
des Schulunterrichts auf ihrem Fachgebiet beteiligt sind (Bruner 1970,
S.18). Im Zuge der Erforschung des sogenannten ,nicht-spezifischen
Transfers wurde das Interesse verschiedener psychologischer Disziplinen an

® Zur Analyse dient die deutschsprachige Ubersetzung ,,Der ProzeR der Erziehung*
von 1970. An Stellen, bei denen sich durch die Ubersetzung semantische Verschie-
bungen ergeben, wird auf die englische Originalliteratur zurlickgegriffen.

" Sowohl BRUNERS Buch als auch die vorangegangene Konferenz stehen im Zeichen
einer bildungspolitischen Umbruchstimmung. Durch den enormen Ausbau der Ris-
tungsindustrie wahrend des 2. Weltkrieges und des aufkommenden Kalten Krieges
stieg das Bruttoinlandsprodukt der USA stidndig an. Demokratie und Kapitalismus
schienen vielen Amerikanern Garanten fiir technologischen und wirtschaftlichen
Fortschritt. Damit ging ein Uberlegenheitsgefiihl gegeniiber anderen Nationen ein-
her, besonders gegeniiber der UdSSR. Dieses Selbstverstandnis wurde grundlegend
erschiittert, als am 04. Oktober 1957 die Sowjetunion den ersten kiinstlichen Erdsa-
telliten startete. Politisch wurde dieses Ereignis (genannt ,,Sputnik-Schock®) in den
USA genutzt um die staatlichen Férderungen der amerikanischen Rustungsindustrie
aufzustocken, da nun ein direkter nuklearer Raketenangriff der Sowjetunion auf die
USA maoglich schien. Gleichzeitig begegnete die Regierung unter Dwight D. Eisen-
hower dem vermeintlichen Bildungsriickstand gegeniiber der Sowjetunion mit einer
starkeren finanziellen Forderung des Bildungssystems. BRUNER selbst spricht von
einer Krise der nationalen Sicherheit, ,,fiir deren Bewaéltigung es auf eine gut ausge-
bildete Birgerschaft ankommt* (Bruner 1970, S. 16).
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jenen Formen komplexen Lernens neu belebt, wie man sie in der Schule findet:
eines Lernens, durch welches ein allgemeines Verstandnis fiir die Struktur eines
Unterrichtsgegenstandes erreicht werden soll. (Bruner 1970, S. 20 f.)

Besonders diese Art des Transfers (engl: transfer of principles and attitudes)
bildet fir BRUNER den Kern des ,,Erziehungsprozesses“. Er unterscheidet
sich vom spezifischen Ubergangstransfer dadurch,
daB man anfangs nicht eine Fertigkeit (skill) erlernt, sondern einen allgemeinen
Begriff (general idea). Dieser kann dann als Basis daflir genutzt werden, spétere

Probleme als Sonderfélle des urspriinglich erlernten Begriffs [(idea)] zu erken-
nen. (Bruner 1970, S. 30)®

Lernen besteht dann aus
the continual broadening and deepening of knowledge in terms of basic and
general ideas. (Bruner 1960, S. 17)
Dazu ist ein Curriculum notwendig,

[that] should revisit these basic ideas repeatedly, building upon them until the
student has grasped the full formal apparatus that goes with them.
(Bruner 1960, S. 13)

Der Forderung nach einem spiraligen Aufbau des Curriculums liegt die be-
rihmte Hypothese BRUNERS zugrunde

that any subject can be taught effectively in some intellectually honest form to
any child at any stage of development. (Bruner 1960, S. 33)

BRUNER umschreibt ,,basic ideas”, die auch haufig mit ,,fundamental ideas*
bezeichnet werden, als

8 An den folgenden Stellen ist ein Riickgriff auf die englische Originalliteratur un-
verzichtbar, da ab hier engl. ,,idea* haufig mit dem Bezeichner ,,Begriff* Ubersetzt
wird. An vorherigen Textstellen findet sich noch die Ubersetzung von ,basic ideas*
(Bruner 1960 S. 12) mit ,,basalen Ideen“ (Bruner 1970, S. 26). Es ist in der deut-
schen Ubersetzung nicht klar nachzuvollziehen, warum verschiedene Bezeichner an
den verschiedenen Stellen gewahlt wurden. Daher tragt die deutschsprachige Uber-
setzung hier wenig zur Begriffsklarung bei. Lutz FUHRER weist zudem darauf hin,
dass die deutschen Begriffe ,ldee” und ,,Begriff* sich nur unzureichend mit dem
englischen Begriff ,,idea” decken, der in diesem Zusammenhang auch fachtypische
Fragestellungen, Bezeichnungsweisen, Strukturierungs- und Begriindungsformen,
Heuristiken, Methoden etc. bedeuten kann (vgl. Fihrer 1997, Fn. 132). Diese Fest-
stellung wird belegt durch die haufige Gleichsetzung der Bezeichner ,,fundamental
principles, ,,fundamental ideas“ und ,,fundamental structure“ im englischen Origi-
naltext (Bruner 1960, S. 25).
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ideas that lie at the heart of all sciences and mathematic [...] [and] are as simple
as they are powerful [...] (Bruner 1960, S. 12)

The more fundamental or basic is the idea [...], almost by definition, the greater
will be its breadth of applicability to new problems. Indeed, this is almost a tau-
tology, for what is meant by “fundamental” in this sense is precisely that an
idea has wide as well as powerful applicability. (Bruner 1960, S. 18)

Damit also Lernen durch nicht-spezifischen Transfer moglich ist, muss der
Lernende wissen, ob eine vorher gelernte ,,idea“ auf einen neuen Lernge-
genstand anwendbar ist. Dazu ist es nach BRUNER unabdingbar, die Struktur
des Lerngegenstandes zu beherrschen.
Die Struktur eines Themas begreifen heil’t, es so zu verstehen, daf viele andere
Dinge dazu in eine sinnvolle Beziehung gesetzt werden konnen. Kurz: Die

Struktur lernen, heifl3t lernen, wie die Dinge aufeinander bezogen sind.
(Bruner 1970, S. 22)

Obwohl BRUNER an einigen Stellen die Bezeichner ,,fundamental structure*
und ,,fundamental idea* fast synonym verwendet, sprechen obige Zitate ge-
gen eine inhaltliche Gleichsetzung der Begriffe.” Fundamentale Ideen sind
als allgemeine Konzepte zu verstehen, die gewissermaflen zu Grundlagen
von Lernprozessen werden kdnnen. Mit Struktur ist eine Beschaffenheit ei-
nes Themas gemeint, die ein Erkennen’® von Zusammenhéngen zwischen
(vorher) gelernten Fundamentalen Ideen und neuen Lerngegenstanden (des
Themas) zuldsst. Somit stiftet Struktur nach BRUNER Verbindung zwischen
verschiedenen Lerngegenstanden durch Fundamentale Ideen, die ihnen zu-
grunde liegen.

Vereinfacht gesprochen fordert BRUNER demnach die Entwicklung eines
Curriculums, welches aufbauend auf Fundamentalen Ideen den Erwerb von
vernetztem Wissen zuldsst. Was sich zunéchst auf eine so einfache und an-
erkannte Formel bringen lasst, erweist sich in der Umsetzung als hochst
problematisch. BRUNER selbst weist auf einige Schwierigkeiten hin.

® Befdrdert durch eine Vermischung der Begriffe ,,Struktur der Mathematik* im Sin-
ne BourBAkis und ,,Fundamentalen Ideen der Mathematik* im Sinne BRUNERS kam
es zur Einflihrung der Strukturmathematik und der Mengenlehre in den Schulen; mit
den bekannten negativen Auswirkungen.

10 Wiedererkennen meint in diesem Kontext das Erkennen einer allgemeinen Fun-
damentalen Idee in einer neuen (spezielleren) Lernsituation (Bruner 1970, S. 25).
Dieser Aspekt im Umgang mit Fundamentalen Ideen, das Sehen des Allgemeinen im
Speziellen, findet sich schon bei ALFRED NORTH WHITEHEAD (Whitehead 1913).
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The first and most obvious problem is how to construct curricula that can be
taught by ordinary teachers to ordinary students and that at the same time reflect
clearly the basic or underlying principles of various fields of inquiry. The prob-
lem is twofold: first, how to have the basic subjects rewritten and their teaching
materials revamped in such a way that the pervading and powerful ideas and at-
titudes relating on them are given a central role; second, how to match the lev-
els of these materials to the capacities of students of different abilities at differ-
ent grades in school. (Bruner 1960, S. 18)

BRUNER folgend lasst sich die Frage nach den Inhalten und dem Aufbau ei-
nes Curriculums, welches die Struktur und die zugrunde liegenden Funda-
mentalen Ideen eines Lehrgegenstandes betont, nur ,,mit der Hilfe von Per-
sonen von grofRer Weitsicht und Kompetenz auf diesen Gebieten* entschei-
den (Bruner 1970, S. 32).™! Er geht dabei davon aus, dass durch Zusammen-
arbeit der besten Kdpfe einer jeden Fachwissenschaft Einigkeit tiber Inhalte
und Ziele von Unterricht erreicht werden kann.* Allerdings konnte bis heu-
te nicht im Konsens geklart werden, was Fundamentale Ideen der Fachwis-
senschaft Mathematik sind, noch wie sich an ihnen vernetztes Wissen im
Unterricht erfolgreich erwerben lasst. Die Uneinigkeit Uber den Begriffsum-
fang zeigt sich in der Vielzahl fachdidaktischer Publikationen, in denen
trotz &hnlicher Theorieansatze fir Fundamentale Ideen hdufig vollig unter-
schiedliche Ideenkataloge erarbeiten werden. Selbst bei dem zu benutzen-
den Bezeichner fur den Begriff ,,Fundamentale Idee* herrscht keine Einig-
keit (vgl. Abb. 3). Zudem werden einige Bezeichner nicht synonym ver-
wendet. Beispielsweise versteht ALFRED SCHREIBER unter ,Zentralen
Ideen* gebietsspezifische Ausprdgungen (bergeordneter ,Universeller
Ideen* (s. u.), wéhrend HANS WERNER HEYMANN den gleichen Bezeichner
fur seine (bergeordneten ldeen verwendet (Heymann 1995, S. 173). In
(Tietze/Klika/Wolpers 2000) und den wesentlichen Voriberlegungen dazu
von UWE-PETER TIETZE bezeichnen ,,Leitideen* einen von drei Aspekten
Fundamentaler Ideen, der besonders Produkte der Mathematik umfasst

! Diese Aussage beinhaltet in keiner Weise, dass BRUNER die Auswahl von Inhalten
allein Wissenschaftlern der einzelnen Fachgebiete berlassen will. Eine solche
(Fehl-)Interpretation findet sich hdufig als Kritik am BRUNERschen Ansatz in der
fachdidaktischen Diskussion (vgl. beispielsweise Tietze/Klika/Wolpers 2000, S. 37).

12 Dass ein Katalog von Inhalten und Zielen, selbst wenn er im Konsens der fiihren-
den Wissenschaftler erstellt wird, immer nur voriibergehend Gultigkeit behalten
kann, erlautert BRUNER schon in der Einleitung seines Buches (Bruner 1970, S. 23).
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(Tietze 1979, S. 145). Fir HANS-JOACHIM VOLLRATH bezeichnen ,,Leit-
ideen” eine ganze Reihe prozesshafter Aspekte des Mathematiktreibens wie
,»,Gedanken®, , Einfalle” und ,,Fragestellungen* (Vollrath 1978, S.29).

[ Leitideen Universelle Ideen]
VOLLRATH (1978) Fundamentale Ideen SCHREIBER (seit 1979)
TIETZE/KLIKA/WOLPERS BENDER/SCHREIBER
(1979, 2000, 2003) B — (1985)

KMK (2003) HRUNER (1976) TIETZE/KLIKA/WOLPERS
EITELE (1976) (1979, 2001, 2003)
Zentrale Ideen FISCHER (1978)

SIira e ioee SCHWEIGER (seit 1982)
SCHREIBER (seit 1979) gzg&lﬁ?gsl)t 1993) Grundlegende Ideea
?fgg;‘;/ SEHREIBER HISCHER (seit 1998) — |

OHNS (sei
HEYMANN (1995) VOLLRATH (2001)

@ndamentale Konzep@

FOHRER (1997) Kuntze (2012) ‘

Abb. 3: Synonyme(?) fir den Begriff ,,Fundamentale Idee* in der deutschsprachigen Literatur

Gemeinsam ist allen Arbeiten jedoch, dass in der Theoriebildung zu Fun-
damentalen Ideen ein Vernetzungsgedanke, wenn auch oft nur implizit, pra-
sent geblieben ist. Neben Vernetzungen auf inhaltlicher Ebene, die schon
BRUNER forderte, finden sich in der deutschsprachigen Literatur Forderun-
gen nach Vernetzungen zum Alltagsdenken und -sprechen sowie zur ge-
schichtlichen Entwicklung der Mathematik (z. B. Schweiger 1992 bzw.
Vohns 2007).

1.3 Exemplarische Aufarbeitung des Forschungsstandes

Im Folgenden werden exemplarisch die Ansédtze von SCHREIBER und dabei
auch von BENDER (Schreiber 1979, Schreiber 1983, Bender/Schreiber
1985), FRITZ SCHWEIGER (Schweiger 1992, Schweiger 2010) und ANDREAS
VOHNS (2007) vorgestellt.”® Die drei erstgenannten Autoren wurden ausge-
wahlt, da ihre Arbeiten zu den ersten und zu den griindlichsten und somit zu
den uberzeugendsten gehéren, die sich mit Fundamentalen Ideen beschéaf-

13 Diese Aufzahlung enthalt nur die Hauptwerke der genannten Autoren. Fir die an-
deren in Abb. 3 aufgelisteten Autoren finden sich Literaturhinweise im Literaturver-
zeichnis dieser Arbeit.
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tigten. Sie wurden daher zur Grundlage vieler spaterer Theorieansatze.™
VVOHNS betont dariiber hinaus explizit einen Vernetzungsgedanken bei sei-
nem Kriterienkatalog fir Fundamentale Ideen und weist gleichzeitig auf de-
ren bildungstheoretische Bedeutsamkeit hin. Diese Akzentuierung stellt eine
Weiterentwicklung der Thematik zur unterrichtlichen Nutzung dar.

BRUNER folgend sieht SCHREIBER die Lernenden mit einer Stofffiille kon-
frontiert, die kaum zu uberblicken ist. Durch eine Strukturierung der Unter-
richtsinhalte mittels ,,Universeller Ideen hofft er, der Stofffille und —isola-
tion entgegenzuwirken. Der Bezeichner ,,fundamental* wird bewusst abge-
lehnt, da dieser zu sehr auf verfalschende Interpretationen wie das psycho-
genetisch Frihe (nach JEAN PIAGET) oder auf Grundlagen der Mathematik
(wie die Mengenlehre) abzielt (Schreiber 1979, S. 166). SCHREIBER versteht
unter Universellen ldeen

allgemeine Schemata, die im Prozess der Mathematik eingesetzt werden, die
diesen Prozess erst in Gang setzen oder weitertreiben. (Schreiber 1979, S. 166)

SCHREIBER Wweist darufhin, dass eine ,allgemeinverbindliche Explikation
des Begriffs des unv. Schemas [...] vermutlich nicht méglich [ist]“, da sich
der Begriff ,Schema“ nur vage umschreiben lasst (Schreiber 1979,
S.167).° In einer spateren Zusammenarbeit mit BENDER wurde SCHREI-
BERS Theorieansatz weiterentwickelt und auf den mathematischen Teilbe-
reich der Geometrie angewendet. Dazu charakterisieren die Autoren Uni-
verselle Ideen als
wichtige Methoden, Beweisideen, Theoreme, Begriffskonstruktionen etc. [...]
deren Universalitat nicht bloR auf haufiger, sondern auf vielseitiger fruchtbarer
Anwendung in unterschiedlichen Teildisziplinen beruht. Inshesondere sind uni-
verselle Ideen ihrerseits nicht wiederum als Fundament der Mathematik aufzu-
fassen, sie sind vielmehr begrifflich noch nicht scharf umgrenzte Anhaltspunkte
der eigentlichen mathematischen Theoriebildung. Sie haben zwar oft in einer
Theorie préazisierte Entsprechungen, gehdren aber urspriinglich einem vorwis-

14 Beispiele hierfiir sind die Arbeiten von HORST HISCHER, der SCHWEIGERS Theorie
stérker gliedert und der Kriterienkatalog von ScHwiLL, welcher eine ,,Synthese* der
Theorien SCHREIBERS und SCHWEIGERS bildet (Schwill 1993, S. 8).

15 ScHEIBER schlielt sich zur Erlduterung seines Verstandnisses des Begriffs ,,Sche-
ma“ ERICH WITTMANN an, der unter einem Schema ein ,,flexibl organisiertes, koha-
rentes, adaptierbares Reflex-, Operations-, Denk-, Beschreibungs- oder Erklarungs-
muster, das in die kognitive Gesamtorganisation des Individuums integriert ist und
die Aktivitaten des Individuums steurt” versteht (Wittmann 1981, S. 63).
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senschaftlichen (nicht: unwissenschaftlichen) Denken an. Dabei stiften sie Ord-
nung in der internen Struktur des Faches und seinen Beziehungen zur Umwelt;
noch wichtiger ist ihre ordnende Funktion beim Eindringen in diese Struktur
und beim ErschlieBen der Umwelt. Universelle Ideen zeichnen sich also aus
durch

e Weite (,,logische* Allgemeinheit),

o Flle (vielfaltige Anwendbarkeit in Teildisziplinen),

e Sinn (Verankerung im Alltagsdenken).

(Bender/Schreiber 1985, S. 199)

Im Kriterienkatalog werden (neben Vernetzungen zwischen mathemati-
schen Inhalten, erster und zweiter Punkt) Vernetzungen zwischen Mathema-
tik und Wirklichkeit (dritter Punkt) betont. Damit geht SCHREIBER (iber die
Forderungen von BRUNER hinaus.

SCHREIBER unterscheidet ,,Schemata“ zunachst in Leitideen und Verfahren,
welche erneut untergliedert werden in Findungsverfahren im Sinne POLYAS
und Begriffsbildungsverfahren (Schreiber 1979, S. 167). Er gibt folgende
Universellen Ideen der Mathematik an:

e Leitideen: Algorithmus, Exhaustion, Invarianz, Optimalitat, Funkti-
on, Charakterisierung,

e Verfahren: Rekursion, Abstraktion, Ideation.

Dieser Katalog wurde in (Schreiber 1983) teils reorganisert und teils erwei-
tert. Dort wird eine Gliederung der Ideen in ,,Prozeduren®, ,,Eigenschaften
und ,,Komponenten von Begriffsbildungsprozessen“ vorgenommen (vgl.
Schreiber 1983, S 70):

e Prozeduren: Exhaustion, Iteration, Reduktion, Abbildung, Algorith-
mus,

e Eigenschaften: Quantitat, Kontinuitat, Optimalitat, Invarianz, Un-
endlich,

o Komponenten von Begriffshildungsprozessen: Ideation, Abstraktion,
Reprasentation, Raum, Einheit.

Die Ideen ,,Unendlich®, ,,Raum* und ,,Einheit* tauchen schon in (Schreiber
1983) auf, zielen allerdings auf die Diskusion ,,Zentraler Ideen* der Geo-
metrie, die in (Bender/Schreiber 1985) dargestellt ist, ab. Die Autoren ver-
stehen Zentrale Ideen als gebietsspezifische Auspragungen Ubergeordneter
Universeller ldeen, die sich durch ,Représentation und Kombination uni-
verseller ldeen* ergeben (Bender/Schreiber 1985, S.199). Ebenfalls als
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Zentrale Ideen der Geometrie werden ,starre Korper“, ,,Homogenitat”, ge-
bietsspezifische Ausprdgungen von ,,Exhaustion und ,ldeation” sowie
»Passen” (als (teilweise) Inzidenz von Flachen mit seinen drei Erschei-
nungsformen ,.eingeschrankte Beweglichkeit”, ,,Optimierung* und ,,Mes-
sen“) betrachtet.™®

Ebenfalls seit den 1980ern beschaftigt sich SCHWEIGER intensiv mit der
Theorie Fundamentaler Ideen (Schweiger 1982, Schweiger 1988)Y. Er
tbernimmt den Bezeichner ,,Fundamentale ldee* von BRUNER und schreibt:

Eine fundamentale Idee ist ein Biindel von Handlungen, Strategien oder Tech-
niken, die
1. in der historischen Entwicklung der Mathematik aufzeigbar sind,
2. tragfahig erscheinen, curriculare Entwirfe vertikal zu gliedern,
3. als Ideen zur Frage, was ist Mathematik iberhaupt, zum Sprechen tiber
Mathematik, geeignet erscheinen,
4. den Mathematikunterricht beweglicher und zugleich durchsichtiger
machen konnen,
5. in Sprache und Denken des Alltags einen korrespondierenden sprachli-
chen oder handlungsmaRigen Archetyp besitzen.
(Schweiger 1992, S. 207)

Wie bei BRUNER und SCHREIBER dienen Fundamentale ldeen auch bei
SCHWEIGER dazu, Inhalte auf verschiedenen Ebenen zu vernetzen (Punkte
2. und 4.). Der letzte Punkt betont Vernetzungen von Mathematik und
Wirklichkeit. Damit dhnelt SCHWEIGERS Kriterienkatalog dem SCHREIBERS,
rickt aber den Mathematikunterricht starker in den Fokus. Eine weitere
Neuerung stellt die historische Verankerung von Fundamentalen ldeen und
damit die Forderung von Vernetzung zwischen Inhalten und Genese der
Mathematik dar (Punkt 1.). SCHWEIGER gibt in seinen beiden wichtigsten
Arbeiten zum Thema (Schweiger 1992, Schweiger 2010) unterschiedliche
Ideenkataloge an, die sich beide stark von den Universellen Ideen SCHREI-
BERS unterscheiden.

18 Zu den genannten Zentralen Ideen der Geometrie (besonders zur Idee des Passens)
finden sich wichtige Voriiberlegungen (u. a. deren mégliche unterrichtliche Umset-
zung) in (Bender 1983).

" Da sich eine ausfiihrliche Zusammenfassung seiner bisherigen Arbeiten in
(Schweiger 1992) befindet, wird hier auf diese Hauptarbeit eingegangen. Zusatzlich
wird der Ideenkatalog aus (Schweiger 2010) vorgestellt, da sich dieser, trotz unver-
&nderter Theorie, stark vom ersten unterscheidet.
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e SCHWEIGER 1992: Linearisierung, einfache Strukturen, Bifurkation,
Ahnlichkeit, Stabilitdt, Unabhangigkeit von Storungen, Kraft des
Formalen, Erweiterndes Umdefinieren, Dualitét, Optimalitat™.

e SCHWEIGER 2010: Sprache und Muster, Testen und Bestatigen, Er-
weiterndes Umdefinieren, Ordnen, Reparieren, Rekursion und ltera-
tion, Funktion, Abbildung, Modelle, Optimieren.

Wiahrend der erste Katalog eher durch mathematische Ideen geprégt ist,
enthélt der zweite eher Ideen, deren Unterrichtsrelevanz sofort ersichtlich
ist. Diese Neuakzentuierung (die schon in (Schweiger 2006) anklingt) ist
zweifach begriindet. Eine Basis ist das ,root sytem of mathematics“*® von
LYNN ARTHUR STEEN. SCHWEIGER leitet, aus den dort genannten ,,mathe-
matical actions* (,represent, control, prove, discover, apply, model, expe-
riment, classify, visualize, compute”) und ,,mathematical attitudes* (,,won-
der, meaning, beauty, reality*), einige Fundamentale Ideen ab (Schweiger
2006, S. 67). Zusatzlich wird der Ideenkatalog von Standardisierungen von
Lehrplédnen und Abschlusspriifungen beeinflusst. Schweiger nennt exem-
plarisch die ,Principles and Standards of School Mathematics“® betont
aber, dass ,,any list of such ‘standards’ clearly reflects some ideas of what is
seen as ‘fundamental’* (Schweiger 2006, S. 67).

Eine weitere Weiterentwicklung des Kriterienkatalogs von SCHWEIGER er-
arbeitete HISCHER (Hischer 1998). Er unterteilte die genannten Kriterien
nach ihrem deskriptivem (Punkte 1., 3. und 5.) und normativem (Punkte 2.
und 4.) Charakter. Dadurch wurde die vorhandene Theorie starker geglie-
dert und genauer reflektiert, welche Erwartungen (fir den Mathematikunter-
richt) an Fundamentale Ideen gestellt werden und welchen beschreibenden
Charakter sie fiir die Mathematik haben.?*

Als Synthese der Kriterienkataloge von SCHREIBER und SCHWEIGER ist die
Theorie Fundamentaler Ideen ScHwiILLS zu sehen. Er fiihrt die Definitionen

18 Optimalitat wurde im Dialog mit HANS ScHupp dem Ideenkatalog hinzugefiigt
(Schweiger 1992, S. 206).

19 (Steen 1990, S. 3).
20 (NCTM 2000).

2L HiscHers Charakterisierung der Kriterien wird von SCHWEIGER in (Schweiger
2006) Ubernommen und bildet einen Ausgangspunkt fir die Neustrukturirung des
Ideenkatalogs in (Schweiger 2010).
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beider Autoren zusammen und beschreibt Fundamentale Ideen als ,,Denk-,
Handlungs-, Beschreibungs- und Erklarungsschemata® (Schwill 1993, S. 8).
Zudem fuhrt er fir die einzelnen Kriterien SCHWEIGERS die Bezeichner
nZeitkriterium®“  (bei SCHWEIGER Punkt 1.), ,Vertikalkriterium* (bei
SCHWEIGER Punkt 2.) und ,,Sinnkriterium® (bei SCHWEIGER Punkt 5.) ein.
In Anlehnung an SCHREIBERS Forderung nach ,Weite* einer Fundamentalen
Idee, fligt SCHWILL SCHWEIGERS Katalog das ,,Horizontalkriterium® hinzu,
welches sicherstellen soll, dass eine Fundamentale Idee in verschiedenen
Gebieten der Mathematik Anwendungen besitzt (Schwill 1993, S. 7). Im
Unterschied zu HISCHER unterscheidet SCHwILL die genannten Kriterien
nicht nach normativem bzw. deskriptivem Charakter, sondern nach ihrer
Notwendigkeit fur die Bezeichner ,fundamental” bzw. ,ldee“. Demnach
sind Horizontal- und Vertikalkriterium Bedingungen fir die Fundamentali-
tat und Zeit- und Sinnkriterium Bedingungen, damit von einer Idee gespro-
chen werden kann (Schwill 1993, S. 8). Um die philosophischen Uberle-
gungen von IMMANUEL KANT zum ldeenbegriff zu bericksichtigen, figt
SCHWILL in einer spateren Arbeit seinem Katalog das ,,Zielkriterium® hinzu
(Schubert/Schwill 2004, S. 85). Es beinhaltet, dass eine Idee ,,zur Annahe-
rung an eine gewisse idealisierte Zielvorstellung dient, die jedoch faktisch
mdglicherweise unerreichbar ist“ (Schubert/Schwill 2004; S. 85). Eine Ori-
entierung an Fundamentalen Ideen kann demnach dazu dienen, sich dieser
»idealisierten Zielvorstellung® anzundhern.

Eine der neuesten Monografien zum Thema ,,Fundamentale Ideen* stammt
von VOHNS (Vohns 2007). Seine Intention ist, anhand ,,Grundlegender
Ideen“? Unterrichtsinhalte mittels einer didaktisch orientierten Sachanalyse
auf ihren stofflichen Kern zu untersuchen. Dabei interpretiert er Grundle-
gende Ideen als Metakonzepte, denen lokale Subkonzepte zugeordnet sind
(Vohns 2007, S. 94 ff.). Metakonzepte fasst VOHNS als ,,Blindel spezifischer
Handlungen, Strategien, Techniken und Zielvorstellungen* auf (Vohns
2007, S. 87). Im Gegensatz zu friiheren Arbeiten von SCHREIBER bzw.
SCHWEIGER gibt VOHNS einen eher offenen Kriterienkatalog an.

22 Der Bezeichner ,,Grundlegend“ wird gewahlt, da er ,,die Vorstellung einer Reich-
haltigkeit bzw. Bedeutsamkeit* einschlieft. Diese wird innermathematisch, wissen-
schaftshistorisch und aufermathematisch anwendungsbezogen verstanden (Vohns
2007, S. 87).
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Eine grundlegende Idee ist mathematisch, bildungstheoretisch und pragmatisch
bedeutsam, d. h., sie gibt partiell Aufschluss tber Strukturen und Zusammen-
hénge innerhalb der Mathematik, zwischen Mathematik und ,,dem Rest der
Welt“, zwischen Mathematik und ihren mdéglichen oder gewiinschten Bil-
dungswirkungen, zwischen mathematischen Inhalten und ihrer Lernbarkeit.
(Vohns 2007, S. 3)

Die Bedeutsamkeit einer Idee sieht er zweifach. Zum einen sind Grundle-
gende Ideen im alltaglichen Denken bedeutsam, da sie auf einer vorwissen-
schaftlichen Ebene nachweisbar sind. Zum andern sind sie innerhalb der
Mathematik nachweisbar und erhalten somit Bedeutung im Bereich des
fachwissenschaftlichen Denkens; ob eine Idee bedeutsam ist, hédngt davon
ab, ob sie ,,auf der Basis lokaler Subkonzepte* hilfreich ist, neues Wissen zu
erwerben und ob sie Mdglichkeiten zur Reflexion Uber Mathematik bietet
(Vohns 2007, S. 88). Fir VOHNSs dienen Grundlegende Ideen der Vernet-
zung von mathematischen Inhalten untereinander, aber auch von Mathema-
tik und Wirklichkeit. Besonders betont er Vernetzungen zwischen Inhalten
und Bildungszielen des Schulfaches Mathematik. VVOHNS sieht

die Weiterentwicklung grundlegender Ideen als fachdidaktischer Kategorie [...]
forschungsmethodisch darin, diese — ohne ihren normativen Charakter aufzuge-
ben oder zu missachten — vor allem als Leitkategorien der Analyse der Unter-
richtsinhalte aufzufassen und erst in zweiter Linie als Leitkategorien der unter-
richtspraktischen Ausgestaltung. (Vohns 2007, S. 68)

Dieser Perspektivenwechsel, der sich aus dem analytischen Zugriff auf
Grundlegende Ideen ergibt, ermdglicht eine Untersuchung von Unterrichts-
gegenstanden auf die ihnen zugrunde liegenden Ideen. Dadurch kénnen Be-
ziehungen zwischen ,,lokalen Subkonzepten* und ,,Metakonzepten* deutlich
werden (Vohns 2007, S. 89). VOHNS Analysen richten sich also auf das, was
BRUNER missverstandlich mit Struktur eines Lerngegenstandes bezeichnet
hat. Der Unterschied in ihren Herangehensweisen liegt darin, dass VOHNS
als Basis konkrete Unterrichtsgegenstande wéhlt und nicht von {ibergeord-
neten ldeen ausgeht; also die Richtung invertiert.

Dieses Vorgehen setzt einen (konsensfahigen) Katalog grundlegender Ideen
voraus. Als Grundlage nutzt VoOHNS Ideenkataloge anderer Autoren (Vohns
2007, S. 89).”® Er unterscheidet dabei zwei Ebenen Grundlegender Ideen.

2 gpeziell (Heymann 1996), (KMK, 2003), (Schreiber 1979) und (Fihrer 1997).
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Auf einer (bergeordneten allgemeineren Ebene wéhlt er zunachst ,,Anker-
punkte®, die ihm ein Suchfeld fiir speziellere Ideen ertffnen (Vohns 2007,
S. 90). Diese Ankerpunkte sollen eher mathematische Objekte sein. Auf der
zweiten Ebene nennt er dann speziellere Ideen, die nun eher mathemati-
schen Tatigkeiten entsprechen sollen.

e Ankerpunkte: Zahl, Messen, Strukturieren in Ebene und Raum, funk-
tionales Denken.

e Spezielle Ideen: Optimalitat, Symmetrie, Ideation und Abstraktion,
Exhaustion und Approximation, Algorithmus, Invarianz, Induktion,
Reprasentation.

VOHNS ist die begriffliche Heterogenitét seines Katalogs bewusst und er be-
grindet,

ich [habe] bewusst keine einheitliche Formulierung der Ideen als Begriffe oder
Handlungen angestrebt. Eine grundlegende Idee zu sein, beinhaltet fir mich
stets begriffliche, handlungsméRige, technisch-methodische und heuristisch-
strategische Elemente [...] (Vohns 2007, S. 91)

Zudem ist ihm die Interpretation der Ankerpunkte als Schnittstellen und de-
ren Vernetzung wichtig, damit sie nicht zu oberflachlich als Uberschriften
von Themengebieten erscheinen (Vohns 2007, S. 92).

VoHNs Uberlegungen bzgl. Vernetzungen zwischen Fundamentalen ldeen
und deren Nutzung im Bereich von Metakonzepten bilden eine Basis fiir
weitere Uberlegungen dieser Arbeit. Sie spielen eine wichtige Rolle bei der
Weiterentwicklung des Begriffsverstdndnisses Fundamentaler Ideen und bei
Uberlegungen zu deren unterrichtlichen Umsetzung.

1.4 Zwischenfazit

Die ,,Definitionen* Fundamentaler Ideen der drei vorgestellten Autoren &h-
neln sich trotz verschiedener Akzentuierungen. Dennoch sind die angege-
benen Ideenkataloge teilweise vollig unterschiedlich. Dies ist symptoma-
tisch flr die Debatte um Fundamentale Ideen. Viele Autoren geben bei glei-
cher (oder ahnlicher) Theoriebasis ganz unterschiedliche Ideenkataloge an.

24 \JoHNs weist darauf hin, dass keine Ideen genannt werden, die spezifisch fiir das
Gebiet Stochastik waren, da stochastische Themen in seinen Analysebeispielen un-
berticksichtigt bleiben (Vohns 2007, S. 90 f.).
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Gemeinsam ist diesen aber stets, dass der Schwerpunkt auf (innermathema-
tischen) Téatigkeiten und mathematischen Inhalten liegt. In den Arbeiten von
SCHREIBER® werden (zumindest implizit) durch die Unterteilung der ge-
nannten Schemata in Leitideen und Verfahren (und deren Unterteilung in
Findungs- und Begriffsbildungsverfahren) auch heuristische Strategien
(z. B. Abstraktion) als Fundamentale Ideen genannt. Bei SCHWEIGER finden
sich Strategien wie ,,Ordnen*. Auch die von der KMK genannten allgemei-
nen Kompetenzen und Leitideen lassen sich mit den oben dargestellten
Uberlegungen zu Fundamentalen Ideen theoretisch begriinden.

1.5 Weiterentwicklung einer Theorie Fundamentaler Ideen

ANSELM LAMBERT weist in (Lambert 2012a) darauf hin, dass es neben den
oben dargestellten Ideen noch andere gibt, die fur die Mathematik ganz we-
sentlich sind und bisher kaum Berticksichtigung fanden. Um also Mathema-
tik ganzheitlicher durch eine Theorie Fundamentaler Ideen zu fassen, wird
eine Erweiterung des Begriffsverstandnisses notwendig. Dazu geht
LAMBERT von folgenden Ideenkategorien® aus.

e [nhaltsideen: Zahl, MaR, Raum und Form, Funktion, Zufall;

e Schnittstellenideen: Kommunizieren, Modellieren, Argumentieren,
Problemldsen, Darstellen, Fragen;

o Begriffsideen: Objekte, Netze, Ordnungen, Charakterisierung;
e Prozessideen: Strategien, Heuristiken, Handlungen;

o Tatigkeitsideen: Approximieren (insbesondere Optimieren), Algo-
rithmisieren, Dualisieren, Vernetzen, Orden, Strukturieren, Formali-
sieren, Exaktifizieren, Passen®’, Verallgemeinern, Deduzieren;?®

e Theorieideen: Gebiete, Erkenntnis- und Begriindungskulturen, Sys-
teme und Sprache.

%5 Da VOHNS U. a. den Ideenkatalog SCHREIBERS Ubernimmt, finden sich bei ihm
ebenfalls Heuristiken.

% Da die von LAMBERT vorgeschlagenen Kategorien zu einer Gliederung des Ober-
begriffs ,,Fundamentale Ideen® beitragen sollen, wird der Bezeichner ,,Idee” in die-
ser Arbeit auch — noch — fiir die Unterkategorien verwendet.

27 Passen“ umfasst hier (anders als bei BENDER, s. 0.) meta-mathematische Aspekte,
z. B. das ,,(An-)passen” eines Axiomensystems an einen Sachverhalt.

2 Dies sind eher innermathematische Tatigkeiten, die in der Auflistung von mathe-
matisch nach meta-mathematisch geordnet sind.
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Weiterhin betont er, dass besonders der Bereich ,,Nichtkognitiver* Ziele des
Mathematikunterrichts von aktuellen Theorien Fundamentaler Ideen ,,nur
unzureichend erfasst“ wird (Lambert 2012a, S. 4).*® Auch bei BRUNER fin-
den sich Uberlegungen zu ,Nichtkognitiven“ Aspekten von Unterricht.
Obwohl er sich durchweg mit der Frage nach inhaltlichen Auswahlkriterien
befasst, misst er ihnen eine wichtige Rolle in der Auseinandersetzung mit
Fundamentalen Ideen zu.
Mastery of the fundamental ideas of a field involves not only the grasping of
general principles, but also the development of an attitude towards learning and
inquiry, towards guessing and hunches, towards the possibility of solving prob-
lems on one’s own [...] To instill such attitudes by teaching requires something
more than the mere presentation of fundamental ideas [...] but it would seem
that an important ingredient is a sense of excitement about discovery — discov-
ery of regularities of previously unrecognized relations and similarities between
ideas, with a resulting sense of selfconfidence in one’s abilities.
(Bruner 1960, S. 20)

Um dem Ausblenden ,,Nichtkognitiver” Ziele zu begegnen, wird hier eine
weitere ldeenkategorie den anderen beigestellt. Die Kategorie der ,,Nicht-
kognitiven* Ideen, die Interesse, Bereitschaft und Freude, Werthaltung,
Kreativitat und Geschmack sowie Motorik® umfassen sollte.

Weiter ist darauf hinzuweisen, dass viele der Prozessideen, Schnittstellen-
ideen und Tatigkeitsideen auch metakognitiv eine Rolle spielen. Diese Ei-
genschaft der Ideen ist fur die spater folgende unterrichtspragmatische Re-
duktion und fiir die im dritten Teil vorgestellten Beispiele von Bedeutung.
So hat das Bewusstmachen von Heuristiken beim problemorientierten Ar-
beiten im Unterricht metakognitive Auswirkungen. Auf solche wurde in der
didaktischen Literatur schon mehrfach hingewiesen.® Und die Ideen
»Strukturieren” und ,,Ordnen” dienen nicht nur dem Erfassen und Bearbei-
ten mathematischer Situationen, sondern auch der (bewussten) Steuerung
und Organisation eigener Denkprozesse.

% Nichtkognitive” Ziele des Mathematikunterrichts werden auch héufig in bil-
dungspolitischen Debatten ausgeblendet. Diese Problematik wird in (Fihrer 2009,
besonders S. 26 ff.) kritisch diskutiert.

% Motorik gehért zu wesentlichen Zielen besonders des Geometrieunterrichts, der
unteren Klassenstufen und weiter in nicht-gymnasialen Schulformen, sperrt sich al-
lerdings etwas einer Erfassung in dieser Liste als ,,Idee”.

3L vgl. (Fihrer 1997, S. 68 ff.).
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Dies wird auch hier genutzt: Zusétzlich zur Erweiterung des Begriffsver-
stdndnisses scheint (deren unterrichtliche Nutzung im Blick habend) eine
stirkere Strukturierung der Ideenkategorien angebracht. Es fallt auf, dass
die oben genannten Ideen im Grad ihrer Konkretisierung differieren. Daher
ist ihre Aufteilung in eine abstrakt(er)e Ebene und eine konkret(er)e Ebene
sinnvoll. Auf einer abstrakt(er)en Ebene kénnen folgende Ideenkategorien
geordnet werden:

Begriffsideen Prozessideen
Objekte Strategien
Netze Heuristiken
Ordnungen Handlungen
Charakteriserung

“Abstrakte(re)” Ideen

Theorieideen / “Nichtkognitive” Ideen

Gebiete Interesse, Bereitschaft, Freude
Begriindungskultur Werthaltungen

System Kreativitit, Geschmack
Sprache Motorik

Abb. 4: Abstrakte(re) Ideen

... und auf einer konkret(er)en Ebene diese:

Inhalte Titigkeiten
(innermathematisch)
Zahl Approximieren
Maf} Optimieren
Raum und Form Algorithmisieren
Funktion Dualisieren
Zufall “Konkrete(re)” Ideen Vernetzen
Ordnen
Strukturieren
/ Formalisieren
Schnittstellen Exaktifizieren
— Passen
Kommunizieren Verallgemeinern
Modellieren Deduzieren

Argumentieren
Problemlisen
Darstellen
Fragen

Abb. 5: Konkrete(re) Ideen

Die Auflistung der Ideen zeigt, dass die Ideen der zweiten Ebene nicht im-
mer Konkretisierungen der abstrakten Ideen sind. Auf Entsprechungen bzw.
Unterschiede zwischen den Ideen der beiden Ebenen wird bei der spéater
vorgestellten unterrichtspragmatischen Reduktion eingegangen.
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Neben den fehlenden Ideenkategorien in einer Theorie Fundamentaler Ideen
ist es bis jetzt noch nicht gelungen, das Konzept fiir die Unterrichtspraxis
wirksamer zu machen. Zwar nutzt VOHNs Grundlegende Ideen zur Analyse
von Unterrichtsinhalten, gibt aber (bewusst) keine Hinweise, wie mithilfe
der Ideen Inhalte fur den Unterricht begrindet gewonnen und aufbereitet
werden kénnen. Der Problematik, eine Briicke zwischen Theorie und Praxis
zu bauen, wird im folgenden Kapitel nachgegangen.

2. Vernetzungen im Unterricht durch Fundamentale Ideen
2.1 Briicken-Charakter des Vernetzungsbegriffs

Wie in 1.3 beschrieben, spielen Vernetzungen bei der Theoriebildung fir
Fundamentale Ideen eine herausragende Rolle. Fiir die vorgestellten Auto-
ren* miissen Fundamentale Ideen verschiedene Aspekte (z. B. verschiedene
Inhalte oder historische Entwicklungen der Mathematik) verkniipfen kon-
nen. Auf der Seite der Praxis nehmen Uberlegungen zu unterrichtsrelevan-
ten Vernetzungen eine wichtige Stelle in (fach-)didaktischen und bildungs-
theoretischen Diskussionen ein, ohne dass dabei explizit tber Fundamentale
Ideen gesprochen wird. Dabei geht es nicht nur um inhaltliche Vernetzun-
gen sondern auch um Vernetzungen im Bereich von Metakognition und Me-
tatatigkeiten (s. 0.). Vernetzungen kdnnen somit eine Briicke zwischen einer
Theorie Fundamentaler Ideen auf der einen Seite und ihrer Nutzung in der
Unterrichtspraxis auf der anderen Seite bilden. Daher wird hier von Funda-
mentalen Ideen gefordert, dass sie moglichst reichhaltige Vernetzungen im
Unterricht zulassen, insbesondere zwischen den Knoten

Inhalt, Représentation, Tatigkeit, Genese, ,,Nichtkognitive* Ziele.

Diese Eigenschaft Fundamentaler Ideen soll ,,Vernetzungskriterium* heiRen
und bildet einen Beitrag der vorliegenden Arbeit zu den mathematikdidakti-
schen Diskussionen (ber und durch Fundamentale Ideen.

2.2 Unterrichtspragmatische Reduktion der Theorie

Ausgehend vom oben aufgezeigten erweiterten und geschérften Begriffs-
versténdnis soll nun gezeigt werden, wie durch eine unterrichtspragmatische
Reduktion der Theorie Fundamentaler Ideen Einblicke in VVernetzungen im

% Diese Autoren bilden dabei keine Ausnahmen sondern die Regel.
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Unterricht ermdglicht werden. Als Basis dienen die zwei Ebenen Funda-
mentaler Ideen.
Theorieideen o. o Prozessideer

Ebene der

abstrakten Ideen

Begriffsideen —*"Nichtkognitive" ldeen

Schnittstellen
Ebene der

konkreten Ideen

Inhalte Tatigkeiten

Abb. 6: Ideenebenen und Vernetzungen zwischen den Ideenkategorien

Wichtig erscheint hier, dass nicht nur mittels Fundamentaler Ideen vernetzt
wird, sondern dass auch die Ideenkategorien untereinander vielfaltig ver-
netzt sind.

Fur den Unterricht ist ein solch differenziertes Modell zunéchst weniger
zweckmalBig. Es bedarf einer Ordnung, Zusammenfassung und teilweise
einer Konkretisierung der Ideen. Dies wird durch eine Reduktion der Ideen-
kategorien auf einen unterrichtspragmatischen Kern erreicht. Dabei ergeben
sich neben Konkretisierungen auch Verschiebungen der ldeenkategorien.
Die Reduktion ist in der folgenden Abbildung durch Pfeile® angedeutet.

Theorieideen o Prozessideen

Begriffsideen "NichtKognitive” Ideen

Inhalte Tatigkeiten
Abb. 7: Fir den Unterricht relevante Aspekte Fundamentaler Ideen

(Selbst-)Tatigkeiten der Schiiler® spielen im Unterricht eine zentrale Rolle.
In ihnen konkretisieren sich obige Prozessideen. Heuristiken und Strategien

3 Zum Beispiel bedeutet der Pfeil von Theorieideen zu Inhalten, dass sich die Theo-
rieideen im Unterricht in den Inhalten widerspiegeln.

* Im Rahmen dieses Beitrags wird zur besseren Lesbarkeit im Sinne des generi-
schen maskulinum stets nur ein Geschlecht genannt. Die Autorin weist darauf hin,
dass an den jeweiligen Stellen stets an beide Geschlechter gedacht wurde.
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manifestieren sich im Unterricht beispielsweise als Tatigkeiten wie Vor-
warts- oder Rickwaértsarbeiten oder gezieltes Termumformen. Andere Stra-
tegien wie Visualisieren spielen nicht nur als Tatigkeiten eine Rolle im Un-
terricht, sondern kénnen auch zum Knoten der Représentationen gezahlt
werden. Weiterhin sind, ausgehend vom eingenommenen pragmatischen
Standpunkt, Schnittstellenideen und die im Modell eher innermathemati-
schen Tatigkeitsideen zusammenzufassen.

Unter dem Oberbegriff ,,Inhalte” kénnen im Unterricht die mathematischen
Gebiete der Theorieideen sowie Objekte und Ordnungen der Begriffsideen
gefasst werden. Sie konkretisieren sich in den klassischen Bereichen der
Schulmathematik (Analysis, Algebra und Arithmetik, Geometrie und Sto-
chastik) und bei deren inhaltlicher Bearbeitung. Ordnungen werden zwar
selten im Unterricht explizit behandelt, sie tauchen dennoch als Metatétig-
keiten (s. 0.) und als Ordnungsrelationen auf.** Begriindungskulturen und
Sprachen der Theorieideen sind wieder zweifach bedeutsam. Zum einen ge-
horen Beweise zu den Inhalten der Schulmathematik. Zum anderen sind sie
durch unterschiedliche Darstellungsformen fir die Reprasentationen im Un-
terricht wichtig.

Neben, den oben angesprochen ldeen, die sich in den Knoten ,,Représenta-
tionen* einordnen lassen, sind hier auch unterschiedliche Darstellungsfor-
men von Objekten und Begriffen enthalten. Neben unterschiedlichen Dar-
stellungen (mit denen hier auch verschiedene Ldsungswege gemeint sind)
sind ebenfalls verschiedene Aspekte von Begriffshildung enthalten.®

Den historischen Entwicklungen von Theorie- und Begriffsideen, zumindest
soweit sie bekannt sind,*” wird mit dem Knoten ,,Genese* Rechnung getra-
gen. Zu ihm gehdren u. a. Betrachtungen historisch bedingter unterschiedli-
cher Begriindungskulturen und Darstellungen von Objekten.®® Bleiben his-

% Als ,, Anordnungssymbole” schon in Klasse 5 (MKBW 2003, S. 3).

% zum Beispiel die Unterscheidung zwischen Vorstellung und Darstellungen, zwi-
schen den verschiedenen kognitiven Préaferenzen oder den Darstellungsebenen
(Stichwort E-1-S). Auf diese Aspekte kann hier nicht naher eingegangen werden,
vgl. dazu (Lambert 2003) und (Lambert 2012b).

% Die mangelnde Darlegung des methodischen Vorgehens beim Forschen veranlass-
te schon AboLF DIESTERWEG 1833 zu der Forderung, dass Mathematiker (wie auch
von Schilern verlangt wurde) die ,,Wege, die sie wandeln, genau bezeichnen.” (z. n.
von Sallwiick 1899; S. 300 f.).

% vgl. dazu auch Abschnitt 3.1 des vorliegenden Beitrags.
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torische Entwicklungen im Unterricht unberticksichtigt, kann ein statisches
Bild von Mathematik als fertigem Produkt entstehen (vgl. Fischer/Malle
1985, S. 147 ff.). Entwicklungsprozesse, das Ringen um Beweise und histo-
rische Irrwege bleiben Schilern verborgen. Um ein angemessenes Bild von
Mathematik als Prozess und Produkt zu vermitteln, sollte an geeigneten
Problemen und Lésungen auch auf deren Genese eingegangen werden.

Als letzter Knoten werden ,,Nichtkognitive* Ideen als ,,Nichtkognitive* Zie-
le des Unterrichts beibehalten. Sie werden hier als gleichwertiger Vernet-
zungsaspekt betont, da sie (besonders) im Mathematikunterricht haufig ver-
nachlassigt werden.

So begriindet sich folgender VVernetzungspentagraph:

Genese

Représentationen "Nichtkognitive" Ziele

Inhalte Tatigkeiten

Abb. 8: Vernetzungspentagraph

3. Optimierung in der Geometrie und dariiber hinaus

,Optimieren ist fundamental“ lautet die Uberschrift des Leitartikels von
SCHuPP, in dem von ihm herausgegebenen ,,mathematik lehren“-Themen-
heft ,,Optimieren“.® Hierin belegt er, dass ,,Optimieren* den von SCHWEI-
GER (s. 0.) genannten Kriterien fir Fundamentale Ideen geniigt.** Dass ,,Op-
timierung“ auch obiges Vernetzungskriterium erftllt, wird nun an verschie-

% (Schupp 1997, S. 4-10).

0 Ausfihrlichere Uberlegungen zur Fundamentalitit von ,,Optimierung®, die u. a.
auch einen Vorschlag zur Ausgestaltung einer Leitlinie ,,Optimieren enthalten, fin-
den sich in (Schupp 1992). Auch hier wird der Kriterienkatalog von SCHWEIGER ge-
nutzt, denn ,,Schupp selbst hat sich nicht eigentlich um die Konzeption fundamenta-
ler Ideen bemiiht, als vielmehr Uberlegungen zum Optimieren vorgelegt, die eine
der wenigen Ausarbeitungen einer einzelnen ausgewahlten fundamentalen Idee dar-
stellt“ (Vohns 2000, S. 17).
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denen Optimierungsaufgaben illustriert. Alle Aufgaben sind mit Methoden
der Schulmathematik zu lésen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird auf
eine ausfiihrliche Ldsung verzichtet und auf entsprechende Literatur ver-
wiesen. Die vier Aufgaben sind aus verschiedenen Bereichen der Mathema-
tik gewdhlt, um die Reichhaltigkeit von Optimierungskontexten anzudeuten.

3.1 Isoperimetrische Probleme in der Ebene

Isoperimetrische Probleme gehdren zu den beriihmtesten Problemen der
Mathematik, ihr Ursprung geht wahrscheinlich mehrere Tausend Jahre zu-
riick. Das Potenzial dieser Aufgaben liegt vor allem in ihren vielféaltigen Lo-
sungsmdglichkeiten. So ist das isoperimetrische Problem fir Rechtecke
»Welches unter allen umfangsgleichen Rechtecken hat maximalen Flachen-
inhalt?* schon Uber einen direkten Vergleich verschiedener Konkurrenten
Schiilern der 5. Klasse zuganglich.** Die Aufgabe kann aber auch geomet-
risch (durch einen Flachenvergleich) oder algebraisch-funktional (mithilfe
einer Mittelwertungleichung oder durch Interpretation des Funktionsgra-
phen oder durch Infinitesimalrechnung) geldst werden.*?

Vernetzungsmoglichkeiten auf inhaltlicher Ebene

Obige (knappe) Aufzdhlung verschiedener L&sungsmdglichkeiten zeigt,
dass die klassischen Gebiete der Schulmathematik Arithmetik und Algebra,
Geometrie und Analysis (ohne und mit Infinitesimalrechnung) durch die
Aufgabe vernetzt werden. Lediglich stochastische Inhalte bleiben hier unbe-
ricksichtigt. Sowohl bei den geometrischen als auch bei den algebraisch-
funktionalen Ldsungen ist der Einsatz eines DGS hilfreich, wodurch die
Thematisierung diskreter mathematischer Inhalte ermdglicht wird. Dies
scheint besonders wichtig, da trotz ihrer enormen Bedeutung fir aktuelle
mathematische Forschung, Diskrete Mathematik bisher noch keinen Einzug
in die Schulmathematik gefunden hat. Das isoperimetrische Problem fir
Rechtecke eignet sich auch gut, um zu erldutern, wie diskrete Fragestellun-
gen und im Speziellen Inhalte aus dem Bereich der Numerik in natirlicher
Weise bei seiner Bearbeitung auftreten kdnnen. Eine Mdglichkeit dazu
ergibt sich aus folgender Konstruktion:

1 vgl. (Lambacher Schweizer 2004, S. 195, Nr. 4); Aufgabenteil b) untersucht sogar
die duale Aussage.

42 (Schupp 1992, S. 1-5).
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Abb. 9: Konstruktion zum isoperimetrischen Problem fiir Rechtecke (erstellt mit Dynageo)

Fur die Grafik sollte unter allen Rechtecken mit Umfang 20 cm jenes mit
maximalem Flacheninhalt gefunden werden. Das gesuchte Objekt ist ein
Quadrat mit der Seitenlange 5 cm. Allerdings liefert obige Konstruktion im
Maximalpunkt einen Flacheninhalt von 25,105cm? Hier sollte mit den
Schilern der Grund fur diese scheinbare Ungenauigkeit des Programms
diskutiert werden.*®

Optimierung

Abb. 10: Vernetzungen auf inhaltlicher Ebene durch das isoperimetrische Problem fir
Rechtecke

Weitere Vernetzungsmoglichkeiten

Das Vernetzungspotenzial dieser Aufgabe geht (ber Inhaltsvernetzungen
hinaus. Die verschiedenen Lésungsmdglichkeiten fordern unterschiedliche
Darstellungen. Die Reichhaltigkeit isoperimetrischer Probleme kann sich im

43 Entscheidend fiir den ,,Fehler* ist, dass die gezeichnete Ortslinie kein kontinuier-
liches, sondern ein diskretes Objekt ist. Die Darstellung der Ortslinie als Kurve sug-
geriert, dass unendlich viele Rechtecke verglichen werden, obwohl dies nur fiir end-
lich viele Kandidaten geschieht. Streng genommen ist diese Ldsungsmethode nur
eine ausfiihrlichere Variante des direkten Flachenvergleichs, wie er sich im oben
zitierten Schulbuch befindet.
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Unterricht daher durch die Bearbeitung verschiedener Reprasentationen des
Problems und seiner Ldsung zeigen. Auf der anderen Seite ermdglichen
verschiedene Reprasentationen des Inhalts vielféltige (Selbst-)Téatigkeiten
der Schiiler. Beispielsweise verlangt die Aufgabe von den Schiilern, gerade
weil sie unterschiedliche Repréasentationen zuldsst, eine sachgerechte Mo-
dellierung, die Kommunikation und Argumentation erfordert.** Nachdem
ein geeignetes Modell gewahlt wurde, missen die Schiiler innermathema-
tisch arbeiten. Tatigkeitsideen wie Approximieren (einerseits als Optimie-
ren, andererseits als numerisches Nahern), Formalisieren und Dualisieren
(vgl. Fn. 41) spielen hier eine Rolle. Die Reichhaltigkeit der Tatigkeiten
kann hier nur angedeutet werden, da die auszufuhrenden Té&tigkeiten maR-
geblich vom Einsatz der Aufgabe im Unterricht abhéngen.® Durch unter-
schiedliche Darstellungen (oder durch die Tétigkeit des Darstellens) erfolgt
eine Vernetzung von Inhalten nicht nur explizit, sondern auch auf einer Me-
taebene.

Genese

historisch
bedingte

unterschiedliche
Darstellungen

Interesse?
Werthaltung?

historisches
Problem

Reprasentationen "Nichtkognitive” Ziele

Interesse?

Vernetzen
meta)

Bereitschaft?
Einstellung?

Darstellen

Inhalte Tatigkeiten

Modellieren QOptimieren
Kommunizieren| Approximieren{DGS)
Argumentieren | Dualisieren

Abb. 11: Vernetzungen im Unterricht durch die Behandlung des isoperimetrischen Problems
fur Rechtecke

4 Das Modell sollte von den Schiilern, mit den ihnen zur Verfiigung stehenden ma-
thematischen Mitteln, ausgehandelt werden.

45 Denkbar ware auch eine Offnung der Aufgabe durch eine Verallgemeinerung, die
zu der Frage fihrt, welches unter allen Umfangsgleichen n-Ecken maximalen FI&-
cheninhalt hat.
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Vernetzungen zur Genese der Mathematik sind zweifach méglich. Einmal
Uber die Thematisierung von historisch bedingt unterschiedlichen Darstel-
lungen und zum anderen (ber die historische Einbettung des Problemin-
halts. Das Einbeziehen der Genese in den Unterricht ist an dieser Stelle be-
sonders sinnvoll, da das klassische isoperimetrische Problem schon in der
Antike bekannt war, aber bis ins 19. Jahrhundert kein Existenzbeweis fir
den Kreis als dessen Losung existierte.** Neben méglichen motivationalen
Aspekten durch einen hohen Selbsttatigkeitsanteil beim Bearbeiten der
Aufgabe stellt der Bezug zur Genese eine Chance dar, Interesse der Schiler
an Mathematik zu fordern und damit ,,Nichtkognitive“ Ziele von Unterricht
zu erreichen. Ihre Erreichbarkeit hdngt vom individuellen Umgang des Leh-
rers und seiner Schiler mit dieser Aufgabe im Unterricht ab.

3.2 Isoperimetrische Probleme im Raum

Optimierung zeichnet sich u. a. dadurch aus, dass sie unkompliziert in be-
stehende Unterrichtsinhalte eingebettet werden kann. Dies soll an einer
Aufgabe aus den KMK-Bildungsstandards demonstriert werden, die zu-
néchst keinen Optimierungskontext hat. Es handelt sich um die Riesenfass-
Aufgabe, bei der den Schiilern ein Bild gegeben wird, auf dem einige Mén-
ner zu sehen sind, die ein ubergroRes Fass rollen. Gefragt ist nach dem Vo-
lumen des Fasses.*’

Abb. 12: Foto zur Riesenfass-Aufgabe aus (KMK 2004, S. 16)

46 Erst durch die Interpretation des Problems als Variationsproblem und der damit
verbundenen Einsicht, dass Variationsprobleme im Allgemeinen keine Lésung ha-
ben missen, konnte WEIERSTRAR einen vollstdndigen Beweis angeben. Fir einen
historischen Abriss des klassischen isoperimetrischen Problems und einem Beweis
der Optimalitat des Kreises siehe (Naher 2006, S. 5 ff. und S. 16 ff.).

47 Eine kritische Diskussion der Aufgabe und ihrer Musterldsung findet sich in (Fiih-
rer 2005).
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Durch Aufgabenvariation im Sinne von ScHupp®® (hier Anwendung des
Extremalprinzips) entsteht ein rdumliches isoperimetrisches Problem. Die
Fragestellung lautet nun: Welches unter allen oberflachengleichen Fassern
hat maximales Volumen? Dazu muss zunéchst ,,Fass* mathematisch model-
liert werden. Der neue Optimierungskontext der Aufgabe kann durch kul-
turhistorische Einbettung zur Keplerschen Fassregel leiten. So wird aus der
KMK-Aufgabe, die zur Vernetzung von Inhalten und Tatigkeiten gedacht
war, ein Problem, das ebenso reichhaltig vernetzt, wie das isoperimetrische
Problem fiir Rechtecke.*

3.3 Kiirzeste-Wege-Probleme

Nachdem zwei Optimierungsprobleme dargestellt wurden, die klassischen
Inhalten der Schulmathematik entstammen, wird nun eine Aufgabe der
Kombinatorischen Optimierung vorgestellt.” Speziell handelt es sich dabei
um ein (zundchst einfach klingendes) Problem der Graphentheorie: Welcher
ist der kiirzeste Weg von einem Ort A zu einem anderen Ort B? In (Lutz-
Westphal 2006) ist diese Aufgabe anhand eines Berliner U-Bahn-Plans mit
Schiilern verschiedener Klassenstufen im Rahmen einer Unterrichtsreihe
zur Kombinatorischen Optimierung behandelt worden. Neben der Frage,
wie man einen solchen Weg findet, wurde dabei sehr ausfihrlich diskutiert,
was denn Uberhaupt ein kirzester Weg sein soll. Es kommen mehrere Mo-
delle in Betracht: der zeitlich schnellste Weg, der Weg, der am wenigsten
U-Bahnstationen durchlauft, der Weg auf dem die Ziige erfahrungsgeman
(was bedeutet das iberhaupt?) die geringste Verspatung haben usw.

Vernetzungen auf inhaltlicher Ebene

Auch dieser Problemtyp bietet durch seine reichhaltigen Losungsmdglich-
keiten eine Vielzahl von inhaltlichen Vernetzungsmdglichkeiten. Ist ein
Modell fiir den kiirzesten (den optimalen) Weg erarbeitet (s. 0.), ist eine Lo-
sungsmethode das Abzéhlen aller mdglichen Wege und ihr Vergleich. Al-

48 \/gl. (Schupp 2003).

9 Die Vernetzungspentagraphen sind daher auch im Wesentlichen identisch.

50 Wie oben schon erwahnt, haben Inhalte der Diskreten Mathematik (zu der auch
die Kombinatorische Optimierung gehért) noch keinen festen Platz in Lehrplénen.
Eine Ausnahme bildet das Bundesland Berlin. Hier gehéren ausgewahlte Inhalte der
Graphentheorie zum Wahlbereich (SBJS 2006, S. 58-59). In Hamburg wurden Inhal-
te der Graphentheorie nach einer kurzweiligen Aufnahme als Wahlpflichtbereich
2004 schon wieder aus den Rahmenlehrplanen entfernt (BBS 2007, S. 13).
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lerdings ist ein solches Vorgehen fiir einen komplexen U-Bahn-Plan sehr
miihsam oder (ohne Computer) gar unmdglich. Dieses zundchst arithme-
tisch-algebraische Verfahren birgt aber bereits eine Hauptschwierigkeit der
Aufgabe in sich. In einem komplexen U-Bahn-Netz dauert das Abzéhlen
aller moglichen Wege selbst mit Computerunterstitzung sehr lange (Stich-
wort: kombinatorische Explosion). Um an dieser Stelle effizientere Metho-
den zu finden, sollte im Unterricht ein Exkurs tUber Graphen eingebaut wer-
den, in dem die Schiler einige grundlegende Eigenschaften von Graphen
kennenlernen.>* Mit diesem Wissen lasst sich der U-Bahn-Plan zu einem
Graphen abstrahieren und kann auf diese Weise als diskretes geometrisches
Obijekt interpretiert werden. Auf seinen mathematischen Kern reduziert,
wird der Graph weiter untersucht, bis eine formale Vorschrift zum Finden
eines kirzesten Weges gefunden ist. Formal bedeutet hier nicht die Angabe
eines ausformulierten Quellcodes in einer Programmiersprache, sondern
kann auch eine (noch alltagssprachliche) Schritt-fiir-Schritt-Anleitung sein.
Wichtig ist, dass sie allgemeingultig formuliert ist und jeden Schritt bertick-
sichtigt. Dies stellt fur viele Schiler eine schwierige Aufgabe dar, ermég-
lich aber (fast schon nebenbei) Einblicke in die Arbeits- und Funktionswei-
se von Computern. Interessieren bei der Streckenplanung nicht nur die ein-
zelnen U-Bahn-Stationen, sondern vielleicht auch haufige Verspétungszei-
ten oder persénliche Praferenzen (manche planen einen langeren FuBweg®
an der frischen Luft zu einzelnen Stationen, anderen geht die Bequemlich-
keit vor und sie fahren soviel Bahn wie méglich), so ergeben sich im Unter-
richt inhaltliche Bezugspunkte zur Stochastik. In diesen Féllen missen Da-
ten gesammelt und ausgewertet werden und auch der Zufall sollte Berlck-
sichtigung finden.

Optimierung

Abb. 13: Vernetzungen
auf inhaltlicher Ebene

Diskrete athematik

%! Viele wichtige Fachbegriffe der Graphentheorie sind Schiilern aus der Alltags-
sprache bekannt und mittlerweile gibt es didaktisch aufbereitete Materialien fir ei-
nen Exkurs in die Graphentheorie (z. B. Lutz-Westphal 2005).

%2 Dazu kann zusétzlich zum U-Bahn-Plan ein Stadtplan analysiert werden.
113



Fundamentale Ideen, insbesondere Optimierung

Weitere Vernetzungsmoglichkeiten

Kirzeste-Wege-Probleme lassen ebenfalls Vernetzungen (ber die Inhalte
hinaus zu. Ahnlich wie bei den oben vorgestellten isoperimetrischen Prob-
lemen, sind auch hier verschiedene Représentationen denkbar (U-Bahn-
Plan, Graph, Schritt-fiir-Schritt-Anleitung, Quellcode). Der offene experi-
mentelle Zugang, der sich bei dieser Aufgabe anbietet, verlangt den Schu-
lern ein hohes MaR an (Selbst-)Tatigkeit ab. Sie mussen eine komplexe rea-
le Situation modellieren® und zu deren Lésung kreativ forschend vorgehen.
Bei der Arbeit innerhalb des Modells stehen mathematische Tatigkeiten wie
Algorithmisieren und Formalisieren im Vordergrund. Beim Umgang mit
verschiedenen Représentationsformen des Problems und seiner Lésung
kénnen diese, wie bei den isoperimetrischen Problemen, vom Schiiler auf
einer Metaebene vernetzt werden. Weiter fordern sie die Schiler zur zwei-
fachen Strukturierung auf. Zum einen wird, z. B. durch die Darstellung des
Netzplans als Graph, die reale Situation strukturiert. Zum anderen dienen
sie wiederum, damit die Schiler sie sinnvoll einsetzen kénnen, einer Meta-
Strukturierung. Das bedeutet, im Idealfall tragen die Kenntnis verschiedener
Darstellungsformen und deren Nutzen zur Strukturierung des eigenen Den-
kens bei. Beziige zur Genese der Mathematik ergeben sich hier vor allem
iiber die relative Neuzeitlichkeit und Aktualitdt des Problems.> Haufig
iberraschen die vielen offenen Forschungsfragen der Graphentheorie die
Schiiler. So ist beispielsweise obiges Kirzeste-Wege-Problem durch den
Dijkstra-Algorithmus effizient 18sbar®®. Doch schon das Finden einer kiir-
zesten Rundreise (Problem des Handelsreisenden) innerhalb des Netzplans
ist meist selbst mit Computereinsatz nicht effizient mdglich. Eine solche
Erweiterung des urspriinglichen Problems fihrt zur beriihmten P-NP-
Problematik. Vereinfach gesprochen geht es dabei darum, ob fiir die heute
noch nicht effizient l16sbaren Probleme eine effiziente Ldsung existiert, die

%3 Es sei nochmals daran erinnert, dass damit nicht nur die Auswahl eines Modells
fur den U-Bahn-Plan gemeint ist, sondern schon vorher ein Modell flir den kiirzesten
Weg ausgehandelt werden muss.

% Zwar bildet LEONARD EULERS Beweis der Nichtexistenz eines Rundwegs iiber alle
Briicken in Koénigsberg von 1736 den Anfang graphentheoretischer Uberlegungen.
Dennoch konnte sich die moderne Graphentheorie erst parallel zur Entwicklung leis-
tungsféhigerer Computer ab der Mitte des 20. Jahrhunderts durchsetzen.

% Effizient 16sbar* bedeutet in diesem Kontext, dass ein Ldsungsalgorithmus in
polynomieller Zeit ablauft.
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nur noch nicht entdeckt wurde oder ob tatséchlich keine existiert. Die Be-
antwortung dieser Frage ist von so grofler Bedeutung fiir die moderne Ma-
thematik (und Informatik), dass das Clay Mathematics Insituts of Cambrig-
de Massachusetts (CMI) es zu seinen sieben Millennium-Problemen zahlt
und dessen Losung mit einer Million Dollar dotiert (CMI 2006).>° Diese
Uberlegungen bieten einen Ansatzpunkt zum Erreichen ,,Nichtkognitiver”
Ziele von Unterricht. Neben der Einbeziehung der Lebenswelt der Schiler
bei der Behandlung von Kiirzeste-Wege-Problemen (z. B. indem ein Netz-
plan gewahlt wird, auf dem die Schiler ihre tdgliche Route von ihrem
Wohnort zur Schule planen kénnen), kann mithilfe von Exkursen zur Histo-
rie oder verwandten Inhalten das Interesse der Schiler am Stoff geweckt
werden. Eventuell entsteht dadurch Bereitschaft, sich weiterhin mit der
Thematik zu beschéftigen und eine positive Einstellung zum Fach kann ge-
fordert werden.

Genese

Interesse?
Einstellungen?

modernes

" al P I
Représentationen roblem

Strukturieren
ernetzen (meta
Inhalte

Problemléisen | Optimieren
Modellieren Approximieren
Kommunizieren| Algorithmisieren
Argumentieren | Formalisieren

*Nichtkognitive” Ziele

Bereitschaft?
Einstellung?

Tatigkeiten

Abb. 14: Vernetzungen im Unterricht durch die Behandlung von Kiirzeste-Wege-Problemen

% Auch hier ist eine historische Einbettung moglich. Die Millennium-Probleme sind
an einen Vortrag von DAvID HILBERT am 8. August 1900 angelehnt, in dem er 23 bis
dahin ungeldste mathematische Probleme vorstellte. Die meisten damaligen Proble-
me gelten heute als (zumindest teilweise) geldst. Die Riemannsche Vermutung ge-
hort aber zum Beispiel nach wie vor zu den offenen Problemen und befindet sich
ebenfalls auf der Liste des CMI.
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3.4 Das Crap-Spiel

Das letzte Beispiel, das sogenannte Crap-Spiel, entstammt der Stochastik.
Es handelt sich um ein Wirfelgliicksspiel, welches besonders in den USA in
Kasinos weit verbreitet ist. Die Spielregeln lauten:

Zwei Wiirfel werden geworfen
und deren Augensumme S'
gebildet. Ist diese Summe

a) 7 oder 11, so hat man so-
fort gewonnen,

b) 2 oder 3 oder 12, so hat
man sofort verloren.

In allen anderen Féllen wird

erneut gewdirfelt und wieder

die Augensumme der beiden

Wirfel gebildet. Diese soll

nun S heiBen. Ist die Summe S

a) 7, so hat man verloren,

b) gleich der Augenzahl des
1.Wurfes, also S=S', so hat $# 5,7
man gewonnen.

In allen anderen Féllen wird

wieder weiter gespielt.

Abb. 15: Spielregeln (Lehmann 2005) bzw. Spielgraph®
(Hischer/Lambert 2007) von Crap

Beim Ublichen Einsatz der Aufgabe im Unterricht sollen die Schiler ent-
scheiden, ob das Spiel fair ist (Initialaufgabe). Die Antwort vorweg: Das
Spiel ist nicht fair. Die Gewinnwahrscheinlichkeit flir den Spieler liegt bei
ca 49,2929 % und die des Kasinos damit bei 50,7171 %. Gewinn- und Ver-
lustwahrscheinlichkeit liegen Uberraschend nah zusammen. Diese Feststel-
lung bietet einen Ansatzpunkt fur die Einbettung in einen Optimierungskon-
text. Durch die Untersuchung weiterer Kasinogliicksspiele (beispielsweise
Roulette mit einfacher Chance) erfahren die Schiler, dass ihre Feststellung
kein Zufall ist. Die meisten Gliicksspiele des Kasinobereichs sind so ausge-
legt, dass sich Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit des Spielers nur mi-
nimal zum Vorteil der Kasinos unterscheiden. Dass damit dem Spieler
Chancengleichheit suggeriert werden soll, liegt auf der Hand. Anders als bei
klassischen Optimierungsaufgaben gilt es hier nicht Chancengleichheit zu

" Das Aufstellen des Spielgraphen erfolgt in zwei Schritten. Zunéchst werden mo-
dellierend die Spielregeln graphisch dargestellt, die dann anschlieRend durch Wahr-
scheinlichkeiten mathematisiert werden.
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erreichen (als Optimalpunkt), sondern Ziel ist die Konstruktion eines Spiels,
dessen Gewinn- und Verlustwahrscheinlichkeit nur minimal von 50 % ab-
weichen. So wird ein optimaler Ausgleich zwischen Animation des Spielers
und Gewinn des Kasinos gefunden. Als mdgliche Erweiterung der Initial-
aufgabe konnten die Schiller aufgefordert werden diese neue Typ Optimie-
rungsaufgaben zu bearbeiten, indem sie ein Spiel entwickeln, bei dem Ge-
winn- und Verlustwahrscheinlichkeit méglichst nah bei 50 % liegen.

Vernetzungen auf inhaltlicher Ebene

Auf die inhaltlichen Vernetzungen beim Ldésen dieser Aufgabe wird in
(Lehmann 2005) sehr ausfiihrlich eingegangen.®® Es werden Vernetzungen
zwischen stochastischen Inhalten, Linearer Algebra (Ldsung durch Poten-
zieren von Ubergangsmatrizen) und Analysis (Lésung durch unendliche
Reihen) vorgestellt. Dartiberhinaus soll hier auf VVernetzungen durch diskre-
te und geometrische Aspekte der Aufgabe hingewiesen werden. Beispiels-
weise lasst sich schon der oben dargestellte Spielplan als Graph (Knoten
sind die verschiedenen Zustiande des Spiels und Kanten stellen die Uber-
génge zwischen den Zustdnden dar) auffassen. Somit kann er als diskretes
geometrisches Objekt verstanden werden. Die Untersuchung des Crap-
Spiels ermdglicht daher die Integration aller oben vorgeschlagenen mathe-
matischen Gebiete.
Optimierung

Diskrete Mathematik

Abb. 16: Vernetzungen auf inhaltlicher Ebene

Weitere Vernetzungsmaglichkeiten

Neben inhaltlichen Vernetzungen sind auch solche zu verschiedenen Repré-
sentationsformen und (Selbst-)Tatigkeiten der Schiiler beim Bearbeiten der
Initialaufgabe in (Lehmann 2005) dargestellt. Sie finden sich im Vernet-
zungspentagraphen (s. u.). Die Arbeit an der Optimierungsaufgabe verlangt

%8 Dort finden sich auch verschiedene Modelle fiir Simulationen des Spiels.
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von den Schilern, dass tber das Ergebnis der Initialaufgabe hinaus Nach-
forschungen (Fragen, Kommunizieren) angestellt werden. Das Konstruieren
eines eigenen Gliicksspiels erfordert ein hohes MaR an Kreativitat, im Zu-
sammenspiel der Inhalte, Reprasentationen und Tatigkeiten also eine sehr
anspruchsvolle Weiterentwicklung der Initialaufgabe. Dafiir bietet diese
Thematik weitere Vernetzungen zur Genese der Mathematik und zu ,,Nicht-
kognitiven* Zielen des Unterrichts. Die Tradition von Glicksspielen zu Un-
terhaltungszwecken reicht bis in die Antike, ihre mathematische Analyse
einige Hundert Jahre zuriick. Durch massenmediale Vermarktung (zum Bei-
spiel TV Total Pokernacht™ oder pokerstars.de®) und haufige Berichterstat-
tung (iber Gliicksspielsucht ist das Thema zudem hochaktuell. Uber diese
Beziige kann Interesse und damit Bereitschaft der Schiiler geweckt werden,
sich intensiver mit der Glicksspielthematik auseinanderzusetzen. Der sich
anbietetende experimentelle Zugang im Unterricht kann ebenso Interesse
und Einstellungen der Schuler positiv beeinflussen. Gliicksspiele selbst zu
spielen hilft nicht nur den Erfahrungsschatz im Bezug auf wahrscheinlich-
keitstheoretische Phanomene zu erweitern,®* sondern ermdglicht auch einen
Einblick in die Gefahren der Gliicksspielsucht. Faszination und Nervenkit-
zel beim Spielen, aber auch wie schwer es sein kann, sich vom Spiel wieder
zu lésen, kénnen hier verantwortungsvoll im geschiitzten Rahmen erfahren
werden. Dadurch ergeben sich facheriibergreifende Beziige zur Psychologie
(Warum sind Gliicksspiele tuberhaupt so spannend fiir den Menschen und
wie nutzen Kasinos diesen Sachverhalt?) und zur Sozialkunde (Frage nach
der Verantwortung der Gesellschaft; Verbot von Glicksspielen; Jugend-
schutz bei Online-Gliicksspielen®®). Zum abschlieRenden Uberblick dient
erneut der Vernetzungspentagraph.

% http:/www.pokerstars.de/tvtotal/ Abruf am 05.12.12.
8 http://www.pokerstars.de Abruf am 05.12.12.

% Im Sinne von (Wolny 2008): Erfahrungen sammeln, darstellen, austauschen, sys-
tematisieren und erkldren.

82 Auf die Gefahren fur Jugendliche beim Online Poker weist die Bundeszentrale fiir
gesundheitliche Aufklarung besonders hin (vgl. BZgA 2012). Problematisch ist da-
bei die Einhaltung des Jugendschutzes zu sehen, da bei der Anmeldung bei vielen
Online Poker Portalen (so auch beim oben genannten pokerstars.de) die vom Nutzer
angegebenen Daten (z. B. ob der Nutzer volljahrig ist) nicht vom Betreiber des Por-
tals geprift werden. Es geniigen meist ein Internetzugang und eine giiltige Email-
Adresse, um dort online zu spielen.
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Abb. 17: Vernetzungen im Unterricht durch die Behandlung des Crap-Spiels und seiner Erwei-
terung zum Optimierungsproblem

4. Zusammenfassung und Fazit

Ausgehend von einer kritischen Darstellung exemplarischer Forschungspo-
sitionen zur Theorie Fundamentaler Ideen, wurde zunéchst auf bestehende
Auslassungen im Begriffsverstdndnis hingewiesen, die durch die urspring-
lich rein an der Mathematik orientierten aber ohne umfassenderen Unter-
richtsbezug gedachten ldeenkataloge zu erkldren sind. Diese Liicken beste-
hen vor allem im Ausblenden von ,Nichtkognitiven* Ideen. Durch eine
starkere Strukturierung Fundamentaler Ideen auf zwei Ebenen wurde der
Begriff zundchst weiter gefasst, um neben den bisher als fundamental ange-
sehenen Inhalts- und Tétigkeitsideen auch Theorie-, Begriffs-, Prozess- und
,Nichtkognitive“ Ideen zu fassen.

Die so entstandene Theorie ist allerdings fiir den unterrichtlichen Einsatz zu
komplex. Daher wurde sie mittels unterrichtspragmatischer Reduktion auf
obigen Vernetzungspentagraphen 0berfiihrt. Dessen Nutzung konnte bei-
spielhaft an vier Optimierungsaufgaben demonstriert werden. Alle vier Bei-
spiele belegen, wie Optimierungskontexte in bestehende Unterrichtsinhalte
integriert werden kdnnen und diese (ber inhaltliche Aspekte hinaus berei-
chern, insbesondere Gebiete der Mathematik vernetzen helfen.
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AbschlieRend bleibt zu betonen, dass der vorgestellte Vernetzungspen-
tagraph keine Aussage uber einen méglichen Unterrichtsgang macht. Er soll
auch nicht als Checkliste dienen, in der alle mdglichen Vernetzungen bei
der Behandlung einer Aufgabe abgehakt werden kdnnen. Die dargestellten
Vernetzungen sollen als Anregung verstanden sein, individuell Gber Poten-
ziale von Aufgaben nachzudenken. Dabei kann der Vernetzungspentagraph
helfen, Unterrichtsinhalte zu analysieren und so einen Beitrag leisten, im
Unterricht Aspekte, die fir Mathematik ganz wesentlich sind, nicht auszu-
blenden.
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Problemldsen als ein Weg zur geometrischen Begriffs-
bildung — am Beispiel von Flacheninhalt und Umfang

Ana Kuzle

Zusammenfassung. Problemldsen ist nicht nur eine gute Methode, um bei Schilern
und Schiilerinnen Kreativitat zu férdern und die Verbindung mathematischer Ideen
mit der Entwicklung flexiblen Denkens zu unterstiitzen, sondern auch eine effektive
Methode der Erkenntnisbildung. Wenn Schiilerinnen und Schiiler neue mathemati-
sche Kenntnisse fiir sich selbst konstruieren, lernen sie neue Begriffe und Fahigkei-
ten zu erwerben und anzuwenden. Durch spezifische Beispiele werden neue Wege
zur Begriffsbildung fur den Geometrieunterricht dargestellt.

Lehren durch Problemldsen

Unterricht durch Problemldsen ist ein Lehransatz, bei dem Lehrer das Pro-
blemlosen als priméares Mittel zur Begriffshildung verwenden und Schiilern
und Schilerinnen helfen, ihre mathematischen Kenntnisse zu vertiefen und
zu verknlpfen. Im Laufe der Geschichte haben sich verschiedene Rollen
des Problemldsens im Mathematikunterricht herauskristallisiert. Zum Bei-
spiel fassten Stanic und Kilpatrick (1988) die traditionellen Ansichten zum
Problemlésen durch die Beschreibung dreier Perspektiven zusammen:

a) Problemlésen als Kontext,
b) Problemldsen als Fahigkeit,
c) Problemldsen als Kunst.

Problemlésen als Kontext bezieht sich auf eine Perspektive, in der Problem-
l6sen ein Mittel zum Zweck ist. Das Ende — oder Ziel — des Problemldsens
unterscheidet sich je nach Lernziel: Rechtfertigung, Motivation, Erholung,
Werkzeug (um neue mathematische Inhalte zu lehren) und Praxis. Die Auf-
fassung von Problemldsen als Fahigkeit beinhaltet Problemldsen ,,as a valu-
able curriculum end deserving special attention, rather than as simply a
means to achieve other ends or an inevitable outcome of the study of math-
ematics” (Stanic/Kilpatrick, 1988, S.15). Problemldsen als Kunst sehen
diese Autoren am starksten im Einklang mit Pdlyas Begriff des Problem-
losens. In dieser Ansicht beinhaltet Problemlésen Kreativitdt, logisches
Denken und die Entwicklung mathematischer Einsichten.

Schroeder und Lester (1989) machen dhnliche Unterscheidungen zu denen
von Stanic und Kilpatrick, aber die mdglichen Rollen des Problemlgsens
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werden von ihnen etwas anders beschrieben. Sie heben drei Wege zum
Problemldsen im Mathematikunterricht hervor:

a) Lehre iber Problemldsen (teaching about problem solving),
b) Lehre fiir Problemldsen (teaching for problem solving),
c) Lehre durch Problemlésen (teaching via problem solving).

Schroeder und Lester argumentieren, dass obwohl die drei Ansétze sich
nicht gegenseitig ausschlielen, ein Schwerpunkt auf Lehre durch Problem-
l6sen am stérksten im Einklang mit dem Ziel der Forderung konzeptionellen
Verstandnisses in der Mathematik steht. Beim Lehren ber Problemldsen
und Lehren fir Problemldsen riskiert der Lehrer, dass das Problemlésen
zum zentralen Lernziel des Unterrichts wird, anstatt mathematisches Ver-
standnis zu férdern. Eine weitere Gefahr des Unterrichts durch ausschlieli-
ches Problemldsen besteht darin, dass die Schiler und Schiilerinnen Pro-
blemldsen gegebenenfalls als isolierte Fertigkeit sehen.

Es ist davon auszugehen, dass Problemldsen und mathematisches Verstand-
nis im Kern verbunden sind. Bei der Erforschung neuer Problemstellungen
haben Schiler und Schiilerinnen die Mdglichkeit ,,Neuland zu betreten“ und
neue Begriffe selbst zu entdecken und zu konstruieren, Eigenschaften und
Beziehungen zu sehen und mit Begriffen arbeiten zu kénnen. Ahnlich
schrieb Vollrath (1987), dass Schiiler aus dem Bilden, Erforschen und Be-
nutzen von Begriffen parallel ein Verstandnis fur Mathematik und das Er-
lernen mathematischer Begriffe entwickeln. Hier sehe ich auch die Mdog-
lichkeit Begriffsbildungsprozesse in Problemldseprozesse einzubinden und
Aufgaben flir die geometrische Begriffshildung zu nutzen. Wie kann man
also Aufgaben so stellen und Lernsituationen so gestalten, dass Begriffsbil-
dung initiiert und unterstltzt wird? Wie geeignet ist dieser Lehransatz fiir
den Mathematikunterricht?

Durch Problemlésen lehren, Geometrie in der Grundschule und
Sekundarstufe I lernen: Beispiele

Die Forschung zur Bedeutung Problem-basierender Curricula weist darauf
hin, dass ein Schwerpunkt auf das Problemldsen den Lernerfolg verbessert.
Problem-basierende Curricula heben gewodhnlich Gruppenarbeit, verschie-
dene Ldsungswege, durch Schiiler und Schiilerinnen gefiihrte Begrindun-
gen, vielseitige mathematische Darstellungen, komplexe Probleme und
Anwendungen hervor. In vielen Féllen sind diese Curricula dahingehend
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speziell Problem-basierend, so dass mathematische Begriffe anhand von
Problemen présentiert werden. Ein solches Curriculum, das ,,Connected
Mathematics Project” (Lappan; Fey; Fitzgerald; Friel; Phillips, 1991-1997,
2002, 2006), ist explizit ,,Problem-zentriert”, indem jede Lektion aus drei
Teilen besteht: ,,launching the problem*, ,,exploring the problem* und
,.Summarizing the problem* (Riordan/Noyce, 2001, S. 374).

Im Folgenden zeige ich zwei Beispiele aus dem ,,Middle School Mathe-
matics Project” (MSMP) (Shroyer/Fitzgerald, 1986) als auch drei Beispiele
aus dem eigenen Unterricht auf, in dem selbsténdige Begriffsbildungen der
Schiiler als schépferische Leistung vielversprechend erscheinen.

Das folgende Beispiel (Abb. 1) bietet den Schiilern und Schilerinnen sinn-
volle Maglichkeiten, um die Begriffe des Umfangs und des Flacheninhalts
selbst zu konstruieren.

Beispiel 1. Das Sitzplan-Problem

Den Schillern und Schilerinnen werden 24 quadratische Fliesen gegeben
(jeweils ein Zoll groR). Die Schiilerinnen und Schiiler werden mit folgen-
dem Problem herausgefordert:

Bestimme die Anzahl Kkleiner Tische, die bendtigt werden, um Bankett-
tische unterschiedlicher GroRe und Personenanzahl zu konfigurieren.

Abb. 1: Begriffsbildung am Beispiel des Umfangs und Flacheninhalts von MSMP

Die Losung des gestellten Problems erfordert es zundchst, eine Darstellung
der Situation zu erstellen. Diese Darstellung reprasentiert eine allgemeine
Banketttisch-Konfiguration. In der Aufgabenstellung wird zunéchst nicht
explizit dazu aufgefordert, den Flacheninhalt und den Umfang irgendeiner
Darstellung zu berechnen. Es wird lediglich gesagt, dass die Anzahl kleiner
Tische bestimmt werden soll, so dass Banketttische unterschiedlicher GroRe
und Personenanzahl konfiguriert werden kénnen. Dieses ,,unterschiedlicher
GroRe* legt den Fokus automatisch auf das Innere der Konfiguration und
schafft somit die Verbindung ,,Flacheninhalt bezieht sich auf das Innere der
Figur“ (konzeptioneller Aspekt). Ahnlich dazu richtet eine ,,unterschiedli-
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che Personenanzahl“ den Fokus automatisch auf das AuRere der Bankett-
tisch-Konfiguration und schafft somit die Verbindung ,,Umfang bezieht sich
auf das AuRere der Figur*.

Daruber hinaus lernen die Schilerinnen und Schiler die Beziehung zwi-
schen dem Umfang und dem Flacheninhalt. An dem Beispiel kénnen sie
erkennen, dass mit der gleichen Anzahl Quadrate Tische unterschiedlichen
Umfangs gebildet werden kénnen, d.h. dass zwei Figuren mit demselben
Flacheninhalt unterschiedliche Umfénge haben kdnnen. Beim Bearbeiten
der Aufgabe sollen die Schilerinnen und Schiiler erkennen, dass der Um-
fang die Anzahl der Einheiten oder die ,,Entfernung um eine Figur herum*
ist und der Flacheninhalt die Anzahl der Einheiten, aus denen eine Figur be-
steht. Anders gesagt wurde die Entwicklung des konzeptuellen Verstand-
nisses des Begriffs gefordert, bevor die Ermittlung des prozeduralen As-
pekts des Begriffs durch Formeln erfolgt. Dieser Aspekt ist insofern wich-
tig, als dass Flacheninhalt und Umfang ebener Figuren von Schiilern leicht
verwechselt werden.

Zusammengefasst bildet die Situation ,,Aufbau eines Banketttisches mit-
samt der Sitzgelegenheiten um den Tisch herum* einen Rahmen, in dem
Schiler und Schulerinnen die Begriffe Flacheninhalt und Umfang sowie die
Beziehungen zwischen ihnen erforschen und entwickeln kdnnen. Darlber
hinaus werden zundchst keine Formeln verwendet oder entwickelt; diese
werden durch nachfolgende mathematische Téatigkeiten behandelt:

1. Verwende Deine Fliesen, um unterschiedliche Sitzanordnungen zu
erstellen, z.B. so dass 20 Personen einen Platz haben.

2. Flge Fliesen (Quadrate) an die folgenden Konfigurationen an, so
dass der Umfang 18 betragt. Wie groR ist die neue Flache?

Das heil3t, durch eine Problemsituation konstruieren die Schiilerinnen und
Schiler selbst die beiden Begriffe, bevor sie formell vom Lehrer eingefihrt
werden. Auf diese Weise wird die konzeptionelle Ebene des Begriffs ent-
wickelt, bevor eine verfahrensmélige Ebene entdeckt wird. Da das Lernen
von Begriffen viel mehr ist als eine Wahrnehmung davon, kann anhand von
Problemsituationen ein tieferes Verstdndnis der diskutierten Begriffe ent-
wickelt und gefordert werden. Das folgende Beispiel (Abb. 2) von Shroyer/
Fitzgerald (1986) zeigt, wie die beiden MaRbegriffe Flacheninhalt und Um-
fang weiter entwickelt werden kdnnen.
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Beispiel 2. Vertiefung des Verstandnisses zweier Mal3begriffe

UmreiRe auf Millimeterpapier alle méglichen Formen, die eine Flache von
14 cm? und einen Umfang von 24 cm aufweisen. Die Formen missen in
einer Weise gezeichnet werden, dass mindestens eine Seite jedes Quadrats
eine Kante mit einem anderen Quadrat teilt.

erlaubt nicht erlaubt

Abb. 2: Vertiefung des Umfang- und Flacheninhaltbegriffs aus MSMP

Es wird bei dieser Aufgabe davon ausgegangen, dass die Schulerinnen und
Schiler bereits ein grundlegendes Verstdndnis der Begriffe Flacheninhalt
und Umfang fur rechteckige Formen haben. Der L&sungsprozess erfordert,
dass sie Entscheidungen treffen. Dazu zahlt, wie man in einer systemati-
schen Weise Formen behélt, die schon erstellt wurden, so dass am Ende alle
Maoglichkeiten gefunden und keine Formen dupliziert werden. Derartige
Entscheidungen und Fahigkeiten sind wichtig, um effizientes Problemldsen
zu lernen. Dariiber hinaus werden die Schilerinnen und Schiiler durch Mo-
difikation der Formen auf die Beziehung zwischen Umfang und Flache
aufmerksam gemacht. In beiden Beispielen (Abb. 1 und Abb. 2) konstruie-
ren sie selbst Mathematik, wobei ihre Sachstruktur und die kognitive Struk-
tur beriicksichtig sind. Damit wird nicht nur die Absicht verfolgt, den Schu-
lern und Schilerinnen die Mdglichkeit zu geben, ihr Wissen Uber diese bei-
den Begriffe anzuwenden und neue Problemldseféhigkeiten zu erwerben,
sondern auch ihr Verstandnis der Beziehung zwischen den beiden MaRbe-
griffen zu verbessern.

Beispiel 3. Aufteilung eines Landes

Angenommen ein Mann hat ein dreieckig geformtes Stiick Land in einer
weit entfernten Gegend gekauft. Er will dieses Land zwischen seinen drei
Tochtern aufteilen, so dass jede Tochter gleich viel abbekommt. Er erinnert
sich jedoch nicht mehr an die genauen Abmessungen des Landes und so
sucht er nun eine Methode zur Teilung des Landes, die auf alle dreieckigen
Bereiche angewandt werden kann.

Abb.3: Problem ,,Aufteilung eines Landes*
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Das Problem verbindet verschiedene Themen des Geometrieunterrichts
(z.B. Flacheninhalt eines Dreiecks, Seitenhalbierende, Kongruenz) mit einer
bestimmten Strategie, die es den Schilerinnen und Schiilern erméglichen
kann, ein besseres Verstdndnis geometrischer Sachverhalte und einen Sinn
fur den Nutzen der Geometrie zu entwickeln. Diese Aufgabe kann mit un-
terschiedlichen Methoden geldst werden. Im Folgenden sind drei mogliche
Problemlésungswege dargestellt.

c)

Abb.4: Mégliche Lésungswege der Aufgabe ,,Aufteilung eines Landes*

Bei der Bearbeitung dieser Aufgabe kénnen die Schilerinnen und Schiler
sowohl ein besseres Verstandnis fur den Umfang und den Flacheninhalt all-
gemeiner Dreiecke entwickeln als auch den Begriff der Seitenhalbierenden
lernen. Die Loésung des gestellten Problems der Landdrittelung erfordert es
zunéchst, eine Planfigur zu erstellen. Diese Planfigur reprasentiert ein all-
gemeines Dreieck. In der Aufgabenstellung wird zundchst nicht explizit da-
zu aufgefordert, den Flacheninhalt irgendeines (Teil-)Dreiecks zu berech-
nen, sondern lediglich gesagt, dass ein Stiick Land, d.h. ein Flachenstick,
»gerecht aufgeteilt werden soll“. Dies legt den Fokus automatisch auf das
Innere der Planfigur, d.h. des Dreiecks und schafft somit die Verbindung
»Flacheninhalt bezieht sich auf das Innere des Dreiecks* (konzeptioneller
Aspekt). Dieser Aspekt ist insofern wichtig, als dass Flacheninhalt und Um-
fang ebener Figuren von Schillern leicht verwechselt werden, da Rechtecke,
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Dreiecke, zumeist nur als Linienfiguren, wie auch hier bei der Planfigur,
nicht aber als Flachenfiguren (etwa durch Schraffierung der Flache) darge-
stellt werden. Des Weiteren erfordert die Losung des Problems die Zerle-
gung des Ausgangsdreiecks in Teildreiecke, bei denen immer auch ein
stumpfwinkliges Dreieck entsteht. Um begriinden zu kdnnen, dass die ein-
zelnen Teildreiecke den gleichen Flacheninhalt haben, muss erkannt bzw.
begriindet werden, dass in stumpfwinkligen Dreiecken die Héhe auferhalb
des Dreiecks liegt. Das Problem umfasst also auch diesen ,,schwierigen
Spezialfall“ bei der Flacheninhaltsberechnung allgemeiner Dreiecke. Dar-
uber hinaus beruht die Losung des Problems darauf, dass Dreiecke mit glei-
cher Grundseite und gleicher Hohe, egal ob spitz- oder stumpfwinklig, im-
mer den gleichen Flacheninhalt haben, wodurch die Flacheninhaltsformel
,»1/2 x Grundseite x Hohe* gefestigt und vertieft wird. Das formale Hantie-
ren mit Formeln und benannten Zahlen tritt hier vor dem inhaltlichen Auf-
bau der Grol3en von Flachen zuriick. Anderseits ist fiir die zweite Variante
der Begriff einer Seitenhalbierenden nicht unbedingt wichtig, um das Prob-
lem l6sen zu kénnen. Aber es ist notwendig, die Flache eines Dreiecks und
Grundgedanken der Kongruenz zu beherrschen. Das Problem kann dariiber
hinaus dazu verwendet werden, die Seitenhalbierenden im Dreieck ent-
decken zu lassen.

Abschlielend sei ein weiteres Beispiel (siehe Abb. 5) aufgezeigt, an dem
der Begriff des Flacheninhalts in einem langfristigen Lernprozess angemes-
sen erworben werden kann. Der Satz von Pick stellt eine Beziehung zwi-
schen der Flache eines Gittervielecks und den Anzahlen der Gitterpunkte
innerhalb des Polygons und auf dem Rand her.

Beispiel 4. Satz von Pick

Bestimmen Sie den Flacheninhalt des Polygons.

Abb. 5: Satz von Pick

Die Schilerinnen und Schiler werden hierbei mit einer Situation konfron-
tiert, in welcher der Giltigkeitshereich bekannter Verfahren ausgeweitet
werden muss, um Aufgaben lésen zu kénnen; hier ist also Synthese von ent-
scheidender Bedeutung. Dadurch erlernen die Schiilerinnen und Schiiler die
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fundamentalen Eigenschaften von einfachen Gitterpolygonen. Dartber hin-
aus bietet diese Problemldsesituation Mdglichkeiten, um ein besseres Ver-
stdndnis fur den Umfang und den Flacheninhalt ebener Figuren zu ent-
wickeln und Geometrie mit Algebra zu verknupfen.

Beispiel 5. Tangram

»H /

Abb.6: Mit Tangram geometrische Begriffe erkunden und vertiefen

Tangram ist ein altes, chinesisches Legespiel, das aus je zwei groflen und
kleinen Dreiecken, einem Parallelogramm, einem Quadrat sowie einem
mittlerem Dreieck besteht. Mit diesen Teilen kann eine reichhaltige geome-
trische Formenvielfalt gelegt werden. Mit dem Tangram konnten verschie-
dene Problemsituationen erstellt werden, wie z.B. ,,Kombiniere die sieben
Teile, so dass ein Quadrat entsteht*, ,,\VVersuche mit dem Tangram die Zif-
fern 1-9 nachzulegen. Mit dem Tangram lassen sich die oben dargestellten
Ziffern legen. Gibt es mehrere Mdglichkeiten? Durch diese Problemsitua-
tionen erkennen Schulerinnen und Schiiler Zusammenhénge geometrischer
Figuren und Eigenschaften (Quadrat, Rechteck, Dreieck, Parallelogramm,
Symmetrie) und kénnen Grundvorstellungen zum Flachenbegriff aufbauen.

Schlussbemerkungen

Einige Studien haben Vorteile des Problem-basierenden Lehransatzes auf-
gezeigt. Hierzu gehoren ein hoher Lernerfolg, besseres Abschneiden in
standardisierten Leistungstests, aber auch eine bei Lernenden erzeugte posi-
tive Sicht auf die Mathematik, das Verstandnis ihrer Niitzlichkeit und das
Erlernen mathematischer Begriffe (siehe z.B. Riordan/Noyce 2001; Schoen-
feld 2002; Thompson/Senk, 2001).

Mathematische Begriffe sollten im Rahmen des Problemldsens erlernt wer-
den (NCTM, 1989, 2000), wobei die Begriffe dann verschiedene Rollen in
den verschiedenen Phasen eines Problemldseprozesses spielen kdnnen:
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(1) Problemklarung durch Begriffe,

(2) Aktivierung des Wissens uber Begriffe,

(3) Knupfen von Beziehungen mit Hilfe von Begriffen,

(4) Umstrukturieren mit Hilfe von Begriffen,

(5) Begriffe als Trager von Ldsungsideen, usw. (Vollrath, 1986).

Dabei ist es sehr wichtig sinnstiftende Situationen zu schaffen, wobei eine
Situation:

o fur die Schilerinnen und Schiiler relevant sein muss,

o die Erzeugung der jeweiligen mathematischen Begriffe mdglich
machen muss,

e den Lernenden Mdglichkeiten bieten muss, inhaltliche Vorstellun-
gen aufzubauen,

e reichhaltig und nicht kiinstlich reduziert sein muss,

e nicht notwendigerweise realititsorientiert sein muss (Hufmann
2009, S. 67).

Lehrer, Schulblcher und Lehrplanentwickler sollten das Verstdndnis zum
Schwerpunkt und Ziel des Mathematikunterrichts machen. Darlber hinaus
ist es entscheidend eine Verschiebung zu erreichen von der engen Sicht-
weise auf die Mathematik als Werkzeug zur Lésung von Problemen hin zu
einer breiteren Vorstellung, dass Mathematik eine Art zu denken und eine
Art zum Organisieren der eigenen Erfahrungen ist (Schroeder/Lester 1989).
Schoen (2003) beschrieb diesen Lehransatz wie folgt:

As students attempt to solve rich problem tasks, they come to understand the
mathematical concepts and methods involved, become more adept at mathemat-
ical problem solving, and develop mathematical habits of mind that are useful
ways to think about any mathematical situation. (S. xi)

In dieser Beschreibung werden sowohl mathematisches Verstandnis als
auch eine erhdhte Problemlésungsfahigkeit als Ergebnisse gewiinscht. Die
Schiler und Schilerinnen erwerben durch die selbst-konstruierten mathe-
matischen Kenntnisse neue Begriffe und F&higkeiten und wenden diese an.
Die Fahigkeit Probleme zu l6sen ist nicht einfach nur eine Fertigkeit, wie
z.B. den kgV oder ggT zu berechnen, sondern enthélt kreatives Handeln,
Intuition und andere Gewohnheiten des Geistes (Cuoco/Goldenberg/Mark,
1996), bei denen die gewonnenen Einsichten Uber Begriffshildung umge-
setzt und durch Erfahrung vertieft werden kénnen (Vollrath, 1987).
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Begriffsbildung, Stationenlernen oder
die Zone der nachsten Stationen

Ysette Weiss-Pidstrygach

Zusammenfassung. Welche bildliche Vorstellung ruft das Wort Begriffshildung bei
lhnen hervor? Entsteht jetzt ein baumartiges Gebilde, eine Pyramide oder ein Stadt-
plan mit vielen Verbindungsstralen oder ein langer Weg mit vielen Hinweisschil-
dern ... oder reift gerade vor Ihrem inneren Auge eine saftige Frucht mit nussartigem
hartem Kern? Anhand einiger Beispiele wird gezeigt, wie Metapher, Anordnung und
Positionierung die Entwicklung mathematischer Begriffe bei Lehramtsstudenten un-
terstiitzen kénnen.

Einleitung

Die VergroRerung der Anzahl fachdidaktischer Veranstaltungen im univer-
sitdren gymnasialen Mathematiklehramtsstudium hat auch den Anteil an
Methodik in diesen fachdidaktischen Veranstaltungen stark vergroRert.

Schulpraxisnahe Zeitschriften und Handbicher zur Mathematikmethodik
geben viele Beispiele zur Umsetzung allgemeinpadagogischer Verfahrens-
weisen im Mathematikunterricht. Einige der Methoden finden auch in ma-
thematikdidaktischen Veranstaltungen ihre Anwendung. Da sich die meis-
ten Techniken am Schulalltag orientieren, erfolgen Anwendungen und
Ubertragungen in universitare Routinen vor allem in Veranstaltungen mit
KlassengroRe, wie Seminaren oder Ubungen. Beispiele solcher nun auch
hochschuldidaktischer péddagogischer Methoden sind Gruppenarbeit, Lern-
tagebiicher und Stationenlernen (auch als Stationenzirkel, Lernzirkel, Lern-
werkstatt, Lerntheke bezeichnet). Auffallend dabei ist, dass die Ubertragung
vorwiegend durch einen bedingten Rollentausch und das darauf folgende
Spielen mehrerer Rollen erfolgt:

e Der ein Seminar leitende Studierende® organisiert in der Rolle des
Lehrers eine Stationenarbeit fiir die anderen sich in der Rolle von
Schiilern befindenden Studenten. Gleichzeitig méchte er die Me-
thode Stationenlernen am Beispiel vermitteln und wird bei der
Gestaltung des Inhalts vom Dozenten angeleitet.

. In diesem Text wird der Einfachheit halber nur die mannliche Form verwendet. Die weibliche
Form ist selbstverstandlich immer mit eingeschlossen.
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e Der in der Rolle des Lehrers agierende Dozent nutzt Lerntagebi-
cher oder Portfolios zur Diagnostik und zum reflektierten Umgang
mit Motivation, Heuristiken und kognitiven Konflikten. Gleichzei-
tig mdchte er das Fuhren von Lerntagebiichern lehren.

Im Folgenden beschéftigen wir uns mit der Anwendung der Methode Stati-
onenlernen in fachdidaktischen Veranstaltungen. Die VVorgehensweise kann
gleichwohl auf andere Methoden (ibertragen werden. Im ersten Teil disku-
tieren wir die Verwendung der Stationenarbeit als Lehrmethode in einem
mathematischen Fachdidaktikseminar zu ausgewéhlten Inhalten der Sekun-
darstufe Il. Wir nehmen an, dass dieses Seminar wie oft tblich von einem
oder mehreren Studierenden geleitet und durch Dozenten begleitet wird. Im
zweiten Teil nutzen wir den Zusammenhang: Sammeln — Ordnen — Struk-
turieren — Positionieren — Stationenlernen fiir die Gestaltung von fachdi-
daktischen Vorlesungen und Ubungen zum Thema Begriffsbildung im Geo-
metrieunterricht.

Begriffsbildung und Stationenlernen im Fachdidaktikseminar
Ausgangssituation

Bei der Anwendung von padagogischen Methoden des Lehrens und Lernens
in fachdidaktischen Veranstaltungen sind gleichzeitig (mindestens) vier sich
bedingende und beeinflussende Sichtweisen und daraus resultierende Ziel-
stellungen beteiligt:

e der lehrenden und lernenden Fachdidaktiker,
e der lernenden und zukiinftig lehrenden Studierenden,
e der lehrenden und lernenden Lehrer (indirekt durch Schulerfah-
rung),
e der lernenden Schiiler (indirekt durch Schulerfahrung).
Wahrnehmung, Interpretation und Verwendung der padagogischen Methode
Stationenlernen unterscheiden sich aus den vier Perspektiven. Dies ist auch

in den unterschiedlichen Sichtweisen auf die Inhalte der Seminare und de-
ren konzeptuelles Verstandnis begriindet.

Fur die Diskussion der Verwendung der Methode Stationenlernen bei einem
konkreten Inhalt lohnt es sich, diese Sichtweisen einzubeziehen. Die Unter-
schiede werden auf verschiedenen Entwicklungsebenen von Tatigkeiten, die
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Bezug zur Methode Stationenarbeit haben, sichtbar: in Motiven, Zielstellun-
gen von Handlungen und in Operationalisierungen (Leontyev, 1979). Zur
Illustration stellen wir Beispiele von Sicht- und Herangehensweisen vor, die
unterschiedlichen Ebenen zugeordnet werden kénnen. Ausgehend von die-
sen Beispielen entwickeln wir im Anschluss Zielstellungen zur Verwendung
der Methode Stationenlernen in einem speziellen Seminar. Bei der konkre-
ten Vorbereitung eines Seminars konnten die hier hypothetisch angenom-
menen Sichtweisen durch eine qualitative Analyse spezifiziert werden.

Wir beginnen mit einigen Sichtweisen, Interpretationen und einem ublichen
Umgang bzgl. des Stationenlernens, die Einfluss auf die Motivation und
Einstellung haben kdnnten.

Ansichten von Fachdidaktikern

In der Diskussion im AK Geometrie schien es, dass flr nicht wenige Fach-
didaktiker Stationenlernen eher negativ belegt war. Die Methode Stationen-
lernen wurde vorrangig im Grundschulbereich angesiedelt und als Auftei-
lung von Arbeitsauftrdgen aus pragmatischen Griinden interpretiert. Leider
gelang es mir aus Zeitgriinden nicht, die Ursachen dafiir zu klaren.

Die Definition des Stationenlernens ist sehr weit gefasst. Hinweise auf re-
formpédagogische Urspriinge, eine Einfihrung in die allgemeinpadagogi-
sche Methode, sowie vielféltige weiterfuhrende Literaturverweise findet
man in Kersten Reichs Methodenpool (Reich, 2012). Zu Interpretation und
Verwendung dieser Methode im Mathematikunterricht existieren zahlreiche
Empfehlungen und ausgearbeitete Beispiele. In der Mathematikmethodik
von Barzel, Bichter und Leuders (Barzel et al., 2007) heif3t es: Bei einem
Stationenzirkel bearbeiten alle Schilerinnen und Schiiler an mehreren Stati-
onen Materialien, die eine vielféaltige Auseinandersetzung mit einem be-
stimmten Thema anregen. Stationenzirkel eignen sich sowohl fiir Einstiege
und Erarbeitung, als auch zur Ubung und Festigung. Im p&adagogischen Ver-
stdndnis der Methode ist Interpretation der Stationen als Variationen eines
Themas nicht vorausgesetzt.

Ansichten von Studierenden

Unsere Studierenden (Universitat Mainz) sind in Fachdidaktikseminaren der
Methode Stationenlernen gegeniiber aufgeschlossen. Neben der Gruppenar-
beit ist die Stationenarbeit die von studentischen Seminarleitern in Semina-
ren am haufigsten gewahlte Lehrtechnik. Dies kann auf positive Erfahrun-
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gen aus der Schulzeit oder auch aus Veranstaltungen der Erziehungswissen-
schaften zurckzufihren sein. Stationenarbeit wird oft als handlungsorien-
tiert, aktiv und zur Selbststédndigkeit erziehend erinnert.

Ansichten von Lehrern

Die meisten ausgearbeiteten Lernstationen stammen aus der Unterrichtspra-
xis. Die Autoren dieser Lernstationen sind oft besonders engagierte, an
Fortbildung, Interaktion und Entwicklung interessierte Lehrer, die sich
durch die notwendige Vorbereitung der Stationen und den groRen Arbeits-,
Zeit- und oft auch Materialaufwand nicht abschrecken lassen. Sind die Sta-
tionen mit groReren Exponaten ausgestattet, kann dies zu Aufbewahrungs-
problemen flhren, aber auch Anlass zu Teamteaching und Zusammenarbeit
sein. Bei der Planung von Stationen spielen oft organisatorische oder auf die
Realisierung zielende Fragestellungen eine groBRere Rolle als konzeptuelle
(z.B. wie viele Arbeitsmittel sind vorhanden, wie viel Zeit wird fur die Sta-
tionen bendtigt). Viele Lehrer sind wegen des hohen Zeitaufwands bei der
Verwendung der Methode zuriickhaltend.

Ansichten von Schilern

Schiler der Grundschule haben vorwiegend unabhé&ngig von den Inhalten
eine positive Einstellung zur Stationenarbeit — Spielen, Bewegung, Unter-
haltung sind Schlisselworte fur die Lernmethode. Mit zunehmendem Alter
scheint der Enthusiasmus gleichwohl abzunehmen. Kommentare wie ,,Man
weil’ nicht, was man lernt oder ,Ringel — Ringel — Reihe* weisen darauf
hin, dass altersgemafes Umsetzen, sowie Strukturiertheit und Ergebnissi-
cherung auf die Bewertung zunehmenden Einfluss haben.

Die genannten mdglichen Ansichten illustrieren Einflussfaktoren auf die
Motivation und die Art der Verwendung der Methode Stationenlernen. Fir
uns sind auch die darin zum Ausdruck kommenden Einstellungen und Her-
angehensweisen wichtig. Letztere kénnen durch Erfahrungen mit der Me-
thode in neuen Handlungskontexten beeinflusst und entwickelt werden, wie
z.B. durch die Anwendung im Seminar. Entwicklung verstehen wir hier als
eine Entwicklung von Téatigkeiten im Verstdndnis von (Leontyev, 1979).

Fir die Entwicklung konkreter Zielstellungen fiir die Anwendung und Ent-
wicklung der Methode in einem Seminar gehen wir auf die Handlungsebene
und betrachten Erfahrungen aus Seminaren fur Studenten des gymnasialen
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Lehramts Mathematik. Wir wahlen ein Seminar zu ausgewéhlten Problemen
des Mathematikunterrichts der Sek Il, mit dem Schwerpunkt Analyse, Vari-
ation und Entwicklung von Einstiegsaufgaben zu grundlegenden Begriffen
wie Reelle Zahlen, Funktion, Folge, Ableitung, Integral, Komplexe Zahlen,
Skalarprodukt, Vektor, Vektorraum, Affiner Raum, Mittelwerte, Verteilun-
gen, Wahrscheinlichkeit u.a.

Wir nehmen an, dass die einzelnen Veranstaltungen des Seminars von Stu-
dierenden geleitet werden, dass die Seminare ohne PowerPoint- oder andere
Frontalprésentationen handlungsorientiert gehalten werden sollen und der
oder die Leiter eines Seminars als Methode Stationenarbeit verwenden
mochten. Wir betrachten die Entwicklung der Seminarveranstaltung zum
ersten Thema Reelle Zahlen. Die Gedankengénge sind auf die anderen
Themen ubertragbar. Die Vorbereitung beginnt mit der Themenwahl und
dem selbststdndigen Sammeln und Ordnen von Material durch einen oder
eine Gruppe von Studenten, welche die Seminarveranstaltung leiten werden.

Handlungsorientierungen aus studentischer und Seminarleiterperspektive

Bei der Diskussion von Schulmathematik anhand von selbstentwickelten
oder bereits existierenden Lehrbuchaufgaben tritt im Seminar haufig die Si-
tuation auf, dass die studentischen Teilnehmer einerseits die zur Diskussion
stehenden Aufgaben aus der Schilerperspektive beurteilen sollen und ande-
rerseits aus der Position des Lehrers oder Schulbuchautors. Aus Zeitmangel
oder weil die fiir die Lésung der Aufgaben notwendigen Fertigkeiten vo-
rausgesetzt sind, werden die Aufgaben gleichwohl selten griindlich (schrift-
lich) geldst. Damit entfallen auch Strukturierungen und Sicherungen der Er-
gebnisse, die auf konkreten Ldsungswegen aufbauen. Die Schilerperspekti-
ve wird durch ein Gedankenexperiment ersetzt, welches sich aber oft mit
einer gefihlten Machbarkeit oder einem gefuhlten Interessantsein der Auf-
gaben beschéftigt.

Diese Herangehensweise spiegelt sich in den Stationen (oder auch bei ge-
planten Gruppenarbeiten) im Seminar wieder. Oft stellen die Stationen we-
der eine flr Schiler geeignet strukturierte Kleinschrittige Erarbeitung eines
Begriffs der Schulmathematik, noch die Vorstellung und Begriindung des
Konzepts eines Aufgabenautors dar. Griinde dafiir kénnen u.a. der erfahrene
Umgang mit Stationen in anderen Seminaren sein oder auch der Versuch
mit den Stationen das Lehrbuch-Design zu imitieren (verschiedene Ein-
stiegsaufgaben als Stationen).
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An dieser Stelle ist es sinnvoll, Schiler-, Lehrer- und Autorenperspektive
bei den Seminarleitern bewusst zu trennen. Eine Strukturierungshilfe dafiir
kann der folgende Arbeitsauftrag an die Seminarleiter sein: Schematisieren
Sie die Struktur der Lehrbuchkapitel, aus denen Sie Einstiegsaufgaben fur
lhre Stationen gewéhlt haben. Die Aufgabe kann durch die Vorgabe von
Lehrbuchbeispielen vereinfacht werden.

Eine Diskussion der von den Seminarleitern fiir die Stationen ausgewahlten
Einstiegsaufgaben mit dem Dozenten und die gemeinsame Entwicklung
moglicher Schemata ist eine andere Mdoglichkeit, die Seminarleiter bewusst
die Perspektive der Lehrbuchautoren einnehmen zu lassen. Da die Aufgaben
meistens einem Lehrbuch entnommen sind, ist ein reflektiertes Verstandnis
der Intensionen der Lehrbuchautoren ein erster wichtiger Schritt. Die fol-
genden Stationenvorlagen kdnnen sowohl eine Diagnosehilfestellung fir
das vorliegende Lehrbuchkonzept sein, als auch eine Strukturierungshilfe
fur die Erstellung eigener Stationen.

Aufgaben | | Stationen /=\

~
| e (] Stationen
4

=

Abb. 1: Systematisierung der Aufgaben ~ Abb. 2: Beispiel, analoge Beispiele, Systematisie-
des vorherigen Kapitels rung und Exaktifizierung einer Grundidee

| Station =

| Station |
'

Aufgaben

| Station

Abb. 3: Verschiedene Kontexte als Motivati- Abb. 4: Deduktive Herleitung der Idee, Anwen-
on des Grundbegriffes des laufenden Kapitels  dungsbeispiele zur Illlustration und zum Uben
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Handlungsorientierungen aus Dozentenperspektive

Mit der Wahl und der Anordnung der Themen des Seminars werden durch
den Dozenten eine Struktur und mdgliche Metakonzepte vorgegeben. Eine
weitere weniger reflektierte Strukturierung kénnte durch Erwartungshaltun-
gen des betreuenden Dozenten entstehen, wenn er von einer im Rahmen des
Mathematikstudiums erfolgten Begriffsbildung im Sinne der Elementarma-
thematik vom hdéheren Standpunkt ausgeht.

Problemorientierte und konzeptuelle Entwicklungen des Begriffs Reelle
Zahlen erfolgten moglicherweise in:

e Analysis (Vollstandigkeit, verschiedene Modelle, Stetigkeit),

e  Zahlentheorie (Korper, Kettenbriiche),

o Didaktik der Algebra (Axiome, Zahlenbereichserweiterung, Méch-
tigkeit),

e Didaktik der Geometrie (Kommensurabilitat),

e Geschichte der Mathematik (griechische Mathematik, Mathematik
des 19.Jahrhunderts).

Die sehr unterschiedlichen mathematischen Erfahrungen von Dozent und
Student fuhren sicher zu unterschiedlichen Sichtweisen und Umgang mit
Mathematik. Da ein konzeptuelles Verstandnis der Inhalte der Sekundarstu-
fe 11 in der Regel eine langjahrige intensive Beschéftigung mit Mathematik
voraussetzt, ist es wesentlich, Erwartungshaltungen von Seiten des Dozen-
ten explizit zu machen und Hilfestellungen bei der Erarbeitung konzeptuel-
len Hintergrundwissens zu vorgeschlagenen Einstiegen zu geben.

Fehlende mathematische Erfahrung und konzeptuelles Verstandnis kdnnen
sich auch in der Planung und Organisation der Stationen ausdriicken, wie
z.B.:

e  Stationen sind nur Komponenten eines umfangreichen Arbeitsauf-
trags, m.a.W.: ein Thema wird in Teilbereiche aufgeteilt, zusatz-
liche Strukturierungen/ Differenzierungen, die Zusammenhéange
zum Thema herstellen kénnen, werden kaum in Betracht gezogen,

e durch Lehrblcher vorgegebene Strukturen wie verschiedene hand-
lungsorientierte Einstiegs- oder Ubungsaufgaben zu einem Thema,
werden unreflektiert als Stationen ibernommen,

o Exaktifizierung und Formalisierung des in verschiedenen Stationen
eingefiihrten Themas fehlen,
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o die geplante Ergebnissicherung bezieht die Ruckfiihrung auf das in
den Stationen differenziert und vielfaltig dargestellte Thema nicht
ein, Zusammenhénge zwischen Variation und Thema bleiben unre-
flektiert,

e vorausgesetzte Fertigkeiten und Fahigkeiten und deren Entwick-
lung durch die Stationenarbeit sind wenig konkret,

e begleitende Anleitung wahrend des Seminars wird nicht ersicht-
lich.

Fur eine Entwicklung der Stationen ist es sinnvoll, strukturelle Probleme
der geplanten Stationen auszuwéhlen, die auch den Seminarleitern als Ent-
wickler der Station sichtbar und verstandlich sind. Dieser gemeinsame Aus-
gangspunkt kann genutzt werden, um die zugrunde liegenden Probleme im
Begriffsverstandnis anzugehen.

Begriffsentwicklung - Stationen im Verstandnis mathematischer Begriffe

Unser Ziel ist es, positive Einstellungen der Studierenden zum Thema und
zu Stationenlernen fur die Entwicklung des konzeptuellen Verstandnisses
der thematisierten Grundbegriffe der Sekundarstufe Il zu nutzen.

Am Beispiel der Diagnosewerkzeuge zur Analyse von Lehrbuchkonzepten
und Autorenintensionen haben wir schon den Nutzen von Schematisierun-
gen flr Verstandnis des Lehrbuchaufbaus und bei der Planung von Unter-
richt, im Speziellen von Stationen demonstriert. Im Folgenden geben wir
weitere Beispiele, wie positive Einstellungen, Vorstellungen und Erfahrun-
gen bzgl. des Stationenlernens genutzt werden kénnen, um Begriffsentwick-
lungen durch die mit den Stationen einhergehenden Erfahrungen und Rou-
tinen beim Positionieren, Gruppieren, Variieren in Anordnung, Reihenfolge
und Thema zu nutzen.

Stationen im Verstandnis mathematischer Begriffe am Beispiel:
Fachdidaktikseminar zum Thema Reelle Zahlen

Um die Dynamik der Handlungsebene abzubilden, beschreiben wir die
Vorbereitung einer Seminarstunde zum Thema Reelle Zahlen. Die beiden
Seminarleiter haben sich fur einen Einstieg in das Thema entschieden und
vor der ersten Konsultation mehrere Lehrbiicher nach geeigneten Einstiegs-
aufgaben durchsucht. In der Konsultation werden die Aufgaben und die von
den Seminarleitern entwickelten Lernziele und Fragen zur Reflektion fir
die zu haltende Seminarstunde vorgestellt.
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Ein Ziel des Seminars ist es, dass sowohl die Seminarleiter als auch die Se-
minarteilnehmer Aufgaben aus der Perspektive von Autoren und Entwick-
lern analysieren. Die erste Seminarplanung ist oft eine Vorstellung und Be-
schreibung von Einstiegsaufgaben, die einem einzigen Lehrbuch entnom-
men sind. Dies birgt die Gefahr, die Seminarteilnehmer in die schon be-
schriebene mit dem Vokabular des Lehrers gespielte Schiilerperspektive zu
leiten, in welcher Uber Bewadltigung, Zeitaufwand, nétige Vorkenntnisse
von Aufgaben nachgedacht wird, ohne diese geldst zu haben.

Ein erster Schritt, Schiler- und Lehrerperspektive zu separieren ist die Be-
urteilung der drei gewéhlten Einstiegsaufgaben aus der Schilerperspektive.
Da dafur das Losen der Aufgaben notwendig ist, werden die Aufgaben im
Vorfeld an die Teilnehmer mit einer Aufforderung zum schriftlichen Losen
verschickt. Die Diskussion der Aufgaben wird fiir den Anfang der Seminar-
stunde geplant und soll von Seiten der Seminarteilnehmer bewusst aus der
Schilerperspektive erfolgen. Die Seminarleiter kénnen ihr bei der Entwick-
lung der Schemata gewonnenes Verstandnis tber Design und Aufbau der
Lehrbiicher zur Strukturierung und Moderation der Diskussion nutzen. Da-
bei befinden sie sich in der Lehrerperspektive. Eine einfache Mdglichkeit,
die Seminarleiter an die Entwicklung von Aufgaben heranzufihren, ist der
Arbeitsauftrag, zu den von ihnen gewahlten Einstiegsaufgaben drei weitere
passende Aufgaben zu finden.

Variationen gewihlter Aufgaben

Gewihlte Aufgaben :
entsprechen Stationen entsprechen Stationen
— — am = —
L] B &
| Schiilerperspektive | | Lehrer-Autoren-Perspektive |

Abb. 5: Schema zur Erweiterung von Stationen als Strukturierungshilfe der Aufgabenanalyse
der Seminarleiter

In der Konsultation hat der Dozent die Mdglichkeit durch ein Hinterfragen
des Passens konzeptuelles Verstandnis zu entwickeln.

Wir nehmen an, dass die Seminarleiter zum Thema Reelle Zahlen die fol-
genden Einstiege zur Einflihrung irrationaler Zahlen aus verschiedenen
Lehrbiichern gewéahlt haben:
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Aufgabe 1:

a) Heron-Verfahren fiir Rechteck mit Seitenldngen 1 und 9 (Berech-
nung von 4 Schritten).

b) Heron-Verfahren fir Rechteck mit Seitenldangen 2 und 6 (Berech-
nung von 4 Schritten).

Aufgabe 2: Comicdialog zum indirekten Beweis, dass Wurzel aus 2 kein
Bruch sein kann.

Aufgabe 3: Berechnung der ersten Schritte einer Intervallschachtelung.

In der ersten Konsultation werden verschiedene konzeptuelle Hintergriinde
der gewahlten Aufgaben diskutiert. Dies kann durch das Sammeln und Ord-
nen weiterer Beispiele sowie die Einbeziehung und Entwicklung von Bei-
spielen und Themen verschiedener von den Seminarleitern bereits besuchter
Vorlesungen erfolgen. Wir nehmen an, dass die Seminarleiter eine Einbet-
tung der Aufgaben in geometrische, analytische und algebraische Kontexte
vornehmen. Fir die Entwicklung weiterer geometrischer, analytischer und
algebraischer Einfuhrungen ist wahrscheinlich Anleitung durch den Dozen-
ten notwendig. Ein Portfolio zu Grundbegriffen der Schulmathematik, in
welchem Inhalte der Mathematikvorlesungen elementarisiert wurden, ist an
dieser Stelle von groem Nutzen.

In Vorbereitung der Seminarstunde werden zu jeder Station zwei weitere
Aufgaben ausgearbeitet:

Thema 1: Darstellung irrationaler Zahlen durch L&ngen geometrischer Ob-
jekte (geometrische Néherung, abgrenzende Beispiele bzgl. Gleichsetzung
geometrischer und arithmetischer Grenzwerte),

Thema 2: Definition irrationaler Zahlen als Grenzwerte von Cauchy-Folgen
rationaler Zahlen,

Thema 3: algebraische Begriffsbildung (indirekte Beweise, Kettenbriiche,
Kdorpererweiterung).

Beim Entwickeln konzeptueller Hintergrinde fur die ausgewahlten Ein-
stiegsaufgaben und dem Finden dazu passender anderer Einstiegsaufgaben
sind die Seminarleiter in der Autoren- und Entwicklerperspektive.

Im Seminar wird den Seminarteilnehmern die Aufgabe gestellt, zu den drei
Stationen je eine weitere passende Aufgabe hinzuzufiigen. Diese kdnnen
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von den Teilnehmern z.B. durch Variation selbststandig entwickelt werden
oder aus Lehrblchern oder einem gegebenen Aufgabenpool herausgesucht
werden.

T 7

- OO
- .- o o

? O .
(— ()
[ Autorenperspektive |

Abb. 6: Schema zur Erweiterung von Stationen als Strukturierungshilfe der Aufgabenanalyse
der Seminarteilnehmer

Finden Sie in jeder Station zu den gegebenen Aufgaben eine weitere pas-
sende. Begriinden Sie Ihre Wahl.

e e COC
- . )

11

\ Lehrerperspektive ]

Abb. 7: Schema zur Erarbeitung eines Einstiegs durch die Seminarteilnehmer

Wihlen Sie drei Aufgaben aus einer oder verschiedenen Stationen fir die
Einflihrung reeller Zahlen. Formulieren Sie dazu passendes Basiswissen.

Der letzte Arbeitsauftrag bringt die Seminarteilnehmer durch Fragestellun-
gen zu Unterrichtseinstiegen und Unterrichtsplanung in die Lehrerrolle.

Naheliegende Gebiete, wo der Wechsel: Stationen <> Schemata auch als
Strukturierungshilfe Anwendung finden kann, sind:

e Visualisieren der Systematik und Struktur bei Ubungsaufgaben,

o Visualisieren der Begriffsentwicklung bei Anwendungen und Aus-
blicken,

o vergleichende Analyse bzgl. Ausgewogenheit vertikaler und hori-
zontaler Entwicklungen von Begriffen.
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Der theoretisch interessierte Leser erkennt u.a. in unserem Ansatz:

tatigkeitstheoretische Entwicklungsmodelle bei der Einbeziehung
von Motiven und Zielen (Leontyev, 1979),

Prinzipien des Modells Community of practice bei der Entwicklung
und Realisierung der gemeinsamen Zielstellungen von Dozent und
Seminarleitern (Wenger et al., 2002),

Scaffolding beim Wechsel zwischen gestaffelter Anleitung zur Erar-
beitung konzeptuellen Hintergrundwissens und selbstandiger Uber-
tragung, Umsetzung und Interpretieren durch eigene Beispiele, Um-
setzungen der Zone der nachsten Entwicklung (Chaiklin, 2003),

John Masons levels of awareness (Mason, 1998),

Anwendungen von Richard Leshs Models and Modeling Perspecti-
ves auf Organisation und Analyse von Gruppenarbeit (Zawojewski et
al., 1998).

Im Rahmen einer Aktionsforschung zur Entwicklung von Fachdidaktikver-
anstaltungen konnen diese Hintergrundtheorien flr entsprechende Fragestel-
lungen stéarker ausgearbeitet werden. Dies wiirde ebenfalls die Ausarbeitung
von Fallstudien motivieren.

Begriffsbildung und Stationenlernen in Vorlesung und Ubung

Im Fachdidaktikseminar kam das Stationenlernen vorwiegend als Metapher
zum Einsatz. In den folgenden Beispielen wird die Methode sowohl zum
Lehren als auch als Strukturierungshilfe genutzt. Bei der Anwendung als
Lehrmethode in einer Ubung setzten wir voraus, dass diese durch eine ent-
sprechende Vorlesung vorbereitet wurde. Flr die Nutzung der Methode in
einer Fachdidaktikiibung zur Begriffsbildung spricht:
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die Vermittlung ist stark gefuhrt und instruktiv, die Vorbereitung der
Ubung von Seiten des Dozenten im Vorfeld ermdglicht ihm in der
Ubung eine beobachtende, anleitende und begleitende Rolle,

Klassifikationen und Merkmalslisten kdnnen gestalterisch vielfalti-
ger, anschaulicher und handlungsorientierter dargestellt werden,
Variation, Fortfihrung, Umstrukturierung einer gegebenen Positio-
nierung von Angeboten werden offensichtlich und nachvollziehbar,

Modelle der Begriffsbildung sind ein Resultat der systematisieren-
den, zusammenfassenden Diskussion und kdénnen so von Studieren-
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den als Ergebnissicherung des Lésungsweges eines konkreten Prob-
lems wahrgenommen werden.

Beispiel 1: Fachdidaktik Geometrie: Begriffsentwicklung und Beweisen am
Beispiel ,Lokales Ordnen um den Basiswinkelsatz*

Struktur: parallele Stationen zu gleichen Themen in der Form von Lernstra-
Ren: eine StralRe im Stil euklidischer Geometrie und die andere Strae mit
abbildungsgeometrischen Zugéngen.

Inhalte der Stationen Realisierung

Einfuhrung von Strecken, Vergleichen von | g uidisch  @Pbildungs-

5 5 ; trisch
Langen, Messen von Langen, Dreiecksun- = iy L

gleichung in verschiedenen Lehrbiichern

Kongruenzsétze von Dreiecken Euklidisch  abbildungs-
geometrisch

- -

Einfuhrung von Winkeln, Vergleichen von | g uidisch abbildungs-

Winkeln mit Zirkel und Lineal, Messen = geometisch

von Winkeln

enaktiver Einstieg: Falten von rechtwinkli- | £ kiidisch  @bbildungs-
gen und gleichschenkligen Dreiecken = geamisiiistn

Konstruktionen gleichschenkliger Dreiecke | g kiidisch ~ abbildungs-
geometrisch

mit dynamischer Geometrie -

BeWGIse Euklidisch abblldungs-
. . . . geometrisch

gleichschenklig — gleiche Basiswinkel -

BeWGIse Euklidisch abblldungs-
: - p p geometrisch

gleiche Basiswinkel — gleichschenklig -
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In jeder Station kann durch Unterstationen z.B. nach Merkmalen prototy-
pisch-logisch oder visuell-konzeptuell-formal oder enaktiv-ikonisch-symbo-
lisch oder pradikativ-funktional weiter differenziert werden. In der Vorle-
sung konnen Beispiele fir die Inhalte einiger Stationen behandelt werden.
Beweise sollten von den Studierenden besser schon in Vorbereitung auf die
Ubung erarbeitet worden sein.

Die beiden beschriebenen Lernstrafen kénnen in der Ubung entwickelt
werden oder es kann mit der Analyse zweier vorgegebener Lernstraen zum
Basiswinkelsatz begonnen werden. Weitere sich anschlieBende Arbeits-
schritte sind die Variation, Umstrukturierung, Fortsetzung der LernstralRen
durch

e  Gestaltung weiterer Stationen anhand vergleichender Lehrbuchana-
lysen,

e Variation der Stationen zu den Themen lokales Ordnen um den
Satz von der Winkelsumme im Dreieck,

e Fortsetzung der Stationen zum Satz des Thales,

e  Strukturierung von Unterstationen (Hausern) nach verschiedenen
Modellen,

e  Umstrukturierung durch Bedingtheit von Modellen, z.B. der Merk-
male enaktiv, ikonisch, symbolisch bei Verwendung dynamischer
Geometrie.

Zeitlich und rédumlich durchlaufbare Entwicklung ist vielsinnig und ein-
driicklich und deshalb oft auch nachhaltig. Die Vorteile reflektierter Nut-
zung von Zusammenhdngen zwischen verinnerlichter Begriffshildung und
ihrer Externalisierung in Form von handlungsorientierten Schemata liegen
auch in der anfénglichen nicht verbalen, abstrakten Form und spateren viel-
seitigen Interpretation und Umsetzung. Die Nutzung schematischer Darstel-
lungen wie in den Eingangsbeispielen des Fachdidaktikseminars oder in
Beispiel 1 durch parallele LernstraBen und Héuser kdnnen als Strukturie-
rungshilfen niitzlich sein und auch zum Sammeln, Ordnen und Positionie-
ren von Problemen motivieren.

Nachdem wir bei der Herleitung und dem Beweis eines Satzes der Elemen-
targeometrie die Methode Stationenlernen und deren Entwiirfe zur Darstel-
lung der Begriffsentwicklung und des lokalen Ordnens genutzt haben, ge-
ben wir noch einige weitere Griinde und Beispiele fur die Anwendung der
Methode in fachdidaktischen Veranstaltungen.
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Beispiel 2: Visualisierung von Aspekten der Begriffsentwicklung

Die Bedeutung eines Begriffs wird durch den Umgang mit dem Begriff er-
lernt. Stationen kdnnen diesen Umgang sichtbar machen. Positionierung
und Festlegung der Reihenfolge der Problemstellungen gibt auerdem die
Maglichkeit, Entwicklungen zu visualisieren. Beispiele dafir sind:

e Horizontal: Ubertragbarkeit kann beim Stationenlernen durch die
Strukturierung der Stationen als Variation auf eine (in der Systemati-
sierung sichtbar werdende) universelle Idee, Form, Voraussetzung,
... visualisiert und unterstitzt werden.

o Lokales Ordnen: Vorstellungen Gber den deduktiven Aufbau der Ma-
thematik kénnen durch in Stationen eingebaute Zyklen und Invertie-
rungen in Frage und zur Diskussion gestellt werden.

o Vertikal: Nach dem Spiralprinzip strukturierte Stationen zu einer
grundlegenden Idee kénnen zur Konzeptualisierung des Begriffs und
zur Visualisierung von Verallgemeinerung, Analogie, Formalisie-
rung beitragen.

Entwurfe fir entsprechende Stationen tberlassen wir hier unserem Leser.

Beispiel 3: Stationen zur Entwicklung und Systematisierung von Problemlé-
semethoden

Stationen konnen in verschiedenen Kontextualisierungen oder Variationen
einer Problemlésemethode anhand entsprechender Aufgaben erarbeitet wer-
den und so die Formalisierung und Ubertragbarkeit der Methode fordern.
Passende Themen sind u.a.:

e  Symmetrie als Problemlésemethode,

o Dreisatz — Proportionalitat — Linearitat,

e verschiedene Problemldsemethoden fur Extremwertaufgaben,
e Fallunterscheidungen,

e Invariantensuche.

Beispiel 4: das Spiralprinzip

In den Veranstaltungen zur Fachdidaktik Geometrie stehen bei der Begriffs-
entwicklung oft lokales Ordnen, Problemlésemethoden, Konstruktionen,
Beweise im Vordergrund. Die konzeptuellen Inhalte der Algebra machen
langfristige formalisierende Begriffsentwicklungen zu Inhalten der Fachdi-
daktik der Algebra. Auch hier kdnnen Stationen zu Darstellungen algebrai-
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scher Strukturen in verschieden Klassenstufen Strukturierungshilfen sein
(Zahlenbereiche, Operationen, Algorithmen, ...).

Beispiel 5 - dialektische Dualitaten

Die Gegenlberstellung und Kontrastierung verschiedener Ldsungsansatze,
Definitionen und Beweisverfahren im Sinne von (Weiss-Pidstrygach, 2012)
fuhrt zu dualen Stationen.

Die Dualitat zwischen Werkzeugcharakter und Untersuchungsobjekt ma-
thematischer Begriffe im Ansatz von Douady und Artigue (Artigue et al.,
2001) kann durch folgende Stationen realisiert werden:

e  Stationen zu einem mathematisches Konzept als Teil der mathema-
tischen Sprache und Theorie,

e duale Stationen zu diesem mathematischen Konzept als Problemlo-
semethode.

Dem Entwicklungskonzept der Nutzung von Stationenlernen in fachdidakti-
schen Ubungen zur Begriffsbildung liegen vor allem stoffdidaktische Uber-
legungen zugrunde. Die Interpretation der Handlungsorientierung der Me-
thode als Problemorientierung wurde bewusst vorgenommen, die meisten
beschriebenen Differenzierungen haben inhaltliche Grundlagen.

Ausblick

Meine Motivation fir die Anwendung der Lehrmethode ist mein Bedrfnis
nach Lehr- und Lernumgebungen, in welcher Lehrende gleichzeitig und
selbstverstandlich akzeptiert Fragende, Lernende sein kénnen. Dies ist in
einer Vorlesung nur sehr bedingt moglich.

John Mason (Mason, 1998) beschreibt den mathematischen Experten als
jemanden, der Problemlésen und Beweisen einfach aussehen lassen und mit
mathematischen Methoden, Techniken und der Terminologie reflektiert
umgehen kann und der in der Lage ist, Probleme und Techniken in einem
groReren konzeptuellen Zusammenhang zu sehen. Er beschreibt den fach-
kundigen Mathematiklehrer, als jemanden, der in der Lage ist, Schilern
Aufgaben und Probleme einfach zu stellen und mathematische Zusammen-
hénge einfach zu erklaren. Der sachkundige Mathematiklehrer hat nicht nur
fachliches Wissen, sondern ist sich auch dessen Existenz und Art bewusst
und kann sich in eine Lage versetzten, in welcher er auf dieses Fachwissen
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keinen Zugriff hat. Der sachkundige Mathematikdidaktiker wird als jemand
charakterisiert, der fachliche Kompetenz als Mathematiklehrer auf der
Grundlage mathematischer Sachkenntnis besitzt und sich der Art seiner Er-
fahrung und Kompetenz bewusst ist, der sich aber auch in die Lage verset-
zen kann, diese Erfahrung nicht zu haben.

Bei der Arbeit mit Lernstationen flieRen Erfahrung und Kompetenz in die
Entwicklung der Lernumgebung ein. Die Rolle des Begleiters und Beobach-
ters schafft im Sinne von Mason beschriebene Mdglichkeiten, sich in die
Rolle des unerfahrenen Anféngers zu begeben.

Ich sehe im beschriebenen Stationenlernen Maglichkeiten zur vielféaltigeren
Gestaltung von Didaktiklehrveranstaltungen und zur Einbeziehung indivi-
dueller Interessen der Studierenden. Es reichen ein oder zwei wirklich in
Stationenarbeit durchgefiihrte Ubungen um auch in den restlichen Veran-
staltungen die Entwiirfe als Planungs- und Strukturierungshilfen zur Verfi-
gung zu haben.

Meine bisherigen Anséatze sind eher in Veranstaltungen mit Seminargréfiie
realisierbar. Uber Ideen und Variationen, welche eine Ubertragung auf gro-
Rere Veranstaltungen erlauben, wiirde ich mich freuen.
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Vergessene Vierecke

Hans Walser

Zusammenfassung. Es werden drei Vierecke vorgestellt, die im tblichen Begriffska-
non wie etwa dem Haus der Vierecke fehlen. Sie haben nicht einmal einen Namen.
Eines der drei Vierecke hat Beziehungen zu Pythagoras (Quadratsummen), Briefum-
schl&gen, Faltgeometrie und Wegoptimierung im Viereck. Eingebettet in die exemp-
larischen Darstellungen werden allgemeine Gedanken zur Begriffshildung diskutiert.

Drei Fragen und eine Lehrerfrage

Ein erfreuliches und ein weniger erfreuliches Erlebnis haben mich zu dieser
Arbeit veranlasst. Das erfreuliche zuerst: Mir sind in den letzten Monaten
drei vollig unterschiedliche Probleme zugekommen, welche Uberraschen-
derweise alle dasselbe Viereck als Losung haben. Unerfreulich: Das Vier-
eck fehlt im Kanon des Hauses der Vierecke [1].

Die drei Fragen:
Briefumschlage
Welche Vierecke kénnen zu einem Briefumschlag gefaltet werden?

Sicher geht es mit einem Rhombus (Abb. 1). Geht es auch mit anderen
Vierecken?

SR

Abb. 1: Briefumschlag

Schwarz gleich Weil3?

Wir setzen den Seiten eines Viereckes Quadrate an (Abb. 2a). Bei welchen
Vierecken ist die alternierende Summe der Quadratflachen null?

Das Rechteck ist ein Gegenbeispiel (Abb. 2b).
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b)
Abb. 2: Schwarz = Weil3?

Optimale Wegenetze

Die Abbildung 3 zeigt Wegenetze in zwei verschiedenen Topologien. Die
Wegenetze sind lokal optimal, das heilt im Vergleich mit anderen Wege-
netzen derselben Topologie ist die Gesamtlange der Wege minimal.

Welche der beiden Topologien fuhrt global zur besten Lésung? Bei welchen
Vierecken fuhren die beiden Topologien zu gleich guten Lésungen?

b)

Abb. 3: Optimale Wegenetze

Wir gehen bei dieser Wegoptimierung von der naiven Annahme aus, dass
der Ausbaustandard unabhangig vom Verkehrsaufkommen ist. In der Reali-
tat muss allerdings das Verbindungsstiick zwischen den beiden Verzwei-
gungspunkten mehr Verkehr verkraften. Es braucht daher einen besseren,
also teureren Ausbaustandard. Daher wird es sinnvoll sein, dieses Verbin-
dungsstiick zu verkirzen auf Kosten der Zubringer zu den vier Eckpunkten.

Die Aufgabe soll auf GauR zuriickgehen. Gaul? war ein Eisenbahnfan. In der
Friihzeit des Eisenbahnwesens war aber das Verkehrsaufkommen so gering,
dass ein Geleis genuigte. Umgekehrt musste ein Geleis gebaut werden, damit
die Ziige rollen konnten. Zu dieser Zeit war also die Optimierung des Bahn-
netzes unabhéngig vom Ausbaustandard sinnvoll.
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Die Fragestellung berticksichtigt nur die Baukosten, nicht aber die Betriebs-
kosten. Wie misste ein heutiges Straennetz gebaut werden, damit der
Energieverbrauch im Betrieb minimal wird?

Eine Lehrerfrage

Bei einer Lehrerfrage weil3 der Lehrer die Antwort und stellt eine passende
Frage dazu. In unserem Beispiel: Bei welchen Vierecken sind die Verbin-
dungsstrecken gegenlberliegender Kantenmitten gleich lang (Abb. 4)?
Auch hier ist das Rechteck ein Gegenbeispiel.

aj b
Abb. 4: Gleich lange Mittenlinien?

Begriffssysteme

Das Haus der Vierecke A
Die oben gestellten Fragen

fihren alle zum gleichen / ¢ \
Viereck, das allerdings im

Haus der Vierecke, etwa in 5 Q
[1] (Abb. 5), fehlt. /

Das Haus der Vierecke ist \ '/ \

ein an Schulen verwendetes

Begriffssystem. Dabei wird <>
in der Terminologie wenig \
Riicksicht auf die den Schi-
lerinnen und Schilern ver-
traute Umgangssprache ge-

nommen. Abb. 5: Haus der Vierecke
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Fur die meisten Leute wird der Begriff Viereck mit einem Quadrat assozi-
iert. Bei Rechtecken habe ich dann schon die Sprachschépfung Langeck ge-
hort. Da mehr als 99% aller im Alltag existierenden Vierecke Rechtecke
sind, erubrigt sich im Unterricht eine weiterfilhrende Terminologie. Nie-
mand wird zur Kennzeichnung der Baustelle der Abb. 6 von einem allge-
meinen Viereck reden.

Abb. 6: Baustelle

Vor allem bei rdumlichen Begriffen weicht die Umgangssprache haufig von
der Fachsprache ab. Das liegt vielleicht daran, dass wir hauptséchlich doch
in einer zweidimensionalen Welt leben. Die Schule verstérkt allerdings die-
se Sicht: Was sich nicht am linken Rand lochen und in den Ringhefter ein-
fligen lasst, fehlt auch in den Lehrplénen. Inuktitut, die Sprache der Inuits
im hohen Norden Kanadas, kennt praktisch keine raumlichen Begriffe (Poi-
rier 2007). Dort gibt es auch keine Baume. Die Verpackung der Schokolade
in der Abbildung 7 wird in der Umgangssprache als dreieckige Schachtel
bezeichnet, wéhrend die Nomenklatura von 6 Ecken, 9 Kanten und 5 FI&-
chen spricht.

Abb. 7: Dreieckige Schachtel
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Aus Dreikantprismen lassen sich schone Plastiken herstellen (Abb. 8). Der
Hohlraum im Kern dieser Figur ist ein Rhombendodekaeder.

Abb. 8: Plastik

Wie ist es nun mit Begriffssystemen in anderen Fachern?
Carl von Linné: Systema naturae

Noch heute bin ich traumatisiert von Pflanzenbestimmungsibungen im Bio-
logie-Unterricht. Da hatte man eine ganze Kaskade von dichotomischen
Fragen zu beantworten, und wenn man bei einer Frage falsch aufgleiste,
landete man bei der Kokosnuss statt bei der Kartoffel. Seither kann ich es
wenigstens nachfiihlen, wenn Studierende von ihrem Mathe-Trauma erzéh-
len. Auch beim Begriffssystem aus der Botanik gibt es Widerspriiche zi-
schen Umgangssprache und fachwissenschaftlicher Sprache. Das bekann-
teste Marchen des deutschen Kulturgutes, das Dornréschen, misste eigent-
lich Stachelrdschen heillen, dafiir missten die Stachelbeeren im Garten als
Dornbeeren bezeichnet werden.

Mendelejew: Periodensystem

Die Tafel des Periodensystems, das in jedem Chemie-Schulzimmer héngt,
zeigt ein Begriffssystem, das bei seiner Entstehung noch weille Lécher auf-
wies. Das war dann Herausforderung fur die Chemiker, diese Locher zu fil-
len.
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|UC Notation: Bandornamente

Die Abbildung 9 zeigt eine schematische Darstellung der sieben Symmet-
rieklassen der Bandornamente mit der Notation der internationalen kris-
tallografischen Union (1UC).

w FFFF

(FAFXFIV XYL
m  FEFE SRS
- EEEE
- AAAAN JEIEER
= NNNN
s AV AV
e HHHH

Abb. 9: Bandornamente

Erfahrungen im Unterricht: Bei Gruppenarbeiten tber das Thema der Klas-
sifizierung der Bandornamente zeigten sich zwei diametral verschiedene
Herangehensweisen. Die einen Gruppen entschlossen sich zum Sammeln
und Sichten. Diese Gruppen liefen Gefahr, sich zu (iberzéhlen, indem sie zu
viele Klassen erhielten. Die anderen Gruppen studierten zunéchst die ele-
mentaren Symmetrien bei einem Band und kombinierten dann diese Sym-
metrien. Gelegentlich ging eine Kombination verloren.

Nach vorliegender Systematik stellte eine Studentin die Frage, wie man die-
se Bénder als Scherenschnitt realisieren kann. Es stellte sich heraus, dass
das einfachste Band, ndmlich p1 mit ausschlieBlich Translationssymmetrie,
am schwierigsten als Scherenschnitt herzustellen ist. Das liegt daran, dass
die Scherenschnitttechnik mit Falten und Schneiden, also mit Axialsymmet-
rie, arbeitet.
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Lernzieltaxonometrie

Die Abbildung 10 zeigt ein Musterbeispiel einer schlechten Vortrags-Folie.

Klassische Begriffssysteme
Benjamin Samuel Bloom: Lernzieltaxonometrie

- Kognitive Ziele
1. Wissen
2. Verstehen
3. Anwenden
4. Analyse
5. Synthese
6. Evaluation

- Affektive Ziel

1. Auf er

le

Beachten

4. Strukturierter Aufbau eines Wertesystems
5. Erfllt sein durch einen Wert oder eine Wertstruktur

- Psychomotorische Ziele

1. Imitation
2. Manipulation

3. Prazision

4. Handlungsgliederung
5. Naturalisierung

Abb. 10: Vortragsfolie

Eine Uberfrachtete Item-Litanei, so klein geschrieben, dass der Text kaum
mehr lesbar ist. Gravierender sind die Folgen: Auf der Basis solcher Listen
geraten die didaktischen Epigonen vom Hundertsten ins Tausendste und er-
stellen Fragebogen fur die Evaluation von Lehrpersonen und ihren Unter-
richt. Dabei téte not, sich auf wenige wesentliche Punkte zu konzentrieren.

Begriffssysteme im Unterricht

Ich stellte Lehrpersonen in Biologie oder Chemie die Gretchenfrage: Wie
haltst du es mit Begriffssystemen? Die Reaktion war zundchst in betretenes
Schweigen oder die ausweichende Antwort: Das ist eine gute Frage.

Begriffssysteme sollen erst eingefiihrt werden, wenn sie sich von der Sache
her aufdrdngen. Wenn eine Schiilerin oder ein Schiler bei einer eigenen Ar-
beit die Ubersicht zu verlieren droht, ist sie oder er dankbar um ein Be-
griffssystem und weil dessen Sinn zu schétzen.

Begriffssysteme kdnnen einschrankend sein. Unser Haus der Vierecke ist
unvollstdndig und kann bei systemtreuen Menschen hemmend wirken. Wir
kennen ja alle das Fragebogenproblem: Wenn ich einen Fragebogen ausfiil-
len soll, fahle ich mich immer unbehaglich, weil es keine Fragen zu meinen
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Antworten gibt. Bei einem Fragebogen geht der Informationsfluss in der
falschen Richtung: Ich erfahre viel (iber die Geistesart der Institution oder
der Person, welche den Fragebogen verfasst hat. Diese wiederum erfahrt
wenig oder nichts Uber meine Gedanken.

Der Schiefe Schnitt

Ein Begriffssystem enthalt immer auch eine normative und sogar wertende
Komponente. Wir sehen das am Beispiel des so genannten Goldenen
Schnittes (Abb. 11). Uber den Goldenen Schnitt siehe (Walser 2013).

Abb. 11: Der Goldene Schnitt

Die Bezeichnung Goldener Schnitt ist ein Marketing-Gag ersten Ranges.
Sie wurde zwar erst 1835 von Martin Ohm (1792-1872) verwendet, aber
schon vorher gab es Bezeichnungen aus der hochsten Etage, etwa divina
proporzione. Wohltuend abweichend ist die sachliche Bezeichnung Euklids:
Stetige Teilung (Euklid 1973, S. 111, VI. Buch, Definitionen). Durchaus
sachgem&l ware die Bezeichnung Schiefer Schnitt. Das Teilverhéltnis ist
unschén und asymmetrisch. Die Teilung einer Erbschaft in diesem Verhélt-
nis wirde als ungerecht empfunden. Das Verhéltnis ist irrational, historisch
gesehen sogar der Prototyp eines irrationalen Verhaltnisses, und wider-
spricht dem pythagoreischen Harmoniebeddirfnis.

Das Viereck

Zurtick zu unseren Vierecken

Mittenlinien

Die Seitenmitten eines Viere-
ckes bilden ein Parallelo-
gramm, dessen Seiten zu den
Viereckdiagonalen  parallel
sind. Dies kann mit Strah-
lensétzen gezeigt werden. Abb. 12: Orthogonale Diagonalen

Wenn nun die Verbindungslinien gegeniberliegender Seitenmitten gleich
lang sind, ist das Parallelogramm speziell ein Rechteck (Abb. 12a). Die
Viereckdiagonalen sind dann orthogonal (Abb. 12b).

a) b)
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Das Viereck mit orthogonalen Diagonalen wird im Haus der Vierecke [1]
nicht genannt. Zwar gehdren das Quadrat, der Rhombus und das Drachen-
viereck dazu, aber dann versandet die Spur. Das Viereck mit orthogonalen
Diagonalen hat keine Symmetrie.

Es 16st aber unsere aufgeworfenen Fragen.

Briefumschlag

Wir koénnen die Ecken des Vierecks zum Diagonalenschnittpunkt einfalten
und erhalten einen Briefumschlag (Abb. 13).

ALl

Abb. 13: Briefumschlag

Allerdings kénnen wir auch ein Rechteck, zum Beispiel ein DIN A4-Papier,
zu einem Briefumschlag falten (Abb. 14). Dabei kommen aber nicht alle
vier Papierecken im selben Punkt zusammen.

VeV Vel <

Abb. 14: Briefumschlag aus einem DIN-Rechteck

Die Abbildung 15 zeigt den Konstruktionsweg fiir die Abbildung 14 mit ei-
nem Thaleskreis Uber der langen Mittelparallele des Rechtecks.

Das sich aus dem DIN-Rechteck erge-
bende Briefumschlag-Rechteck ist ein so
genanntes Silbernes Rechteck. Es hat die
Eigenschaft, dass man zwei Quadrate
abschneiden kann und dann ein &hnli-
ches Restrechteck Ubrig bleibt.

Abb. 15: Konstruktionsweg
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Alternierende Quadratsumme

Wenn die Diagonalen orthogonal sind,
gibt es im Innern des Viereckes vier
rechtwinklige Dreiecke (Abb. 16).

Nun kénnen wir alternierend die Py-
thagorasformel fir diese rechtwinkli-
gen Dreiecke anwenden. An den Ka-
theten im Innern des Vierecks neutrali-
sieren sich die Quadratflachen. Daher
ist auch die alternierende Flachen-
summe der AuRenquadrate null.

Optimale Wegenetze

Fur die Behandlung der optimalen
Wegenetze missen wir etwas ausho-
len. Wir beginnen mit einem subopti-
malen Wegenetz gemall Abbildung 17.
Nun drehen wir links und rechts ein
Teildreieck um 60° heraus (Abb. 18)
und verbinden die Verzweigungspunk-
te mit den jeweiligen herausgedrehten
Bildpunkten.

60°

Abb. 16: Alternierende Quadratsumme

Abb. 17: Suboptimales Wegenetz

60°

Abb. 18: Herausdrehen von Teildreiecken

Der Streckenzug von ganz links nach ganz rechts ist gleich lang wie das
Wegenetz. Die Endpunkte ganz links und ganz rechts sind aber vom Wege-
netz unabhéngig, sie ergeben sich durch Ansetzen eines gleichseitigen Drei-
eckes an die beiden Viereckseiten links und rechts. Die minimal mégliche
Wegelénge ist also gleich lang wie die Verbindungsstrecke dieser beiden

Endpunkte (Abb. 19).
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60°

Abb. 19: Minimale Wegelénge

Das optimale Wegenetz mit der minimalen Gesamtlange finden wir schliel3-
lich durch Einzeichnen der Umkreise der beiden gleichseitigen Dreiecke

(Abb. 20). Dies kann mit

dem Umfangwinkelsatz gezeigt werden.

4>

Abb. 20: Optimales Wegenetz

Die Frage, bei welchen Vierecken die beiden Topologien zu gleich langen
optimalen Wegenetzen fiihren, kann nun so formuliert werden: Wir setzen
an den Seiten eines Viereckes gleichseitige Dreiecke auf und verbinden die
Aulenecken gegeniiberliegender Dreiecke. Bei welchen Vierecken sind die
beiden Verbindungslinien gleich lang?

Wir kénnen das Problem
noch etwas verallgemei-
nern, indem wir die
gleichseitigen Dreiecke
durch &hnliche gleich-
schenklige Dreiecke mit
dem Basiswinkel ¢ er-
setzen (Abb. 21).

Eine vektorfreie Darstel-
lung findet sich in (Haag
2003).

Abb. 21: Ansetzen gleichschenkliger Dreiecke
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Die Frage ist nun: Fir welche Vierecke ist |g| = |ﬁ|? Mit umfangreicher
Rechnung finden wir gleich zwei schéne Formeln:
g -k = S (an’(p) - D2éf
2gh ~(tan?(p) — 1)(&% - f?)
Die Formeln sind dual. Die erste Formel 1&st unsere Frage: Die beiden Vek-

toren g und h sind genau dann gleich lang, wenn die Diagonalvektoren des
Viereckes orthogonal stehen. Allerdings muss dabei ¢ # +45° vorausge-

setzt werden, damit uns der Faktor %(tanz((p) — 1) keinen Streich spielt.

Die Abbildung 22 illustriert die Situation an einem Beispiel.

Abb. 22: Schwarz = Weil}

Es ist Schwarz = Weil3, und das gilt sowohl fir die Flachensummen der
aufgesetzten gleichschenkligen Dreiecke wie auch fir die L&ngen der Ver-
bindungsstrecken der AulRenecken.

Die zweite Formel, also 2Gh = %(tanz(qo) — 1)(& - f?), fiihrt zu einem

neuen Viereck, das ebenfalls im Haus der Vierecke [1] nicht benannt ist:
Viereck mit gleich langen Diagonalen (Abb. 23).
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Sy

Abb. 23: Viereck mit gleich langen Diagonalen

In einem Viereck mit gleich langen Diagonalen sind insbesondere die Ver-
bindungslinien gegentberliegender Seitenmitten (Abb. 23b) orthogonal.
Das Seitenmittenparallelogramm ist also ein Rhombus.

Fir ¢ # +45° konnen unsere beiden Formeln in eine Formel umgeschrie-
ben werden:

(€* - F*)(g* - 1*) = 4(ef)(gh)
Es bleibt nun noch der Fall ¢ = +45° zu betrachten. Wir setzen bei einem
beliebigen Viereck zum Beispiel nach aufRen gleichschenklig rechtwinklige

Dreiecke auf (Abb. 24). Dann sind die Verbindungslinien der Auflenecken
sowohl gleich lang wie auch orthogonal.

Abb. 24: Halbe Quadrate aufsetzen

Die vier AuBenecken bilden also ein Viereck mit gleich langen und ortho-
gonalen Diagonalen. Auch dieses Viereck fehlt im Haus der Vierecke [1].
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Lassen wir doch die Vierecke mit orthogonalen Diagonalen und die Vier-
ecke mit gleich langen Diagonalen auch im Haus der Vierecke wohnen!

Die Abbildung 25 schlieRlich ist eine Paraphrase der Abbildung 24.

Abb. 25: Die schwarzen Verbindungsstrecken sind gleich lang und orthogonal
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Wohin fuhren Ortskurven?

Dorte Haftendorn

Zusammenfassung. Ortskurven kénnen mit den starken Mdglichkeiten heutiger Ma-
thematik-Werkzeuge einfach erstellt und erkundet werden. Sie ermdglichen eigenes
Handeln der Lernenden. Reflexionen an Geraden und Parabeln bieten schon reich-
haltige Erfahrungen und fiihren zu neuen Begriffsbildungen. Nicht nur Kegelschnit-
te, auch hohere algebraische und transzendente Kurven und ihre Eigenschaften las-
sen sich in vielfaltigen Zusammenhangen entdecken. Viele mathematisch relevante
Handlungsweisen und Begriffe ergeben sich ,,wie von selbst”. Und das alles unter-
stiitzt mathematisch sinnvolle Argumentation. Ortskurven bereichern die Mathema-
tiklehre.

Grundlegendes zu Ortskurven

Ortskurven — auch Ortslinien genannt — werden von den Dynamischen Ma-
thematik-Systemen (GeoGebra, Cinderella u.a.) in einer Lehr- und Lernsi-
tuation zunéchst langsam punktweise erzeugt. Ein steuernder Punkt steht in
geometrischem oder funktionalem Zusammenhang mit einem zweiten
Punkt, fur dessen ,,Weg* — die Ortskurve — man sich interessiert. Bei dieser
Bewegung kdénnen die Lernenden die Fragestellung durchdringen und auch
Vorhersagen Uber die Form der Ortskurve bestatigen oder widerlegen. Erst
dann lasst man das System die ganze Ortskurve anzeigen. Sie wird intern
als Spline aus allen im gewéhlten Fenster moglichen Stellungen berechnet,
hat also keine algebraische oder funktionale Repréasentation. Neuerdings
gibt es Programme, die dieses leisten (Schumann 2013), sie mochte ich
nicht berticksichtigen.

Fur die Lehre ist wichtig, dass diese Ortskurven auf weitere Veranderungen
der geometrischen Konstellation mit Forménderungen reagieren. Dadurch
entsteht eine gewisse Verallgemeinerung und damit eine zweite Stufe des
Verstehens. Meist l&sst sich dann in mathematischem Diskurs mit den Ler-
nenden eine Klassifizierung der im gegebenen Kontext méglichen Kurven
vornehmen.

NaturgemaR kann in einem Vortrag dieses Vorgehen sinnfallig verdeutlicht
werden. Schwieriger ist dies in der hier vorliegenden Verschriftlichung. Die
gezeigten Bilder sind also alle ,,dynamisch* zu lesen.
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Reflexionen regen Strategien und Begriffe an

Das folgende Beispiel ist allgemein bekannt. Es hat verschiedene Einklei-
dungen, z.B. auch die rein physikalische als Lichtweg. Es dient sowohl der
Begriindung der Reflexion als auch der VVorbereitung der néchsten Schritte.

Geraden und die Feuerwehr

Die Feuerwehr, die in der Prérie einen Brand l6schen soll und dazu vorher
Wasser am Fluss holen muss, ist wenig realistisch, bietet aber gerade darum
einen Schritt in die abstrahierende Welt der Mathematik.

Feuerwehr 10

Weg

: ]
@ Feuer' 0 ‘A'
] 0 2 4

Abb. 1: Feuerwehrbeispiel mit Losung und Ortskurve fir die Wegléange

Zuerst sind nur die Feuerwehr und ein Weg zu dem Feuer zu sehen, dessen
Lange rechts als Ordinate dargestellt ist. Erst in der experimentell durch
Ziehen an A (gekoppelt mit A‘) gefundenen optimalen Lage kann die Idee,
das Feuer zu spiegeln, entstehen. Gerade dieser Schritt, der dann auch den
Beweis ergibt, hebt das Beispiel aus den iblichen Extremwertaufgaben her-
aus und fihrt im néchsten Beispiel weiter.

Parabelreflexion fihrt zu einem neuen Begriff

Abb. 2 ist als Schnitt durch eine innen verspiegelte Paraboloidflache aufzu-
fassen. Parabeltangenten werden intuitiv vom DMS (ibernommen. Ein ach-
senparallel einfallender Strahl wird am Einfallslot gespiegelt und bis zum
zweiten Auftreffen auf die Parabel gezeichnet. Die reflektierte Parabelsehne
zeichnet ihre Spur, wenn man an P zieht. Dabei erkennt man auf der Para-
belachse einen Punkt, durch den alle Strahlen verlaufen, er wird Brennpunkt
F genannt. Punkt F entspricht dem Feuer im vorigen Problem. Fiir alle Feu-
erwehrstellungen verlduft der reflektierte Strahl durch den Ort des Feuers.
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Dort hat das Spiegeln von F zur allgemeinen Lésung und vertieftem Ver-
stdndnis gefuhrt, daher wird hier nun auch F gespiegelt. Die Rolle des Flus-
ses spielt die Tangente.

Abb. 2: Parabelreflexion fiihrt zur Leitgeraden der Parabel

Zieht man nun an P, so wandert F*. Die Ortslinie von F* ist eine zur x-

Achse parallele Gerade. Nennt man den Abstand, den F von dieser Geraden

hat, p, dann gilt fur alle Punkte P der Parabel nach dem Héhensatz fiir das
. . . x )2 p x?

rechts ganz weil} gebliebene Dreieck (E) = y-E, also y = ﬁ Ist man

von einer Parabel y=a-x2 ausgegangen, so ist nun p :% und Brenn-

punkt und Leitgerade sind als neue Begriffe entdeckt.

Apollonius hat umgekehrt die Parabel als den geometrischen Ort aller
Punkte definiert, die von einem festen Punkt denselben Abstand wie von ei-
ner Geraden haben. Eine entsprechende Realisierung im DMS lieRe dann
die Parabel als Ortskurve von P erscheinen, wenn man Q = F* auf einer Ge-
raden zieht.

Strategien werden an Ellipsen und Hyperbeln fruchtbar
Ellipsen definieren und ihre Tangenten finden

Ellipsen gehdren ja schon lange nicht mehr zum schulmathematischen
Standard. Damit sich das je wieder &ndern kann, haben die Universitaten die
Verpflichtung, wenigstens den Lehramtsstudierenden Grundwissen zu Ke-
gelschnitten nahezubringen. Vielleicht sollte man auch deren Potenzial fir
das Lernen von reichhaltiger Mathematik besser wirdigen.

169



Wohin fiihren Ortskurven?

* Mebenscheitelkrels *  Mebenscheitelkreis
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Abb. 3: Ellipse und ihre Tangente aus gestauchtem Kreis gewinnen

Definiert man die Ellipse als affines (hier: achsenparallel gestauchtes) Bild
eines Kreises, so ergibt sie sich aus Hauptscheitelkreis und Nebenscheitel-
kreis als Ortskurve. Auch die Tangente kann man hieraus konstruieren. Ein
DMS hat aber auch direkte Befehle dafur.

Erkundung der Reflexion an Ellipsen

Mancher hat von Brennpunkten der Ellipse wohl schon etwas gehort, viel-
leicht beim Keplerschen Gesetz. Es ist daher naheliegend, Strahlen von ei-
nem ,,Brennpunkt® starten zu lassen. Sie missten dann aus Symmetriegrin-
den durch den anderen Brennpunkt verlaufen. Die Lage der Brennpunkte
kann man nun im DMS experimentell finden.

Dazu setzt man ein F erstmal irgendwo auf die Hauptachse und sieht sich
an, wie die Strahlen reflektiert werden. Das ist nicht tbersichtlich (Abb. 4
a). F und der zweite Brennpunkt G liegen sicher symmetrisch zur Neben-
achse. Nun zieht man an F so, dass der reflektierte Strahl genau durch G
verlauft (Abb. 4 b). Es zeigt sich, dass F und G in dieser Lage zu Recht
Brennpunkte heiRen.

Abb. 4: Ellipsenreflexion fiihrt zum Leitkreis der Ellipse

Weiterfiihrung bei Ellipsen wie bei Parabeln

In Abb. 4 c) ist nun das Vorgehen von der Parabel (ibertragen. G wird zu G*
an der Tangente gespiegelt. Die Ortskurve von G* ist ein Bogen und nicht
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eine Gerade wie im vorigen Beispiel. Ist dieser Bogen vielleicht ein Kreis-
bogen? Bei Ellipsen hat jeder Ellipsenpunkt P zu den Brennpunkten diesel-

be Entfernungssumme. Aus der Konstanz der Streckensumme FP+PG

folgt wegen PG = PG' die Konstanz von FP +PG'=r . Diese Strecke ist
also der Radius eines Kreises um F. Die Ortskurve von G* ist also tatsach-
lich ein Kreis, er heifl’t Leitkreis.

Wieder kann man auch umgekehrt mit einem Punkt Q auf einem Kreis um F
und einem Punkt G auf seinem Durchmesser eine Ellipse konstruieren
(Abb. 5 a): Die Mittelsenkrechte von Strecke GQ schneidet den Radius FQ
in P,. Die Ortskurve von Py ist eine Ellipse. Dieses ist die Leitkreiskonstruk-
tion der Ellipse.

Bei der Leitkreiskonstruktion erscheinen unvermutet Hyperbeln

Zieht man G auf F, dann ist die Ortskurve von P, ein Kreis mit dem halbem
Radius des Leitkreises. Liegt G auf B, entartet die Ortskurve zu einem ein-
zigen Punkt, ndmlich F. Zieht man aber G nach rechts tber den Leitkreis
hinaus, so liegt P auf dem Strahl FQ und als Ortskurven erscheinen Hyper-
beln. Ersichtlich ist nun die Entfernungsdifferenz von P zu den zwei festen
Punkten F und G konstant, ndmlich der Radius des Leitkreises. (Abb. 6 b).

Abb. 5: Leitkreiskonstruktion: Ellipse, Hyperbel

Reflexion an Hyperbeln

Abb. 5 b) zeigt im Grunde schon den Verlauf der Strahlen. Abb. 6 zeigt die
Reflexion von Strahlen, die von einem Brennpunkt ausgehen. Sie werden an
der Hyperbel so reflektiert, als kdmen sie von dem anderen Brennpunkt.
Dabei muss man sich bei Abb. 6 b) den rechten Hyperbelast wegdenken.
Der andere Brennpunkt wird zum virtuellen Strahlenzentrum. Diese Kons-
tellation findet Anwendung in astronomischen Geréten.

171



Wohin fiihren Ortskurven?

Abb. 6: Reflexion an der Hyperbel

Strahlengang im Rontgen-Teleskop

Durch Kombinationen von Paraboloid- oder Ellipsoidspiegeln und Hyper-
boloidspiegeln kann man in Teleskopen und Mikroskopen Brennweiten ver-
langern und verkurzen.

Abb. 7: Rontgen-Teleskop, Wolter-Optik Typ |

In Abb. 7 sind eine Parabel und eine Hyperbel zu sehen, die man sich um
die x-Achse rotiert als Korper vorstellen muss. Links haben sie einen ge-
meinsamen Brennpunkt. Von rechts parallel einfallende Strahlen werden
zuerst an dem Parabelspiegel zu diesem Brennpunkt hin reflektiert, dann
aber von dem Hyperbelspiegel zu dem anderen Brennpunkt der Hyperbel
geleitet. In der technischen Realisierung werden mehrere solche Spiegelpaa-
re ineinander geschachtelt. (Last (2013))

Der Strahlengang ist hier als Spur der entsprechenden Strahlen und Strecken
in einfacher Weise verdeutlicht. Die konfokalen Kegelschnitte sind mit ihrer
impliziten Gleichung in GeoGebra gezeichnet.
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Namensgeheimnis der Kegelschnitte

Dass die Kegelschnitte als Schnittkurven beim Schneiden eines Doppelke-
gels erscheinen, wundert — zumindest sprachlich — niemanden. Gleichwohl
muss dies bewiesen werden. Man kann bekanntlich mathematische Objekte
nur in einem Kontext definieren, in anderen Kontexten - die mitunter auch
fiir eine Definition gut sind - miissen dann Eigenschaften bewiesen werden.
Zum Beispiel ist die Fadenkonstruktion zu beweisen, wenn die Ellipse als
Kreisstauchung definiert wird. Diese Beweise sind im Skriptum durchge-
fuhrt (Haftendorn 1996-2013, Bereich Kurven — Kurvenheft). Gerade in
diesem anschaulichen und dennoch mathematisch strengen Gebiet kann
man Lernenden, insbesondere Lehramtsstudierenden, gut eine Einsicht in
den Theorieaufbau eines mathematischen Themenfeldes ermdglichen.

Die speziellen Namen Hyperbel, Parabel, Ellipse, haben — wie zu erwar-
ten — auch einen mathematischen Hintergrund (Schupp (1988) S.14). Es
geht dabei um den Flachenvergleich von Sperrungsrechteck und Ordinaten-
quadrat.

1.5 2 2.5 3 3.5

vrepfoaddsty rapafollev eldeimev

hyperballein paraballein elleipein
tibersteigen gleich sein ermangeln

Abb. 8: Namensgeheimnis Hyperbel, Parabel, Ellipse

An einer Stelle der x-Achse wird aus der Ordinate ein Quadrat gebildet.
Das Sperrungsrechteck ergibt sich aus dem Abstand dieser Stelle zum
Scheitel und dem Doppelten der Ordinate am Brennpunkt. Ersichtlich
»ubersteigt“ in Abb. 8 bei der Hyperbel das Ordinatenquadrat das Sper-
rungsrechteck, bei der Parabel ,sind beide gleich gro“ bei der Ellipse
»mangelt es* dem Ordinatenquadrat an Flache im Vergleich zum Sper-
rungsrechteck.

Diese Eigenschaften ergeben sich am Einfachsten aus der gemeinsamen

Scheitelgleichung der Kegelschnitte y2 =2p x—(l—.sz)x2 . Dabei ist p die
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Ordinate am Brennpunkt. Der Klammerterm ist bei der Hyperbel negativ,
bei der Parabel Null und bei der Ellipse positiv. Diese Gleichung ergibt sich
aus der Leitgeradenkonstruktion der Kegelschnitte (Haftendorn 1996-2013,
Bereich Kurven, Kegelschnitte).

In der Literaturwissenschaft ist eine Parabel eine gleichnishafte Erz&hlung.
Von einem elliptischen Stil spricht man, wenn ein Autor Sétze verkiirzt und
Worte auslasst. Hyperbolisch schreibt er, wenn er im Ausdruck Ubertreibt.

Wege von Herr und Hund: Konchoiden

Konchoide des Nikomedes oder Hundekurve

———————F—

Abb. 9: Hundekurve in der 8. Klasse

Der Umgang mit Kurven sollte im Unterricht zunachst méglichst enaktiv
erfolgen. Bei der Hundekurve geht ,,Herrchen® auf einer geraden StralRe und
hélt seinen ,,Hund" an einer Leine fester Lange. Dieser Hund strebt in je-
dem Moment einem ,,Baum® zu, hier représentiert durch den Kartenstander.
Der Weg des Hundes wird mit einem langen Seil ausgelegt. Die Umsetzung
in ,,Geometrie” an der Tafel geschieht im Klassengesprach, dann hat jeder
Zeit, die Konstruktion punktweise im Heft zu zeichnen. Danach wird die
Konstruktion gemeinsam im Klassengesprach mit einem DMS realisiert.

teine

R Tt R

Abb. 10: Hundekurve im DMS
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Der zweite Ast wurde von den Lernenden (1998) als der Weg von ,Fiffi“,
der Angst vor dem Baum hat, interpretiert. Die drei wesentlichen Formen
ergeben sich experimentell bei Variation der Leinenldnge. Die Erkenntnis
einer solchen mathematischen Systematik ist lehrreich und befriedigt den
Forschungsdrang. Mit der Schlaufe haben die Lernenden kein Problem:
»mathematische Hunde machen das eben so*. Es ist natiirlich wichtig, dass
die Lehrperson nicht so tut, als handele es sich um ein ,,reales* Problem.

Diese Hundekurve heifit auch Konchoide des Nikomedes (um 200 v. Chr.).
Dieser kannte nur den oberen Ast und nannte ihn Muschelkurve. (Schupp
1995, S. 44) Allgemein erhdlt man Konchoiden, wenn ,Herrchen* auf ei-
nem beliebigen Weg wandert. Die Stellung des Baumes und die Leinenlan-
ge sind dann formbestimmende Parameter. Hier tut sich ein weites Erkun-
dungsfeld auf.

Die Kreisstrale ergibt Pascalsche Schnecken

Wenn ,,Herrchen* auf einem Kreis wandert und der Baum auf dem Kreis-
rand steht, ergeben sich Pascalsche Schnecken. Sie sind benannt nach Eti-
enne Pascal (1588-1651), dem Vater von Blaise Pascal. Auch hier (Abb.11)
ergeben sich drei Grundformen, aber kein weiterer Ast.

Abb. 11: Pascalsche Schnecken, Kardioide in der Mitte

Bemerkenswert ist, dass die Konchoiden eine ganz einfache Gleichung ha-
ben, wenn man die Polarkoordinaten des Weges R = R(p) kennt und der

Baum im Ursprung steht: r = r(¢p) = R(¢) £k mit dem Parameter k als Lei-
nenlange.

Das reichhaltige Gebiet der algebraischen Kurven lasst sich in einem Auf-
satz bei Weitem nicht ausloten (siehe Haftendorn 1996-2013).

175



Wohin fiihren Ortskurven?

Reflexionen an Kreisen
Die Nephroide und die Kaffeetasse

Reflexionen und Brechungen an Kreisen lassen sich besonders leicht geo-
metrisch realisieren, da das Einfallslot stets eine Radiusgerade ist. Wenn
sich dabei Strahlen so (berlagern, dass eine helle Hillkurve entsteht, so
heilt diese Kaustik (Brennkurve). Diakaustiken entstehen bei optischen
Linsen. Die bei Reflexionen entstehenden Kurven heilen Katakaustiken.

Variationen zum Thema ,,Reflexion* fiihren somit zu weiteren Begriffsbil-
dungen.

Abb. 12: Paralleles Licht ergibt als Katakaustik die Nephroide

Die Kardiode als Katakaustik

Ist nun eine punktférmige Lichtquelle auf dem Rand des Kreises, so hillen
die reflektierten Strahlen eine apfelformige (herzférmige) Kurve ein.
Handwerklich erhalt man sie im DMS als Spur der reflektierten Strahlen.

x eine

L
f F

Abb. 13: Eine punktférmige Lichtquelle ergibt als Katakaustik die Kardioide
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Wenn nun die Idee ist, es konnte sich um eine Kardioide handeln, ist Klar,
dass dann der Radius des ,Wanderkreises” aus Abb. 11 Mitte dreimal in
den Abstand Lichtquelle-Mittelpunkt passen muss. Tragt man einen derarti-
gen Kreis und die zugehorige Konstruktion eines Punktes P einer Pascal-
schen Schnecke ein (Abb. 13 Mitte), so liegt nahe, P auf den Beriihrpunkt
des reflektierten Strahls zu ziehen. In Abb. 13 rechts sieht man, dass nun
das Einfallslot und die Verbindungsstrecke von P zum Baum B parallel
sind. Dieses lasst sich tatsdchlich mit geometrischer Argumentation fir jede
Stellung beweisen (ausfihrlich in Haftendorn 1996-2013) und die Hullkur-
ve stimmt mit der Ortskurve von P Uberein.

Es zeigt sich hier, dass ein reichhaltiger mathematischer Werkzeugkasten
den Blick auf Mathematik weiten kann. Trivial wird es dadurch nicht.

Weitere Phanomene, in denen Ortskurven helfen

Im Folgenden werden nur noch als Ausblick Themen genannt, bei denen
Ortskurven wesentlich werden.

Gelenkkonstruktionen

Der Inversor von Peaucellier (Abb.14 links) ist ein Gestdnge aus zwei
Schenkeln der Lénge b, die gegenlberliegende Punkte einer Raute mit der
Seitenlédnge a (mit a<b) fassen. Wenn der innere freie Punkt Q der Raute
auf einem Kreis lauft, dann bewegt sich der &ulere freie Punkt P auf einer
Geraden. Damit wird die Kreisbewegung von Q in eine exakt geradlinige
Bewegung von P (bersetzt. Dieses hat in der technischen Mechanik eine
groBRe Bedeutung. Der Beweis erfolgt dadurch, dass mit geometrischen Mit-

teln O_Q-O_szz—a2 nachgewiesen wird. Dieses konstante Produkt be-
schreibt gerade die Inversion am Kreis.

Abb. 14: Gelenkkonstruktionen: Inversor und Ellipsenzirkel
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Der Ellipsenzirkel (Abb. 14 Mitte) ist eine Gelenkkonstruktion, bei der
OQ=QE=c und PE=b ist, wobei Q auf einem Kreis und B auf einer
Geraden durch dessen Mittelpunkt verlduft.

In Abb. 14 rechts ist das Punktsprung-Ph&nomen demonstriert. In GeoGeb-
ra kann man in den erweiterten Einstellungen die ,,Kontinuitat“ AN oder
AUS schalten. Wenn man nicht fiir Kontinuitat sorgt, wird an die halbe EI-
lipse ein Halbkreis angesetzt, denn dann tauschen in den Berechnungen des
Systems O und E ihre Rollen. Der Kreis um E, der P erzeugt, wird zum
Kreis um O. Da sich O nicht bewegt, entsteht links der Halbkreis. Bei
»Kontinuitat” bleibt E Kreismittelpunkt. Die Diskontinuitat ist auch in den
Dynamischen Geometriesystemen (DGS) ZuL und Dynageo zu beobachten.
Das DGS Cinderella (Kortenkamp 1999) ist mathematisch aufwendiger de-
finiert und vermeidet dadurch grundsétzlich das Punktsprung-Phanomen.

Extremwertaufgaben

Als entscheidendes Werkzeug bieten sich Ortskurven bei Extremwertaufga-
ben an. Dies sind Aufgaben, bei denen eine in geometrischem oder analyti-
schem Zusammenhang definierte ,,Zielgrée” optimiert werden soll. Die
Ortskurve, die diese GroRe in einem passenden Koordinatensystem darstellt,
kann erzeugt werden bevor eine Funktionsgleichung im Sinne der Analysis
vorliegt. Mit ihr kann zunéchst interaktiv das Problem erkundet und ver-
standen werden. Die Nebenbedingungen missen in dem Moment auch noch
nicht termmaRig erfasst sein, sie ergeben sich zunéchst durch Abgreifen von
Streckenléngen 0.4. aus dem DGS. Der nachfolgende Unterricht kann dann
eine fundierte rechnerische Behandlung initiieren.

vol=0.1"Volumen
12
% des Zylinders
10
f

o = oW

S

I
12 - K r 2 O
1 Ry ST

Abb. 15: Wasser im Muhlendach, Abstand von einer Funktion, Ausleuchtung eines Bildes

Die in Abb. 15 gezeigten Beispiele stehen prototypisch fur diesen Aufga-
bentyp. Diese und viele weitere Beispiele mit GeoGebra und TI Nspire sind
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auf der Website (Haftendorn 1996-2013) zu finden (Bereiche Analysis/Orts-
linien und Analysis/Extremwertaufgaben).

Polarkoordinaten

Alle graphikfahigen (und CAS-) Taschenrechner ermdglichen einen einfa-
chen Zugriff auf Polarkoordinaten. Das gilt auch fir DMS wie GeoGebra,
Cinderella und andere.

r(z) = 1.5 sin(3 z)

I

Abb. 16: Wurzelspirale und Rosette

GeoGebra u. a. DMS ermdglichen zwei gekoppelte Grafikfenster nebenei-
nander. Hier wird damit die simultane Sicht auf die eigentliche Polardarstel-
lung und eine zughorige kartesische Darstellung vorgeschlagen. Die Polar-
kurve ist darin die Ortskurve eines Punktes P = (r(8),0) , der sich interak-

tiv synchron mit dem Punkt K = (0, r(#)) bewegt. K lauft dabei im kartesi-

schen Koordinatensystem mit den Achsen x und r(x) auf dem Graphen der
Funktion x> r(x) (Haftendorn 1996-2013, Bereich Analysis/Polarkoordi-

naten).
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Fazit: Wohin fuhren Ortskurven?

Zusammenfassend kann man wohl sagen:
1. Ortskurven dienen dem Verstehen.
Sie entschleunigen durch die langsame interaktive Entstehung.
Sie regen das mathematische Argumentieren an.
Sie fiihren zu neuen Begriffsbildungen.
Sie regen rechnerische Methoden an.
Sie erlauben Priifung der Rechnungen.
Sie regen Variieren und Erkunden an.
Sie sind von der Sek.l bis in die Hochschullehre einsetzbar.

© 0o N o g bk 0w

Sie ermdglichen eine reichhaltige Mathematiklehre.
Ortskurven fihren in die wunderbare Welt der Mathematik.

[E
°
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