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ZUSAMMENFASSUNG: Fiir den Mathematikunterricht der letzten Jahrzehnte war
und ist die (oft auch implizit gefiihrte) Diskussion um Fundamentale Ideen von
Mathematik prégend. Impulse erhielt der deutschsprachige Diskurs z. B. durch
die Einfithrung von Informatik als Schulfach (Schwill 1993) oder die Festset-
zung von Bildungsstandards - dort dienen inhaltliche Leitideen und allgemeine
Kompetenzen dem Erwerb vernetzten Wissens (KMK 2003 bzw. KMK 2012).
Im Beitrag werden ein strukturiertes und strukturierendes Modell der Theorie
Fundamentaler Ideen und seine unterrichtspragmatische Reduktion vorgestellt.
Diese Reduktion wird, mit Blick in unterschiedliche Schulbiicher, genutzt, um
Maoglichkeiten zur Vernetzung im Unterricht aufzuzeigen, die sich u. a. auch aus
der Betonung diskreter mathematischer Inhalte im Mathematikunterricht erge-
ben.

1. Einleitung

Wo sollte diskrete Mathematik in der Schule verortet werden? Im Mathematikunter-
richt, im Informatikunterricht oder gar in einem neuen Kontinuierliches und Diskre-
tes versohnendem Fach ,,Mathematik und Informatik*?

Mit dieser Leitfrage der diesjdhrigen Tagung wird ein Themenkomplex aufge-
griffen, der lange Tradition im Arbeitskreis hat. Es geht um die Betonung ver-
netzender Elemente (hier diskreter Inhalte) von Mathematik und Informatik und
deren Verortung und Etablierung im Schulunterricht dieser Facher.

Die vorliegende Arbeit mochte einen Betrag zur Diskussion leisten, indem sie
ausgehend von der Analyse Fundamentaler Ideen der Mathematik und Informa-
tik untersucht, ob und wie reichhaltig Vernetzungen zwischen zentralen Aspek-
ten des Mathematik- und Informatiktreibens durch eine Betonung diskreter
Inhalte ermoglicht werden. !

! Die Diskussion um eine Verkniipfung von Mathematikunterricht und Informatik mittels
der fiir die jeweilige Fachwissenschaft zentral erscheinenden (Fundamentalen) Ideen hat
ebenfalls Tradition im Arbeitskreis. Sowohl 1995 als auch 2005 wurden Tagungsbénde
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Konkreter Untersuchungsgegenstand sind Schulbuchkapitel aus unterschiedli-
chen didaktisch gepragten Epochen (Strukturmathematik und aktuelle ,,Neuer
Aufgabenkultur"), die sich inhaltlich zum einen mit der ,,Teilbarkeitslehre*
(darin integriert der Euklidische Algorithmus) und zum anderen mit Verfahren
zur ndherungsweisen Berechnung von Quadratwurzeln beschiftigen. Als Ver-
gleichskriterium dienen hierbei die Vernetzungsmoglichkeiten, die in den jewei-
ligen Kapiteln (explizit und implizit) angeregt werden.? Zur Analyse der Ver-
netzungsmoglichkeiten dient folgender Vernetzungspentagraph, der eine unter-
richtspragmatische Reduktion einer Theorie Fundamentaler Ideen darstellt (sie-
he (von der Bank 2012)).

Genese

Reprasentationen "Nichtkognitive" Ziele

Inhalte Tatigkeiten
Abb. 1: Vernetzungspentagraph
Ausgehend von einer Analyse historischer und aktueller Fundamentaler Ideen

wird im Folgenden diese Reduktion skizziert und der Vernetzungspentagraph
als didaktische Brille zur vergleichenden Schulbuchanalyse genutzt.

dieser Thematik gewidmet. Im 1995 herausgegebenen Tagungsband ,,Fundamentale
Ideen der Mathematik und Informatik™ ging es um die Herausarbeitung von gemeinsa-
men und unterschiedlichen Fundamentalen Ideen von Mathematik und Informatik. Im
Tagungsband ,,Informatische Ideen im Mathematikunterricht™ von 2005 wurden Ansétze
zur Etablierung Fundamentaler Ideen der Informatik im Mathematikunterricht vorge-
stellt. Darin zeigten beispielweise ANSELM LAMBERT und PIA SELZER, dass (durch den
Einsatz des Computers unumgéngliche) ,,Diskretisierung® eine Schnittstelle von Mathe-
matik und Informatik ist, deren bewusste Thematisierung im Unterricht zur Reflexion
iiber Moglichkeiten und Grenzen des Werkzeugs Computer anregt (Lambert/Selzer 2005,
S. 87-100).

2 Zugrunde liegt dabei ein naiver Vernetzungsbegriff, das heiBt, Knoten eines ebenen
oder auch rdumlichen Graphen sind/werden iiber Kanten verbunden.
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2. Fundamentale Ideen
Ein Ausgangspunkt: JEROME BRUNER

Mit der Veroffentlichung seines Buches ,,The Process of Education” erdffnete
BRUNER 1960 erneut’® eine breite Diskussion um Auswahlkriterien fiir Inhalte
des Schulunterrichts (Bruner 1960). BRUNER forderte darin ,,that school curricu-
la and methods of teaching should be geared to the teaching of fundamental
ideas in whatever subject is being taught™ (Bruner 1960, S. 18). BRUNER misst
diesen ,,fundamental ideas®, die an vielen Textstellen auch als , fundamental
principles* oder ,,basic ideas bezeichnet werden, grole Bedeutung im Lernpro-
zess zu, da sie fiir den ,,nonspecific transfer ndtig sind. Er schreibt, ,,this type
of transfer is at the heart of the educational process — the continual broadening
and deepening of knowledge in terms of basic and general ideas* (Bruner 1960,
S. 17). Um die Anwendbarkeit einer Fundamentalen Idee beim “nicht-
spezifischen Transfer” zu erkennen, muss der Schiiler die ,,Struktur eines The-
mas kennen, denn ,,die Struktur eines Themas lernen, heillt lernen, wie die Din-
ge aufeinander bezogen sind“ (Bruner 1970, S. 22). Es blieb allerdings, trotz
vieler blumiger Beschreibungen der Bezeichner ,,Fundamentale Ideen* und
,Struktur®, offen, welche Bedeutung BRUNER ihnen zuweist.* Die Ausarbeitung
eines konsensfihigen Katalogs Fundamentaler Ideen mochte BRUNER ,,den
fahigsten Geistes- und Naturwissenschaftlern [...] in Zusammenarbeit mit Lehr-
kréaften und Fachleuten fiir die Entwicklungspsychologie des Kindes* {iberlassen
(Bruner 1970, S. 43). Damit prigte BRUNER eine bis heute andauernde For-
schungsdebatte, die sich mit dem Auffinden und Beschreiben dieser ,,Funda-
mentalen Ideen* befasst.

3 Debatten um zentral erscheinende Aspekte von Mathematik und deren Nutzung als
Leitlinien beim Unterrichten gab es selbstverstandlich schon vor Bruner. Vgl. dazu bei-
spielsweise (Fithrer 1997, S. 83).
4 Dem gesamten Artikel liegt die Unterscheidung von ,Begriff* und ,,Bezeichner* (des
Begriffs) sowie den Relationen ,,Bezeichnung® (bei der einem gegebenen Begriff ein
Bezeichner zugeordnet wird) und ,,.Bedeutung® (wobei einem Bezeichner ein Begriff
zugewiesen wird), nach (Lambert 2003) bzw. (Lambert 2011) zugrunde. Zudem ist bei
der Entwicklung des Begriffs ,,Fundamentale Idee* eine Unterscheidung zwischen ,,pro-
totypischer* und ,,logischer* Begriffsbildung sinnvoll (s. u.).
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Weiterentwicklungen mathematischer und informatischer Ideen

Einen Uberblick zur Forschungsliteratur in Mathematik und Informatik gibt die
folgende Auflistung.

Universelle Ideen

Leitideen

Fundamentale Ideen

VOLLRATH (1978)

TiETZE/KLIKA/WOLPERS

(1979, 2000, 2003)
KMK (2003)

SCHREIBER (seit 1979)
BENDER/SCHREIBER
(1985)
TieTzE/KLIKA/WOLPERS
(1979, 2001, 2003)

BRUNER (1970)
HEITELE (1976)
FISCHER (1978)
SCHWEIGER (seit 1982)
DORFLER (1984)

KNOB (1989)

ScHWILL (seit 1993)
BAUMANN (1996)
HISCHER (seit 1998)
HUMMENBERGER/REICHEL
(2000)
VOLLRATH (2001)

Zentrale Ideen

SCHREIBER (seit 1979)
BENDER/SCHREIBER
(1985)

HEYMANN (1995)

VOHNS (seit 2000)

FUHRER (1997)

KunTZE (2012)

Abb. 2: Synonyme(?) fiir den Begriff ,,Fundamentale Idee* in der deutschsprachigen Literatur

Exemplarisch werden nun die fiir die Mathematikdidaktik zu Urtheorien gewor-
denen Ansdtze von ALFRED SCHREIBER in Zusammenarbeit mit PETER BENDER
(Bender/Schreiber 1985)° und FRITZ SCHWEIGER (Schweiger 1992, Schweiger
2006)° sowie die Arbeit von WILLIBALD DORFLER (Dérfler 1984) fiir die Infor-
matikdidaktik vorgestellt.”

5 Auf die Vorarbeiten von SCHREIBER (Schreiber 1979 und Schreiber 1983) wird hier
nicht gesondert eingegangen, da diese in der Zusammenarbeit mit BENDER enthalten sind
und in der ,,Operativen Genese der Geometrie“ (Bender/Schreiber 1985) weiter ausge-
schirft wurden. Zudem findet sich dort eine erste Anwendung des Konzepts ,,Fundamen-
taler Ideen auf einen Teilbereich der Mathematik (vgl. Bender/Schreiber 1985, S. 199-
207).
¢ SCHWEIGER beschéiftigt sich, wie auch SCHREIBER seit den 1980ern intensiv mit der
Theorie Fundamentaler Ideen (Schweiger 1982, Schweiger 1988). In (Schweiger 1992)
sind diese frithen Arbeiten erneut thematisiert, daher wird hier nicht gesondert aus diese
eingegangen.
7 Fiir eine ausfiihrliche Diskussion der genannten Forschungsansitze vgl. (von der Bank
2012).
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BENDER und SCHREIBER definieren ,,Universelle Ideen® als ,,Schemata® im
Sinne ERICH WITTMANNS (Schreiber 1979, S. 167) und konkretisieren sie als

wichtige Methoden, Beweisideen, Theoreme, Begriffskonstruktionen etc. [...] deren
Universalitdt nicht blo auf hiufiger, sondern auf vielseitiger fruchtbarer Anwen-
dung in unterschiedlichen Teildisziplinen beruht. Insbesondere sind universelle
Ideen ihrerseits nicht wiederum als Fundament der Mathematik aufzufassen, sie sind
vielmehr begrifflich noch nicht scharf umgrenzte Anhaltspunkte der eigentlichen
mathematischen Theoriebildung. Sie haben zwar oft in einer Theorie prézisierte Ent-
sprechungen, gehdren aber urspriinglich einem vorwissenschaftlichen (nicht: unwis-
senschaftlichen) Denken an. Dabei stiften sie Ordnung in der internen Struktur des
Faches und seinen Beziehungen zur Umwelt; noch wichtiger ist ihre ordnende Funk-
tion beim Eindringen in diese Struktur und beim ErschlieBen der Umwelt. Univer-
selle Ideen zeichnen sich also aus durch

e Weite (,,logische” Allgemeinheit),
o Fiille (vielfiltige Anwendbarkeit in Teildisziplinen),

e Sinn (Verankerung im Alltagsdenken).
(Bender/Schreiber 1985, S. 199)

Bei ihren Uberlegungen steht zum einen das Mathematikbetreiben, also der
Prozesscharakter von Mathematik, im Vordergrund. Zum anderen betonen die
Autoren mit der ordnenden Funktion Universeller Ideen deren Wirksamkeit auf
einer Meta-Ebene im Denken des Lernenden. Die aufgestellten Kriterien fiir
Universelle Ideen stellen sicher, dass die Ideen nicht isoliert nebeneinanderste-
hen, sondern innermathematische Vernetzungen (,,Weite®, ,,Fiille”) und Vernet-
zungen zwischen Mathematik und Wirklichkeit (,,Sinn‘) zulassen.

Ein zweiter, ebenfalls bis heute wegweisender Ansatz, stammt von SCHWEIGER.
Wihrend die Uberlegungen von BENDER und SCHREIBER ganz im Sinne
BRUNERS von der Mathematik aus gedacht sind, fokussiert SCHWEIGER mit
seinem Kriterien-Katalog schon eher den Mathematikunterricht, da er Funda-
mentale Ideen als ein Mittel zur Strukturierung von Curricula sieht (s. u.). Auch
bei ihm steht das Mathematiktreiben im Vordergrund. SCHWEIGER iibernimmt
den Bezeichner ,,Fundamentale Idee von BRUNER und definiert:

8 Um aufgekommenen verfilschenden Interpretationen zu begegnen, lehnen BENDER und
SCHREIBER den Bezeichner ,,fundamental ab und sprechen stattdessen von ,,Universellen
Ideen® (Schreiber 1979, S. 166).
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Eine fundamentale Idee ist ein Biindel von Handlungen, Strategien oder Techniken,
die

1. in der historischen Entwicklung der Mathematik aufzeigbar sind,

2. tragfahig erscheinen, curriculare Entwiirfe vertikal zu gliedern,

als Ideen zur Frage, was ist Mathematik {iberhaupt, zum Sprechen
iiber Mathematik, geeignet erscheinen,

4.  den Mathematikunterricht beweglicher und zugleich durchsichti-
ger machen konnen,

5. in Sprache und Denken des Alltags einen korrespondierenden
sprachlichen oder handlungsméfigen Archetyp besitzen.

(Schweiger 1992, S. 207)

Wie bei BENDER und SCHREIBER sollen auch bei SCHWEIGER Fundamentale
Ideen innermathematische Vernetzungen (Punkte 2. und 4.) und Vernetzungen
zwischen Mathematik und Wirklichkeit (Punkt 5.) ermoglichen. Die Forderung
nach Vernetzung von mathematischen Inhalten und deren historischer Genese
(Punkt 1.) stellt eine Neuerung dar. Punkte 3. und 4. weisen wieder auf die me-
ta-mathematische Bedeutung Fundamentaler Ideen hin.

HORST HISCHER strukturierte den Kriterien-Katalog SCHWEIGERs weiter, indem
er die genannten Kriterien nach ihrem deskriptiven (Punkte 1., 3. und 5.) und
normativen (Punkte 2. und 4.) Charakter einteilte (Hischer 1998). Damit wurde
und wird deutlicher reflektiert, wie Fundamentale Ideen sowohl Mathematik als
auch den Umgang mit Mathematik beschreiben und welche Erwartungen an
Fundamentale Ideen gestellt werden.

In den Arbeiten von SCHWEIGER ist eine fiir die Diskussion um Fundamentale
Ideen typische (hédufig implizite) Dialektik von logischer und prototypischer
Begriffsbildung besonders deutlich. Mit der Aufzidhlung von Kriterien, die eine
Fundamentale Idee erfiillen soll, legt SCHWEIGER kritische Attribute zur Defini-
tion dieser Idee fest und trdgt so zur logischen Begriffsbildung des Begriffs
,Fundamentale Idee* bei. Zusitzlich gibt er (wie fast alle Autoren) einen Ideen-
Katalog an, der Prototypen des zuvor logisch definierten Begriffs enthdlt und
somit zur prototypischen Begriffsbildung beitrdgt. 2006 schérfte SCHWEIGER
seine zur logischen Begriffsbildung dienenden kritischen Attribute fiir Funda-
mentale Ideen durch eine Analyse der Ideen-Kataloge verschiedener Autoren
(Schweiger 2006, S. 66) weiter aus. Er unterscheidet nun ebenfalls zwischen
deskriptiven und normativen Kriterien und gibt insgesamt acht (anstatt fiinf)
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Kriterien an. Als deskriptive Kriterien behélt Schweiger die Punkte 1. und 5.
seines 1992er Katalogs und fiigt zum einen die ,,horizontal dimension* (,,Fun-
damental ideas recur in different areas of mathematics®, Schweiger 2006, S. 68)
und zum anderen die ,,vertical dimension“ (,,Fundamental ideas recur at diffe-
rent levels®, Schweiger 2006, S. 68) hinzu. Als normative Kriterien nennt er
,,design curricula®, ,.elucidate mathematical practice and the essence of mathe-
matics“, ,build up semantic networks between different areas®, ,improve
memory“ (Schweiger 2006, S. 68). Auf Basis dieser Weiterentwicklung im
Bereich der logischen Begriffsbildung gibt SCHWEIGER nun auch (teilweise)
neue prototypische Ideen an (Schweiger 2006, S. 69-71).° Somit befruchten
Prototypen und kritische Attribute sich gegenseitig und tragen so zur kritischen
Reflexion der Bedeutung des Begriffs ,,Fundamentale Idee* bei.

Zur Illustration obiger Kriterien-Kataloge werden nun exemplarisch Ideenkata-
loge verschiedener Autoren vorgestellt und u.a. der Ideenkatalog von
BENDER/SCHREIBER den Katalogen SCHWEIGERs gegeniibergestellt.!°

Charakterisierung

Rekursion

Dualitat;
Stabilitat;
Testen;
Reparieren;
Ordnen

Algorithmus;
Optimalitat;
t Funktion/
funktionale Variation

Exhaustion;
Invarianz;
Ideation;
Abstraktion

Kontrolle;
Induktion;
Approximation

Zahl;
Struktur;
MaB

HISCHER

Bruch;
Mittelwert

Symmetrie;
Induktion;
Repréasentation

° In (Schweiger 2010) wird der Ideen-Katalog aus (Schweiger 2006) ausgearbeitet und
detailliert beschrieben. Dort gibt SCHWEIGER wieder den Kriterien-Katalog von 1992 an,
die acht Kriterien von 2006 spielen nur implizit eine Rolle.

10 SCHWEIGER gibt in seinen beiden Hauptwerken zum Thema Fundamentale Ideen zwei
sehr unterschiedliche Ideenkataloge an (vgl. Schweiger 1992 und Schweiger 2010). Er
begriindet dies mit der Uberzeugung, dass ein Ideenkatalog stets nur provisorischen
Charakter haben kann. Dass aber das ,,Finden eines individuellen Katalogs, der auch
immer wieder revidiert werden kann“ ein lohnender Teil der Unterrichtsreflexion ist
(Schweiger 2010, S. 1).
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Abb. 3: Ideenkataloge fiir Mathematik (-unterricht)'!

Obwohl die Ideenkataloge teilweise stark differieren, zeichnet sich ein Kern von
Ideen ab, der von allen Autoren als fundamental angesehen wird. Fiir die Ma-

thematik sind das die Ideen ,,Optimierung®, ,,Algorithmus* und ,,Funktion*.!?

In der Informatikdidaktik, die das Konzept der Fundamentalen Ideen ebenfalls
vielfiltig diskutiert,! ldsst sich eine dhnliche Beobachtung machen. Hier bilden
,,2Algorithmisierung® und ,,Modularisierung* eine Art anerkannten ,,Ideen-Kern*
auch wenn diese Ideen nicht bei allen Autoren explizit genannt werden. Aller-
dings ist das Spektrum der genannten Ideen nicht so weit wie in der Mathema-
tikdidaktik, wie die folgende (unvollstindige) Zusammenstellung von Ideenka-
talogen ausgewihlter Autoren zeigt.

e DORFLER 1984: Formale Darstellung (Représentation) von Situationen
und vor allem Prozessen; Iteration und Rekursion; Unterprogrammtech-
nik und Modularisierung; Simulation.

o KNOB 1989: Moduln; Strukturen von Algorithmen und Daten; Darstel-
lung von Algorithmen und Datenstrukturen; Realisierung und Algorith-
men und Datenstrukturen; Qualitit von Algorithmen und Datenstruktu-
ren.

e SCHWILL 1993: Algorithmisierung; Strukturierte Zerlegung; Sprache.

"' In den Ideenkisten unter den jeweiligen Autorennamen sind die Ideen aufgelistet, die
nur sie in ihren Ideenkatalogen nennen. Eine Verbindungslinie von einem Autorennamen
zu einem Ideenkasten bedeutet, dass der Autor auch diese Ideen als fundamental ansicht.
Beispielsweise nennt HISCHER die Ideen ,,Bruch® und ,,Mittelwert”, aber auch ,,Zahl®,
Hotruktur® und ,,MaB“. Die drei letztgenannten Ideen werden aber auch von ANDREAS
VOHNS als fundamental angesehen (Vohns 2007).
12 Die bei einigen Autoren unterschiedlichen Bezeichner der Ideen blieben bei obiger
Auflistung unberiicksichtigt. Den Handlungsaspekt Fundamentaler Ideen betonend
spricht SCHWEIGER beispielsweise von ,,Optimieren® als Fundamentaler Idee, wéhrend
bei BENDER/SCHREIBER ,,Optimalitidt® eine Universelle Idee als Eigenschaft von Objekten
und Verfahren ist.
13 Dabei lieferte die Diskussion aufseiten der Informatik auch Impulse fiir die Mathema-
tikdidaktik. Beispiel hierfiir ist die Arbeit von ANDREAS SCHWILL, der neben einem
Katalog Fundamentaler Ideen der Informatik auch Anregungen fiir eine Weiterentwick-
lung Fundamentaler Ideen der Mathematik auf der Jahrestagung des Arbeitskreises ,,Ma-
thematikunterricht und Informatik der Gesellschaft fiir Didaktik der Mathematik 1994
lieferte (Schwill 1994, S. 18-25).
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e BAUMANN 1996: Formalisierung, Automatisierung (Algorithmisierung),
Vernetzung (Kommunikation).

Fiir die Entwicklung Fundamentaler Ideen der Informatik lassen sich zwei For-
schungspositionen herausarbeiten: Entweder werden Fundamentale Ideen der
Informatik aus dem Blickwinkel des Mathematikunterrichts gesehen und mog-
lichst in diesen integriert (die Arbeiten von DORFLER und PETRA KNOS8 sind
Beispiele fiir solche Versuche).!* Oder, um ein eigenstindiges Schulfach Infor-
matik zu begriinden, wird ein Katalog Fundamentaler Ideen der Informatik erar-
beitet, der (scheinbar) moglichst wenig mit den Ideen der Mathematik gemein-
sam hat (vgl. Schwill 1993).!% Gemeinsam ist den oben genannten Arbeiten der
Informatikdidaktik, dass sie zur Klarung der Bedeutung des Begriffs ,,Funda-
mentale Idee” auf Arbeiten aus der Mathematikdidaktik zuriickgreifen.
DORFLER und RUDIGER BAUMANN gehen von einem intuitiven Begriffsver-
stdndnis aus, welches nicht weiter vertieft wird. KNOS legt ihrer Arbeit bewusst
die sehr vage Begriffsexplikation BRUNERs und die drei Kriterien von
BENDER/SCHREIBER zugrunde, da in der Vagheit der Fundamentalen Ideen ge-
rade ihr Potential steckt (Knof 1989, S. 25). SCHWILL fiihrt die Kriterienkatalo-
ge von BENDER/SCHREIBER und SCHWEIGER zusammen und nutzt die resultie-
rende Theorie zur ErschlieBung eines ,,vollstindigen Katalogs fundamentaler
Ideen der Informatik* (Schubert/Schwill 2004, S. 95). Die drei oben genannten
Ideen bilden dabei die ,,Masterideen* (Schubert/Schwill 2004, S. 96), die in
Ideenbdumen mit letztendlich 60 Fundamentalen Ideen der Informatik ausdiffe-
renziert werden. Die Arbeiten der Informatikdidaktik tragen insgesamt we-
nig(er) zur logischen Begriffsbildung Fundamentaler Ideen bei. Thre Stirke liegt

4 Zu beachten ist, dass DORFLER ein eigestindiges Fach Informatik keinesfalls aus-
schliet. Er mochte allerdings zunidchst ,,Beriihrpunkte® des Mathematik- und Informa-
tikunterrichts aufzeigen und plédiert daher fiir eine Behandlung informatischer Ideen im
Mathematikunterricht. KNOB dagegen, deren Uberlegungen auf den Primarbereich gerich-
tet sind, begriindet ihre Integration informatischer Inhalte in den Mathematikunterricht
damit, dass ,,in absehbarer Zeit niemand die Einfilhrung eines eigenstdndigen Faches
Informatik in der Primarstufe befiirworten [wird] (Kno8 1989, S. 25-26). Sie riickt einen
facheriibergreifenden Unterricht in den Mitteilpunkt, da ,,die Einfiihrung eines weiteren
Faches im ohnehin schon stark in Fécher zerkliifteten Grundschulbereich kaum wiin-
schenswert* erscheint (KnoB 1989, S. 26).
15 Zur Kritik an den Trennungsversuchen von Informatik- und Mathematikunterricht
mittels ihrer Fundamentalen Ideen und speziell zum Ansatz von SCHWILL vgl. (Bender
1994, S. 8-17, speziell S. 12-13).

10



hingegen in der prototypischen Begriffsbildung. In den jeweiligen Arbeiten
werden Ideenkataloge nicht nur ausfiihrlich vorgestellt und ihre moglichen Um-
setzungen im Unterricht beschrieben, sondern die Ideen werden aus historischen

Entwicklungen der Informatik hergeleitet und bewertet.!®

Da DORFLER eine Integration von informatischen Ideen in den Mathematikun-
terricht vorschligt und bei der im vorliegenden Beitrag folgenden Schulbucha-
nalyse auch Vernetzungen zu informatischen Inhalten untersucht werden, soll
seine Arbeit vorgestellt werden.

In (Dorfler 1984) wird, angeregt durch das Eindringen von ,,Informations- und
Kommunikationstechnologien in alle Lebensbereiche®, schon vor drei Jahrzehn-
ten gefordert, diese Entwicklung auch an allgemeinbildenden Schulen zu be-
rlicksichtigen. Der Autor sieht im Mathematikunterricht Potential zur Bewalti-
gung dieser Herausforderung.

Meine Position ist die, dal der Mathematikunterricht ohne einschneidende inhaltli-
che Verdnderungen gewisse, heute in der Informatik durch die Charakteristika des
Instruments Computer relevant gewordene Denkformen und Mittel des Denkens ge-
nauso entwickeln kann. Ich mochte diese kognitiven Strategien auch ,,fundamentale
Ideen* der Informatik nennen, weil sie dort erstmals bewuf3t und gezielt zum Gegen-
stand und Mittel der Forschung und Entwicklung wurden.

(Dérfler 1984, S. 21)

Obwohl also diese Ideen im Mathematikunterricht aufgehoben sein kdnnen,
bezeichnet DORFLER sie bewusst als informatische Ideen, da ,es dies alles
[zwar] schon lange in der Mathematik gibt, aber es bleibt dort ,,stilles Hilfsmit-
tel” und wurde nicht bewuBlt dargestellt und untersucht* (Dorfler 1984, S. 21).
Durch eine erheblich verbesserte Computerleistung und die daraus resultierende
Entwicklung der Informatik als eigenstindige Fachwissenschaft bekommen
diese zunidchst mathematischen Ideen neue informatische Bedeutungen. Sie

16 In Arbeiten der Mathematikdidaktik wird meist auf eine Herleitung (und damit Be-
griindung) der Ideenkataloge verzichtet. Zwei der seltenen Arbeiten, die jede Idee ihrer
Ideenkataloge an den von ihnen entwickelten Kriterien messen, sind (Bender/Schreiber
1985) und (Schweiger 2010). Im Bereich der Arbeiten, die eine mathematische Idee als
fundamental herausarbeiten, seien HISCHER, der sich vorrangig mit der Idee ,,Mittelwert-
bildung* beschiftigt (Hischer 1998), und HANS ScHuPP, der die Fundamentalitit des
,.Optimierens* nachweist (Schupp 1992), mit iiberzeugender Herleitung und Begriindung
ihrer Ideen genannt.
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konnen aber, unter Beriicksichtigung ihrer erweiterten Bedeutung, im Mathema-
tikunterricht behandelt werden. Allerdings scheint DORFLERs Umschreibung
von Fundamentalen Ideen als ,,kognitive Strategie” zu kurz, da einige der ge-
nannten Ideen streng genommen nicht nur Strategien sind. Beispielsweise kann
die Idee ,,formale Darstellung* eine Strategie sein, dann miisste sie aber eher mit
,formales Darstellen” bezeichnet werden. ,,Formale Darstellung™ kann aber
auch ein Objekt sein, eben die formale Darstellung einer Situation. DORFLERS
Ideen umfassen also neben Strategien auch Objekte. Diese Unschirfe der ge-
nannten Ideen ist dem von Dérfler gewollten intuitiven Zugang zum Begriff
,.Fundamentale Idee“ geschuldet.

Aktuelle Fundamentale(?) Ideen

Die didaktische Diskussion um Fundamentale Ideen sowohl der Mathematik als
auch der Informatik gipfelte auf bundesdeutscher Ebene institutionalisiert in
Bildungsstandards fiir beide Ficher.!”

Durch allgemeine Kompetenzen (math. argumentieren; Probleme math. 16sen;
math. modellieren; math. Darstellungen verwenden; mit symbolischen, formalen
und technischen Elementen der Mathematik umgehen; kommunizieren) und
inhaltliche Leitideen (Zahl; Messen; Raum und Form; funktionale Abhéngig-
keit; Daten und Zufall) formulierte die KULTUSMINISTERKONFERENZ (KMK)
2003 Bildungsstandards fiir den Mathematikunterricht'® und gab so Rahmenbe-
dingungen fiir standardisierte Lehrpléne, Curricula und Abschlusspriifungen
vor. Zusammen mit den fiir Aufgaben und Priifungen zu unterscheidenden An-
forderungsbereichen (Reproduzieren; Zusammenhinge herstellen; Verallgemei-
nern und Reflektieren) ergibt sich so eine 6x5x3-Kompetenzmatrix, die Mathe-
matikunterricht definieren soll.!?

17 Fiir die Informatik liegt bislang nur ein Vorschlag fiir Bildungsstandards der Gesell-
schaft fiir Informatik vor. Dieser ist bundespolitisch (noch) nicht bindend.

18 (KMK 2003) fiir den Mittleren Bildungsabschluss, (KMK 2004) fiir den Hauptschul-
abschluss und (KMK 2012) fiir die Allgemeine Hochschulreife.
19 Eine Analyse der deutschen Bildungsstandards und einen Vergleich mit ihrem osterrei-
chischen Pendant, der auch auf leicht festzustellende Auslassungen in den Standards (die
sich besonders auch den Bereich der ,,nichtkognitiven* Absichten und Ziele von Mathe-
matikunterricht beziehen) eingeht, findet sich in (von der Bank 2012).
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Obwohl einige Bezeichner der allgemeinen Kompetenzen und insbesondere die
der Leitideen sich mit denen der oben aufgelisteten Fundamentalen Ideen de-
cken, ist ihre Bedeutung eine voéllig andere. Sie diirfen nicht als Prototypen
Fundamentaler Ideen angesehen werden, da durch (zur Nutzung bei ,,Output-
orientierten Tests notige) Institutionalisierung und Standardisierung der Kom-
petenzen und Leitideen die fiir Fundamentale Ideen wesentlichen Aspekte, wie
ihre Wirksamkeit auf einer Meta-Ebene oder ihre bewusste historische Veranke-
rung, verloren gingen.?’ Dies ist vor allem darin begriindet, dass auf staatlicher
Ebene die komplette deutschsprachige Forschungstradition zur logischen Be-
griffsbildung Fundamentaler Ideen ausgeblendet wurde.

Ahnlich wie fiir den Mathematikunterricht existieren mit der Empfehlung
,,Grundsitze und Standards fiir die Informatik in der Schule* des Arbeitskreises
,.Bildungsstandards® der GESELLSCHAFT FUR INFORMATIK (GI) seit 2008 auch
fiir den Informatikunterricht ausformulierte Kompetenzen. Sie sind in Prozess-
bereiche (Modellieren und Implementieren; Begriinden und Bewerten; Struktu-
rieren und Vernetzen, Kommunizieren und Kooperieren; Darstellen und Inter-
pretieren) und Inhaltsbereiche (Information und Daten; Algorithmen; Sprache
und Automaten; Informatiksysteme; Informatik, Mensch und Gesellschaft)
gegliedert (GI 2008, S. 11).

Die Ahnlichkeiten zwischen allgemeinen Kompetenzen der KMK und den Pro-
zessbereichen des GI-Vorschlags sind nicht zu {ibersehen. Allerdings verweisen
Prozessideen wie beispielsweise Bewerten auf ihre Bedeutsamkeit auf einer
Meta-Ebene. Diese Eigenschaft ist in den allgemeinen Kompetenzen der KMK
nicht so deutlich. Auf der Inhaltsseite lassen sich fachbedingte Unterschiede
ausmachen, wobei auch hier (wie bei den Fundamentalen Ideen der Mathematik
bzw. Informatik) deutlich wird, dass dem Algorithmus zentrale Bedeutung im
Mathematik- und Informatikunterricht zukommt.?!

Der Inhaltsbereich ,,Informatik, Mensch und Gesellschaft, der soziale und
gesellschaftliche Aspekte von Informatiksystem und den verantwortungsvollen
Umgang mit diesen umfasst (GI 2008, S. 13), findet kein gleichwertiges Pen-

20 vgl. (Bender 2004) und (Fiihrer 2007).
2l Wihrend in (KMK 2003) und (KMK 2004) die Idee ,,Algorithmus* noch unter der
Leitidee ,,Zahl“ gefasst ist, betont die Leitidee ,,Algorithmus und Zahl* in (KMK 2012)
die Bedeutung des Algorithmus.

13



dant in den Bildungsstandards der KMK. In der Informatikdidaktik hat eine
Thematisierung von gesellschaftlichen Bedingungen und Auswirkungen der
Informatik Tradition. Schon der 1976 vom Fakultitentag Informatik verabschie-
dete Facherkatalog gliedert Informatik in sechs Teilbereiche, unter denen ,,Ge-

sellschaftliche Beziige der Informatik™ einen Bereich bildet (nach (Baumann
1996, S. 83)).

Ausgehend von der Ausblendung ,,Nichtkognitiver Aspekte des Mathematik-
unterrichts bei den weniger bis gar nicht tauglichen Prototypen Fundamentaler
Ideen der deutschen Bildungsstandards, entwickelte LAMBERT ein erweitertes
und stérker strukturiertes Begriffsverstindnis Fundamentaler Ideen, welches
auch andere fiir die Mathematik wesentliche Aspekte stirker beriicksichtigt
(Lambert 2012). LAMBERT schlédgt folgende Prototypen in Ideenkategorien ge-
gliedert vor:

o [nhaltsideen: Zahl, Mal}, Raum und Form, Funktion, Zufall,

o Schnittstellenideen: Kommunizieren, Modellieren, Argumentieren, Prob-
lemldsen, Darstellen, Fragen;

e Begriffsideen: Objekte, Netze, Ordnungen, Charakterisierung;

e Prozessideen: Strategien, Heuristiken, Handlungen;

o Tdtigkeitsideen: Approximieren (insbesondere Optimieren), Algorithmi-
sieren, Dualisieren, Vernetzen, Ordnen, Strukturieren, Formalisieren,
Exaktifizieren, Passen??, Verallgemeinern, Deduzieren;?

o Theorieideen: Gebiete, Erkenntnis- und Begriindungskulturen, Systeme
und Sprache;

e, Nichtkognitive* Ideen: Interesse (Begeisterung), Bereitschaft und Freu-
de, Werthaltung, Kreativitdt und Geschmack, Motorik.

Dieses Ideensystem umfasst Mathematik(-unterricht) ganzheitlicher als Ideenka-
taloge anderer Autoren, ist aber fiir eine unterrichtliche Nutzung zu komplex.
Die fiir die Mathematik bedeutsamen Aspekte Fundamentaler Ideen miissen also
auf ihren unterrichtspragmatischen Kern reduziert werden. Als unterrichtsprag-
matischer Kern werden hier Inhalte — Tidtigkeiten — Reprdsentationen — (histori-

22_Passen* umfasst hier (anders als bei BENDER/SCHREIBER) auch meta-mathematische
Aspekte, z. B. das ,,(An-)passen eines Axiomensystems an ein begriffliches ,,Wollen
(vgl. Fischer/Malle 1985, S. 151).

23 Dies sind eher innermathematische Titigkeiten, die in der Auflistung von mathema-
tisch nach meta-mathematisch geordnet sind.
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sche) Genese — ,, Nichtkognitive “ Ziele betrachtet. Dies geschieht durch Kombi-
nation, Zusammenfassung und Konkretisierung der einzelnen Ideen zu folgen-
dem Vernetzungspentagraphen (sieche (von der Bank 2012)).

Genese

Reprisentation / \ "Nichtkognitive" Ziele

Inhalte Tiatigkeiten

Abb. 5: Vernetzungspentagraph

Nach der Reduktion umfasst der Knoten Inhalte Objekte, Ordnungen, Charak-
tersierungen und Beweise aus den Gebieten der Schulmathematik (Analysis,
Algebra und Arithmetik, Geometrie, Stochastik und Diskrete Mathematik®*).
Der Knoten Tétigkeiten fasst Schnittstellenideen, Tétigkeitsideen und Konkreti-
sierungen von Prozessideen zusammen. Verschiedene Darstellungsformen von
Inhalten und Objekten und die damit verbundenen Aspekte von Begriffsbildung
fallen unter den Knoten Représentationen. Historische Entwicklungen von In-
halten und Darstellungsformen, aber auch historisch bedingte Sprachen und
Begriindungskulturen werden im Knoten Genese beriicksichtigt. Im Knoten
,.Nichtkognitive* Ziele sind die ,,Nichtkognitiven“ Ideen aufgehoben.

3. Anwendungspotential des Vernetzungspentagraphen beim Vergleich von
Schulbiichern

Der Vernetzungspentagraph eignet sich als Werkzeug zur Analyse von Vernet-
zungsmoglichkeiten zwischen seinen Knoten im Unterricht. Da Unterrichtsreali-
tdt (besonders im Mathematikunterricht) inhaltlich und methodisch durch
Schulbiicher beeinflusst ist, wird der Vernetzungspentagraph als didaktische
Brille zur deskriptiven Analyse von Vernetzungsmoglichkeiten in verschiedenen
Schulbuchkapiteln genutzt. Zum Vergleich dienen dabei Schulbuchkapitel, die

24 Themen der Diskreten Mathematik konnten sich zwar noch nicht dauerhaft im Mathe-
matikunterricht etablieren, spielen in dieser Arbeit allerdings eine wichtige Rolle und
zahlen daher auch zu den Gebieten der Schulmathematik.
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sich zwar inhaltlich mit den gleichen Themen beschéftigen (Teilbarkeitslehre
mit Euklidischem Algorithmus und Reelle Zahlen mit Heron-Verfahren), aller-
dings aus unterschiedlich (mathematikdidaktischen) gepragten Epochen stam-
men (Strukturmathematik und ,,Neue Aufgabenkultur). Zum einen sind dies die
Bénde Arithmetik 1 mit Geometrie von 1980 und Mathematik Neue Wege 5 von
20009 fiir die Teilbarkeitslehre mit Euklidischem Algorithmus und zum anderen
die Bénde Algebra 2 von 1974 und Mathematik Neue Wege 8 von 2010 fiir das
Heron-Verfahren.?®

Der Vernetzungspentagraph analysiert dabei zweifach. Zum einen ,,Fiillen® sich
seine Knoten mit den im Schulbuch vorhandenen Inhalten, Représentationen
und deren Genese, den angeregten Tétigkeiten und den angestrebten ,,Nichtkog-
nitiven” Zielen. Zum anderen werden iiber die Kanten des Vernetzungspen-
tagraphen vorhandene und fehlende Vernetzungen zwischen seinen Knoten
sichtbar. Werden beispielsweise bei einem inhaltlichen Schwerpunkt besonders
Aspekte von Begriffsbildung, verschiedene Reprisentationmodi etc. berticksich-
tigt, besteht eine starke Verkniipfung von Inhalt und dessen Représentation.
Dies wird im Vernetzungspentagraphen durch eine ,,fette* Kante visualisiert.?®

Teilbarkeitslehre und Euklidischer Algorithmus

Das von KARL WORLE fiir die 5. Klassenstufe konzipierte Lehrwerk Arithmetik
1 mit Geometrie ist durch das Eindringen der Mengenlehre in den Mathematik-
unterricht geprégt. Er bemerkt dazu im Vorwort.

%5 Die Binde Arithmetik 1 mit Geometrie und Algebra 2 stammen aus einer Schulbuch-
reihe des Bayrischen Schulbuch Verlags und sind durch die Strukturmathematik geprégt.
Die Biande Mathematik Neue Wege 5 und Mathematik Neue Wege 8§ stammen aus einer
Schulbuchreihe des Schroedel Verlags. Sie sind beeinflusst durch die aktuelle ,,Neue
Aufgabenkultur. Alle vier Schulbiicher waren/sind fiir den Einsatz an Gymnasien ge-
dacht.
26 Zu beachten ist dabei, dass der Vernetzungspentagraph ein teilweise individuelles
Werkzeugt ist. Als didaktische Brille kann er den Blick seines Nutzers auf zentrale As-
pekte des Mathematikunterrichts und deren Vorhandensein oder Fehlen in Schulbiichern
lenken. Damit bleibt die (unvermeidliche und nicht nachteilige) Subjektivitit des Blickes
aber erhalten und kann zu teilweise unterschiedlichen Ergebnissen fiihren. Ob nun eine
Kante als ,fett markiert wird, hdngt neben der reichhaltigen Fiillung der Knoten auch
vom subjektiven Empfinden des didaktisch gebildeten Nutzers ab. Daher ist die nun
folgende Analyse als (subjektiver) Diskussionsbeitrag zu verstehen, dessen Ziel die
Demonstration des Anwendungspotentials des Vernetzungspentagraphen ist.
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Der Lehrstoff der Grundschule wird wiederholt, vertieft und ergénzt. Der Zahlbe-
griff wir auf den Mengenbegriff, die Zahlgesetze werden auf die Mengengesetze ge-
griindet [...] Von der Methode her besteht ein wesentlicher Unterschied gegeniiber
der Grundschule. Die Darbietung erfolgt jetzt aus voralgebraischer Sicht. Dies be-
deutet, dal die Phase des am Spiel orientierten und modellgebundenen Begreifens
allméhlich abgelost wird durch ein vorsichtig einsetzendes, der Altersstufe angepal3-
tes Hinfiihren des Schiilers zum formallogischen Denken, wobei gleichzeitig die Be-
griffsbildung verschérft und die Symbolik behutsam erweitert wird.

(Worle 1980, Vorwort)

Der Schwerpunkt des Lehrwerks liegt auf einer ,reichhaltige[n], entwickelnd
aufgebaut[en] Sammlung von Ubungsaufgaben [...] die in enger Verbindung
zum Lehrtext stehen (Worle 1980, Vorwort). Die Aufgaben sind je nach
Schwierigkeitsgrad farblich gekennzeichnet und durch fakultative ,,gelegentlich
eingestreute ,Tiifftelecken’ ergénzt, die der ,,Auflockerung des Unterrichts*
dienen. Jedem neuen Abschnitt geht eine ,,Voriiberlegung™ in Form einer ein-
fithrenden Aufgabe voraus, deren Losung inhaltlich auf den neuen Lernstoff
abzielt.

Die ersten beiden Kapitel ,,Mengen, Zahlen, GroBen” und ,,Die vier Grundre-
chenarten bilden eine Einheit und dienen der im Vorwort erwdhnten mengen-
theoretischen Fundierung des Grundschulwissens. In diesen Kapiteln finden sich
noch spielerische Aspekte und aulermathematische Beziige, wie beispielsweise
farbige Bilder (Illustrationen der Menge N, durch Kinder bzw. des Kreuzpro-
duktes durch Kugelschreiber, S. 47 bzw. S. 61) und eingekleidete Aufgaben
(FuBball-Aufgabe, S. 80), die zur Einbettung von mathematischen Inhalten in
Alltagsvorstellungen dienen.?” Auch die ,,Tiifftelecken* sind zahlreich und um-
fassen zwischen drei und sieben Aufgaben. Sie enthalten Rétsel (Zauberquadra-
te auf S. 57 oder Irrgérten auf S. 71), Exkurse in die Geschichte der Mathematik
(S. 75) oder iiberraschende Eigenschaften von Zahlen (Quadrieren der Zahlen
11, 111 usw. S. 75). Zum Ende dieser Anfangskapitel wird der Charakter des
Lehrwerks als Aufgabensammlung durch lidngere Aufgabensequenzen bei
gleichzeitiger Reduktion des Lehrtextes deutlich. Diese Entwicklung setzt sich
im dritten Kapitel ,, Teilbarkeitslehre, welches nun mithilfe des Vernetzungs-
pentagraphen genauer analysiert werden soll, fort.

27 Sofern nicht anders gekennzeichnet beziehen sich die angegebenen Seitenzahlen im-
mer auf das im jeweiligen Abschnitt analysierte Schulbuch.
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Inhaltlich geht es in diesem Kapitel zundchst um die Begriffe ,,Teiler bzw.
,leilermenge®, die als Losung einer Aussageform in N bzw. als Erfiillungs-
menge einer Aussageform definiert werden (S. 93). Das Symbol a|b wird als
Aussageform mit zwei Variablen gedeutet, die wahr, falsch oder sinnlos in N
sein kann.®® Der sich hier andeutende groBe Begriffsapparat und das formal-
algebraisch Vorgehen werden in den nichsten Unterkapiteln, in denen ,,Grund-
regeln der Teilbarkeit*® und ,,Kennzeichenregeln der Teilbarkeit* eingefiihrt
und teils deduktiv bewiesen werden, noch deutlicher.

Die Aufgaben der sich anschlieenden Aufgabensammlung sind alle innerma-
thematisch. Beziige zur Lebenswelt der Schiiler’® fehlen. Die Schiiler sollen
entscheiden, ob Teilbarkeitsaussagen wahr oder falsch (S. 98, Nr. 1, 6, 11 u. a.)
und Gleichungen 16sbar sind, Teilermengen angeben (S. 98, Nr. 2, 7), neue
Teilbarkeitsregeln®! mithilfe der bekannten ,,Grundregeln der Teilbarkeit* be-
griinden (S. 98, Nr. 5; S. 99. Nr. 9, 17).3

Im néchsten Unterkapitel folgt eine Einfithrung der Primzahlen als jene ,,natiir-
liche[n] Zahl[en], die genau zwei Teiler haben (S. 99). Zur Gewinnung von
Primzahlen wird das ,,Sieb des Eratosthenes™ in einer Voriiberlegung fiir die
Zahlen 1 bis 100 beschrieben und begriindet, warum nur Vielfache der Primzah-

len bis 7(< v100) gestrichen werden miissen (S. 100). Mithilfe der nun an ei-

28 Die Definition als Aussageform ist fiir ein Schulbuch der 5. Klasse aus heutiger Sicht
sehr formal. Sie dient allerdings einer Vernetzung und Weiterfiihrbarkeit von Inhalten im
Sinne eines Spiralcurriculums, da der Mittelstufenband Algebra I von HELMUT TITZE,
HARALD WALTER und RAINER FEUERLEIN bei der algebraischen Einfithrung von Aussa-
gen und Aussagenformen auf Beispiele aus der Teilbarkeitslehre zuriickgreift (Tit-
ze/Walter/Feuerlein 1975, S. 7-9).

2 Die drei im Buch genannten Grundregeln sind zwei Teilbarkeitseigenschaften von
Summen und die Transitivitdt der Division (S. 93-94).

30 Zur besseren Lesbarkeit wird im Sinne des generischen maskulinum stets nur ein
Geschlecht genannt. Die Autorin weist darauf hin, dass an den jeweiligen Stellen stets an
beide Geschlechter gedacht wurde.

3! Die Teilbarkeitsregeln sind als Aquivalenzaussage formuliert und miissen daher mit
Hin- und Riickrichtung begriindet werden. Die als Zusatzaufgabe markierte Aufgabe 17,
fordert den Beweis der allgemeinen Aussage ,,Der Wert einer Summe ist dann und nur
dann durch eine Zahl teilbar, wenn jeder Summand durch die Zahl teilbar ist” (S. 99).

32 Da sich die weiteren Aufgabenblocke des Kapitels methodisch kaum unterscheiden,
wird (auller es treten neue wichtige Aspekte hinzu) nichtmehr gesondert auf diese einge-
gangen.
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nem Beispiel dargestellten Primfaktorzerlegung werden dann (nach der Einfiih-
rung der Begriffe ,,gemeinsamer Teiler und ,,gemeinsames Vielfaches™ als
Schnittmenge von Teilermengen und Vielfachenmengen) der grofite gemeinsa-
me Teiler (ggT) und das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) zweier Zahlen
mittels Primfaktorzerlegung bestimmt (ggT auf S. 102-103 und danach kgV auf
S. 104-105). Ein Zusammenhang zwischen ggT und kgV wird durch die Glei-
chung ggT(a,b)-kgV(a,b) =a-b fir a,b €N, die zur Berechnung von
kgV(a,b) genutzt wird, hergestellt (S. 105). Obwohl Voriibungen und Présenta-
tion des neuen Lehrstoffes wieder auf einer eher formalen Ebene erfolgen, sind
die zugehorigen Ubungsaufgaben anders gestaltet als zuvor. Es gibt zwar auch
wieder innermathematische Aufgaben zur Bestimmung des ggT und kgV, diese
sind allerdings nicht so zahlreich und werden (erstmals im gesamten Kapitel)
durch eingekleidete Aufgaben, mit teils lingeren Aufgabentexten, ergéinzt.’? Die
einzige ,,Tifftelecke” des Kapitels befindet sich an dessen Ende und ist ein
,,Kreuzzahlritsel“.

>

Aan Tiftelecke

SroBes Kreuzzahlenratsel

senkrecht

a 8: kleinstmdgliche Quadrat-
zahl

a3: kleinstmégliche, durch 3
teilbare Zahl

aagerecht:
kleinstmdgliche Primzah 8
5: Lésung der Gleichung
x-12 = 504
2: ggT (85, 119) ¥
1: (113+137) - 6
428 -178) - (6250: 25)
3:113)2
Losung der Gleichung
x:36 = 77
@ 2: groBtmogliche Primzah
2: ggT (96, 144)
8: durch 9 teilbare Zahl

o

"

: Kleinstmagliche, durch 4
teilbare Zahl
mégliche, durch 9
e Zahl
8 4, 36)
4 dgliche Primzahl
‘l ‘ @ 6: kaV (17, 43)
8: (9216:96)2
3: kg V (15, 45, 60, 90)

2 NFln o

urch Aneinanderreihen der Ziffern in den Feldern h3, b6, f3, ¢ 3 erhdltst du das letzte
chaltjahr vor dem Jahr 2000.

=
D
S

Abb. 6.: , Tiifftelecke” des Kapitels ,, Teilbarkeitslehre“ (S. 106)

33 Beispielsweise S. 103, Nr. 4. Hier sind zwei Seiten eines Gartens mit bekannten Lén-
gen einzuzédunen. Die dafiir benutzten Pfosten sollen im gleichen und mdglichst groflen
Abstand angebracht werden. Dieser Abstand und die Anzahl der benétigten Pfosten sind
zu ermitteln. Die Aufgabe kann durch die extremale Bedingung (mdglichst groBer Ab-

stand) auch als Optimierungsproblem behandelt werden.
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Die Bestimmung des ggT mittels Euklidischem Algorithmus wird an keiner
Stelle des Lehrwerks prisentiert. Vor dem Hintergrund der Entstehungszeit des
Schulbuches mag es zundchst verwundern, dass dieses algebraisch-
algorithmische Verfahren nicht behandelt wird. Das Fehlen des Euklidischen
Algorithmus ist aber wahrscheinlich gerade diesem damals iiblichen formal-
algebraische Vorgehen geschuldet, da zur formalen Angabe des Algorithmus
entweder Division mit Rest oder der Betrag einer Zahl bendtigt wird. Beides
wurde vom Lehrwerk noch nicht bereitgestellt, was die Einfiihrung des Euklidi-
schen Algorithmus verhindert, obwohl er den Schiilern auf einem préaformaleren
Niveau schon zugénglich wire.

Ausgehend von der inhaltlichen und methodischen Beschreibung des Kapitels,
nun zur Analyse der Vernetzungsmoglichkeiten mithilfe des Vernetzungspen-
tagraphen. Die oben beschriebenen Inhalte umfassen die Begriffsideen Relatio-
nen zwischen Zahlen und deren Charakterisierung und Beweise mittels Teilbar-
keitseigenschaften. Diese Ideen enthélt der Knoten Inhalte des Vernetzungspen-
tagraphen. Unterschiedliche Darstellungen der Inhalte schaffen Vernetzungen
zum Knoten Représentationen. Insbesondere werden hier Teilbarkeitseigen-
schaften zum einen durch Terme und Gleichungen mit Variablen und zum ande-
ren durch Mengen und Mengendiagramme dargestellt. Geometrische Darstel-
lungen und auch andere Aspekte von Begriffsbildung, wie zum Beispiel die
Beriicksichtigung verschiedener Zuginge zur Mathematik®* oder unterschiedli-
cher Darstellungsebenen (E-I-S), fehlen.’® Unterschiedliche Reprisentationen
der Inhalte finden sich auch in den Voriibungen und Aufgabenblocken. Da diese
Aufgaben zur selbststdndigen Bearbeitung durch Schiiler konzipiert sind, wer-
den so Vernetzungen zwischen Inhalten, Représentationen und Tétigkeiten an-
geregt. Durch die Einseitigkeit der Aufgabenstellungen sind die durch sie ange-
regten Tatigkeiten nicht so reichhaltig wie im Vorwort angekiindigt. Der Knoten
Tatigkeiten umfasst die innermathematischen Tétigkeitsideen Deduzieren, For-
malisieren und Verallgemeinern. Schnittstellenideen und Anwenden von Heu-
ristiken spielen keine Rolle.’® Vernetzungen zu den Knoten Genese und ,,Nicht-

34 Vgl. (Lambert 2003).
35 Dadurch findet in diesem Schulbuch auch keine Vernetzung von Gebieten der Schul-
mathematik statt.

36 Einige Beweisaufgaben (beispielsweise S. 99, Nr. 17, s. 0.) eignen sich prinzipiell zur
Entwicklung und Umsetzung heuristischer Strategien, da sie komplexere Probleme dar-
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kognitive* Ziele sind im gesamten Kapitel nicht zu erkennen. Dabei hitte sich
das Unterkapitel iiber Primzahlen und das ,,Sieb des Eratosthenes* fiir einen
historischen Exkurs angeboten.?” Durch diese Auslassungen von (mdglicher-

weise interessanten?) geschichtlichen Aspekten, das formale Vorgehen und die
Einseitigkeit der Darstellungsformen und geforderten Tatigkeiten der Schiiler,
scheint ein Erreichen von ,,Nichtkognitiven* Zielen durch das Lehrwerk un-
wahrscheinlich. Da WORLE mit der ,,Tiifftelecke® aber zumindest an solche
Ziele von Unterricht gedacht hat, enthdlt der Vernetzungspentagraph eine Kante
von den Reprisentationen zu ,,Nichtkognitiven Zielen.3

Genese

Reprasentationen “Nichtkognitive” Ziele
Inferesse
Bereifschaft, Freude

Begiiffsideen: Objekte
(Terme, Gleichungen,
Flussdiagramme, Text)
Werkzeugeinsatz

Kreativitat
Werthaltungen *

Inhalte Tatigkeiten
Begiiffsideen: Charakterisierungen Tatigkeiten: Deduzieren, Formalisieren,
Theorieideen: Begrindungskultur Veraligemeinern

Inhatte (konkreter): Zahl

Schnittstellenideen, Selbsttatigkeit ?

Abb. 7: Vernetzungspentagraph des Kapitels ,, Teilbarkeitslehre* in Arithmetik 1 mit Geometrie

stellen. Diese Aufgaben sind meist als ,,Zusatzaufgaben“ gekennzeichnet, die ,,ohne
Schaden fiir den Gesamtlehrgang grundsétzlich iibergangen werden* konnen (Worle
1979, Vorwort). Es ist daher nicht davon auszugehen, dass es dem Autor in dem analy-
sierten Kapitel um die Schulung von Heuristiken und anderen Problemldsestrategien
ging.

37 Im Buch befindet sich lediglich die Anmerkung, dass Eratosthenes ein ,,griechischer
Gelehrter [war], der im 3. Jahrhundert v. Chr. lebte” (Wdrle 1979, S. 100).

38 Zu beachten ist bei der Untersuchung von ,,Nichtkognitiven Zielen, dass diese evtl.
vom Autor mit diesem Schulbuch gar nicht primér angestrebt wurden. Es ist durch aus
denkbar, dass WORLE eine Forderung von beispielsweise Interesse, Kreativitit und Wert-
haltungen nicht als Aufgabe des Schulbuches sah, sondern vorrangig als Aufgabe des
durch den Lehrer zu gestaltenden Unterrichtsklimas.
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So wie das Lehrwerk (Worle 1980) durch den damaligen (strukturmathemati-
schen) Zeitgeist geprigt ist, finden sich auch im Gymnasialwerk Mathematik
Neue Wege 5 von ARNO LERGENMULLER und GUNTER SCHMIDT zahlreiche
Aspekte, die sich von heute aktuellen Einfliissen und Uberzeugungen im Bezug
auf Unterricht ableiten. Das Schulbuch ist fiir einen schiilerzentrierten Unter-
richt konzipiert, der Selbsttitigkeit und eigenverantwortliches Lernen in den
Vordergrund stellt (S. 6-7). Dies wird schon im, den allgemeinen Aufbau der
Buchkapitel erkldrenden, Vorwort deutlich. Es ist in der ,,Du-Form* geschrieben
und betont die Wichtigkeit von selbststdndigem Lernen.

Ubungen

,Mathematik lernt man weniger durch Zuschauen als durch
eigenes Tun”.

Die Ubungen bieten reichlich Gelegenheit zu eigenen Aktivi-
taten zum Verstehen und Anwenden. Zusétzliche , Trainings-
angebote” fiihren zur Sicherheit.

Bei vielen Aufgaben findest du

"""""""""""""" e Maglichkeiten
hilfreiche Tipps und zur Selbst-
Lésungshinweise kontrolle

Abb. 8: Ausschnitt des Vorwortes von Mathematik Neue Wege 5 (S. 6)

Der inhaltliche Aufbau dhnelt dem von Arithmetik 1 mit Geometrie. In den An-
fangskapiteln werden Vorkenntnisse aus der Grundschule beziiglich des Rech-
nens mit natiirlichen Zahlen aufgegriffen und vertieft (Kap. 1 - Kap. 4). Daran
schlieBt sich eine propddeutische, konstruktiv-geometrische Behandlung der
Bruchrechnung an, die sich (zumindest inhaltlich) ebenfalls in (Worle 1980)
findet. Ein Unterschied in der Gliederung der Schulbiicher, der auch Auswir-
kungen auf das mithilfe des Vernetzungspentagraphen untersuchte Kapitel
,,Leilbarkeit der natiirlichen Zahlen* hat, stellen die nun folgenden Kapitel zur
Geometrie, in denen Kreise, Winkel und Rechtecke behandelt werden, dar.
Darauf aufbauend sind die Begriffe ,, Teiler” bzw. ,,Vielfaches* (vor einer algeb-
raischen Beschreibung) geometrisch als Seitenldngen verschiedener Rechtecke
mit gleichem Flacheninhalt (S. 197, Nr. 1) bzw. als Sprungweite (Landepunkte)
von Flghen auf einer Zahlengeraden (S. 198, Nr. 2) motiviert.** Die Endstellen-

39 Solche Vernetzungen zwischen algebraischen und geometrischen Darstellungen finden
sich im gesamten Kapitel. Beispielsweise bei der Begriindung der Teilbarkeitsquersum-
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regeln und Quersummenregeln fiir die Teilbarkeit durch die Zahlen 2, 5, 4, 3, 6,
8,9, 15, 25 und 100 werden nicht in Form eines Lehrtextes beschrieben, son-
dern konnen (mit den im Vorwort angekiindigten Losungshinweisen) selbst-
stindig entdeckt und erarbeitet werden (S. 200, Nr. 11, 12).4 Im Schulbuch
folgt eine Einfilhrung der Primzahlen als unteilbare ,,Diamanten im Zahlen-
reich® (S. 203), die mithilfe des ,,Siebs des Eratosthenes® ermittelt werden kon-
nen. Eine Implementierung des Verfahrens mit einem Tabellenkalkulationspro-
gramm findet sich nicht, obwohl das Buch bei anderen Themen Hinweise zum
Computereinsatz gibt (S. 8). Primfaktorzerlegungen werden durch Rechenbéu-
me visualisiert und, als eindeutiger ,,Fingerabdruck einer Zahl“ (S. 205), eben-
falls mit aulermathematischen Vorstellungen verkniipft. Der Einfithrung und
Berechnung von Primzahlen und Primzahlzerlegungen schlief3t sich ein (histori-
scher) Exkurs in die Zahlentheorie an (S. 206-208). Darin geht es um Primzahl-
zwillinge, Perfekte Zahlen, die ,,Goldbach-Vermutung™ und um die Jagd nach
einer grofiten bekannten Primzahl. Der Abschnitt {iber diese Jagd integriert auch
deren historischen Werdegang. Er beinhaltet die Aussage ,,EUKLID aus Alexand-
ria hat schon vor mehr als 2300 Jahren bewiesen, dass es unendlich viele Prim-
zahlen gibt“ (S. 208),*' die mittelalterlichen Uberlegungen von MERSENNE zur
Gestalt von Primzahlen und den 1903 von NELSON COLE erbrachten Bewesis,
dass 267 — 1 keine Primzahl ist. Zudem wird der mathematische ,,Sport, die
groBite bekannte Primzahl zu iibertreffen* (S. 208) beschrieben, bei dem noch
heute die Primzahl-Formel von MERSENNE bedeutsam ist. Dieser Exkurs gibt
exemplarisch Einblicke in die mathematische Forschungsgeschichte und zeigt,
dass Mathematik (immer noch) eine lebendige Wissenschatft ist.

Nach diesem zahlentheoretischen Einschub iiber Primzahlen folgt die Bestim-
mung des ggT und kgV. Dies geschieht zunichst durch systematisches Probie-
ren (Aufschreiben aller Teiler bzw. Vielfachen) und wird erst nach einigen
Ubungsaufgaben mittels Primzahlzerlegung systematisiert (S. 212, Nr. 12).

menregel fiir 9 (S. 202, Nr. 25) und bei der Einfiihrung des ggT als Seitenldnge des
kleinstens Quadrates, das durch Falten aus einem Rechteck entsteht (S. 209, Nr. 2).

40 Dabei werden die Regeln zur (Nicht-)Teilbarkeit einer Summe schon implizit benutzt.
Thre Begriindung wird erst danach gefordert (S. 201, Nr. 20).

41 Aus dieser Aussage wird dann gefolgert, dass es keine groBte Primzahl gibt. Unbe-
riicksichtigt bleibt, dass die Kausalitét eigentlich andersrum war. EUKLID bewies, dass es
keine grofite Primzahl gibt und daraus folgt, dass es unendlich viele Primzahlen geben
muss.
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Dazu soll das Verfahren, welches anhand eines Zahlenbeispiels dargestellt ist,
von Schiilern beschrieben werden. Die hierbei teilweise vorgegebenen Formu-
lierungen leiten die Schiiler zu einer verbal-begrifflichen Algorithmisierung. Ein
solches Nebeneinander von verbal-begrifflicher Beschreibung des Algorithmus
und seiner Durchfithrung am Zahlenbeispiel findet sich auch beim Euklidischen
Algorithmus, der das Kapitel iiber Teilbarkeit abschlieft.**

22 Der euklidische Algorithmus zur Bestimmung des ggT

1. Die Entdeckung:

Der ggT zweier Zahlen ist auch ein ggT (192; 72) 192 -72 =120
Teiler der Differenz.

2. Die Grundidee:

An Stelle der beiden Zahlen berechnet ggT (120; 72) 120-72= 48
man den ggT von der kleineren Zahl

und der Differenz.

3. Das Tolle daran: ggT (72; 48) 72-48= 24
Diesen Schritt kann man wiederholen,

so oft man will. Die Zahlen werden

immer kleiner und die Aufgabe immer ggl (48; 24) 48 -24= 24
einfacher.

4. Der Erfolg:

Ist die letzte Zahl O erreicht, dann ggT (24; 24) 24-24= 0
hoért man auf. Die vorletzte Zahl ist der =

gesuchte ggT. Oft erkennt man den ggT schon friiher. ggT (192; 72) = 24

Abb. 7: Euklidischer-Algorithmus in (Lergenmiiller/Schmidt 2009, S. 213)

Bei der begrifflichen Beschreibung des Algorithmus zielen Ausdriicke wie ,,Das
Tolle®, ,,die Aufgabe [wird] immer einfacher*, und ,,Der Erfolg™ auf affektive
Aspekte von Unterricht, wie Interesse und (Lern-)Bereitschaft ab. Auch steckt
in der Formulierung ,,Diesen Schritt kann man wiederholen, so oft man will“ die
Idee der Iteration. Damit bietet das Schulbuch an dieser Stelle, obwohl auch hier
nicht explizit auf einen moglichen Computereinsatz hingewiesen wird, eine
Maglichkeit mathematische und informatische Inhalte zu vernetzen.

Die nun schon angedeuteten Vernetzungsmoglichkeiten sollen wieder genauer
analysiert werden. Der Knoten Inhalte des Vernetzungspentagraphen beinhaltet
(&hnlich wie bei der Analyse von (Worle 1980)) Charakterisierungen von Zah-
len mittels Teilbarkeitsaussagen. Zu den algebraischen Inhalten kommen sowohl

42 Der Euklidische Algorithmus wird zwar erst am Ende des Kapitels beschrieben, die
ihm immanente Idee der Wechselwegnahme spielt allerdings schon bei der Einfiihrung
des Begriffs ,,gemeinsamer Teiler” eine Rolle (S. 213). Zudem finden sich im ganzen
Kapitel Hinweise auf das Leben und Wirken EUKLIDs (vgl. S. 206, Nr. 20, S. 208, S. 212,
Nr. 18, S. 213).
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geometrische Aspekte (Teiler als Seiten eines Rechtecks) als auch analytische
Aspekte (Beschreibung von Algorithmen). Auch Moglichkeiten zur Thematisie-
rung diskreter Inhalte finden sich im Kapitel, wenn auch nur implizit. Die Dar-
stellung des kgV als Treffpunkte auf einer kontinuierlich skalierten Zahlengera-
den (S. 210), der historische Exkurs in die Zahlentheorie und der Euklidische
Algorithmus sind Beispiele hierfiir. Das Kapitel vernetzt also die mathemati-
schen Gebiete Algebra (Zahlentheorie), Analysis, Geometrie und (implizit)
Diskrete Mathematik. Die geometrischen Inhalte bieten hierbei reichhaltigere
Darstellungen von Lerngegenstinden. Der Knoten Reprisentationen des Ver-
netzungspentagraphen enthélt die oben beschriebenen Darstellungen der Inhalte.
Konkret sind diese: Rechtecke, Mengen(-diagramme), Rechenbdume, Tabellen
und verbal-begriffliche Beschreibungen von Algorithmen. Zusétzlich zu dieser
Darstellungsvielfalt werden auch andere fiir die Begriffsbildung wichtige As-
pekte wie beispielsweise der intermodale Transfer zwischen enaktiver, ikoni-
scher und symbolischer Ebene beriicksichtigt (vgl. S. 209, Nr. 2). Das Schul-
buch regt (wie im Vorwort angekiindigt) im Umgang mit verschiedenen Inhal-
ten und deren Reprisentationen unterschiedliche Tétigkeiten an. Im Vorder-
grund stehen Heuristiken (beim Finden der Teilbarkeitsregeln) als Prozessidee,
Fragen und Argumentieren (besonders beim zahlentheoretischen Exkurs)* als
Schnittstellenideen sowie Algorithmisieren, Strukturieren und Formalisieren
(bei der Beschreibung der Algorithmen zur Bestimmung des ggT und kgV durch
Primfaktorzerlegung) als innermathematische Tatigkeitsideen. Zusétzlich zur
Vernetzung von Inhalten, Représentationen und Tatigkeiten bietet das Schul-
buch durch Beziige zum Leben und Werk EUKLIDs und insbesondere durch den
Exkurs in die Zahlentheorie Verbindungen von Inhalten und deren historischer
Genese. Eine Vernetzung zwischen Genese und Représentation findet nicht
statt. Als Besonderheit sei noch auf S. 208, Nr. 27 hingewiesen. Es soll berech-
net werden, wie viele Seiten des Schulbuches (78 Ziffern pro Zeile und 53 Zei-
len pro Seite) mit der Mersenne-Zahl 2216991 — 1 die 1985 von einem Mathe-
matiker als 65050-stellige Primzahl berechnet wurde, gefiillt werden konnten,
wenn die Zahl liickenlos im Schulbuch abgedruckt wére. Die Aufgabe stellt
einen Versuch dar, eine gewisse Werthaltung der Schiiler gegeniiber den (histo-
rischen) Errungenschaften von Mathematik zu vermitteln und zielt somit auf

43 Da im historischen Exkurs Titigkeiten angeregt werden, die im restlichen Kapitel nicht
im Vordergrund stehen, ergeben sich Vernetzungen zwischen den Knoten Genese und
Tétigkeiten.

25



,.Nichtkognitive* Ziele von Unterricht ab. Eine Vernetzung zu solchen Zielen
wird zusétzlich {iber die vielfaltigen Tétigkeiten, die hiufig spielerisch sind (S.
206, Nr. 19), und Reprédsentationen der Inhalte (vgl. Formulierung des Euklidi-

schen Algorithmus) ermdglicht. Zusammenfassend macht der Vernetzungspen-
tagraph folgenden Vernetzungsmoglichkeiten deutlich.

Genese |historische Aspekte
(Zahlentheorie)

Reprasentationen “Nichtkognitive” Ziele

Begriffsideen: Objekte
(Rechtecke, Terme,
Mengen, Baume)
Aspekte von
Begriffsbildung (E-I-S)

Interesse, Begeisterung
Bereitschaft, Freude
Kreativitat

Motorik

Werthaltung

Werkzeugeinsatz ?

Inhalte Tatigkeiten
Begriffsideen: Charakterisierungen Prozessideen: Heuristiken, Strategien
Theorieideen: Begriindungskultur Tatigkeiten/Schnittstellenideen: Fragen,
Inhalte (konkreter): Zahl, Raum & Argumentieren, Algorithmisieren,
Form, Messen, Algorithmen Strukturieren

Abb. 8: Vernetzungspentagraph des Kapitels ,, Teilbarkeit der natiirlichen Zahlen* in Mathematik
Neue Wege 5

Das Heron(?)-Verfahren

Ein Blick in das (sehr knappe) Vorwort des Mittelstufenbandes Algebra 2 von
TiTZE, WALTER und FEUERLEIN zeigt, dass der Schwerpunkt des Buchs wieder
auf den Aufgabenteilen liegt. Die Aufgaben sind nach zeitlichem Umfang und
Schwierigkeitsgrad differenziert. Methodische Hinweise zum Vorgehen des
Buchs gibt es keine.** Ebenfalls fehlen die im Unterstufenband zur ,,methodi-
schen Einstimmung® dienenden Voriibungen (Woérle 1980, Vorwort) vor den
jeweiligen Kapiteln. Das Lehrwerk besteht also aus einem Lehrtext, der durch
Aufgabenblocke unterbrochen ist.

Dem zu untersuchenden Abschnitt ,,Ndherungsweise Berechnung von Quadrat-
wurzeln“ gehen inhaltlich die Einfiihrung von Quadratwurzeln als (eindeutige)

44 Auch im ersten Teil der Mittelstufenbinde Algebra I finden sich keine methodischen
Hinweise im Vorwort (vgl. (Titze, Walter, Feuerlein 1974, S. 3)).
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Losungen von reinquadratischen Gleichungen und deren Berechnung mittels
Losungsverfahren fiir Gleichungen (binomische Formeln) und Intervallschach-
telungen voraus.*> Zudem wird der Kérper der reellen Zahlen, als notwendige
Erweiterung des bisherigen Zahlenbereichs, axiomatisch eingefiihrt (S. 184-
186). Daran schlieBt sich ein Lehrtext ,,Zur Geschichte der reellen Zahlen* an,
der knapp auf die historischen Entwicklungen des Zahlbegriffs von den Babylo-
niern bis zur Neuzeit eingeht (S. 189). Ausgehend von dieser historischen Dar-
stellung wird nun ein Verfahren der numerischen Mathematik zur ndherungs-
weisen Berechnung von Quadratwurzeln entwickelt, dessen Rechenaufwand
geringer als bei der Intervallschachtelung ist (S. 189).

B. I zur h von

Berechne nach dem Vorbild in Abschnitt A far ]‘5 zwei Verbesserungen, beginnend mit dem
Naherungswert 2!
Soll zu einer beliebigen rationalen Zahl? a> 0 die Quadratwurzel berechnet werden
und ist ein Naherungswert x, bekannt, so lautet der Ansatz:
Xy =X+ d,
Es soll gelten:
(x+d,)?=a

< Xg+2x,d,+di=a
Gilt df <2x,d,, d.h. ist d} iber 2x,d, vernachlé klein, so gilt ndherungs-
weise

a—x3
2x, '

und wegen x,=x,+ d, ist dann x,= %(x°+ Xi)
\ o

d,=

Abb. 9: Schematische Darstellung des Naherungsverfahrens zur Berechnung von Quadratwurzeln.
Entnommen aus (Titze 1975, S. 190).

Die Idee des Verfahrens ist, ausgehend von einer bekannten Naherung x, fiir die
zu berechnende Quadratwurzel eine bessere Néherung zu berechnen, indem der
Fehler d;, der bei dieser Naherung gemacht wurde, immer kleiner gemacht
wird. Die schematische Darstellung des Iterationsverfahrens zeigt, dass es sich
um das Heron-Verfahren handelt. Der Bezeichner ,, Heron-Verfahren® und die
eigentlich mit dem Verfahren verbundenen geometrischen Aspekte spielen im
Lehrwerk allerdings keine Rolle. Dafiir werden die Begriffe ,,Rekursionsformel
(S. 190), ,,Genauigkeitsbedingung® (S. 191) und ,,Flussdiagramm® (fakultativer
Abschnitt S. 191-193)* eingefiihrt, die aus dem Bereich der diskreten Mathema-

4 Dabei werden der Eindeutigkeitssatz fiir die Losung einer reinquadratischen Gleichung

und die Eindeutigkeit der irrationalen Zahl, die in allen Intervallen einer Intervallschach-

telung liegt, deduktiv bewiesen (S. 174, S. 179).

46 Dass Flussdiagramme als fakultativ gekennzeichnet sind, sagt nichts {iber deren inhalt-

liche Verzichtbarkeit aus. Es ist der zur damaligen Zeit noch nicht standardmifBigen
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tik stammen und eine Vernetzung von mathematischen und informatischen
Inhalten ermdglichen. Auch der sich anschlieBende Abschnitt iiber ,,Genauigkeit
und Fehler” (S. 195-198) beim Rechnen mit Naherungswerten, der absolute und
relative Fehler und deren Fortpflanzung beim Rechnen behandelt, stellt einen
Beriihrungspunkt von Mathematik und Informatik dar.*’

Eine Zusammenfassung mithilfe des Vernetzungspentagraphen liefert fiir den
Knoten Inhalte folglich Begriffsideen wie Charakterisierung von Zahlen und
(konkretere) Inhaltsideen wie die Ausarbeitung eines algorithmischen Verfah-
rens. Die mathematischen Gebiete Algebra, Analysis (Fehlerabschitzung) und
diskrete Mathematik werden untereinander und mit informatischen Inhalten
vernetzt. Der Knoten Représentationen beinhaltet verschiedene Darstellungen
der Inhalte als Terme, Gleichungen, Flussdiagramme und die algebraischen und
begrifflichen Beschreibungen von Algorithmen. Zudem ist der Werkzeugeinsatz
gefordert. Weitere Aspekte von Begriffsbildung bleiben unberiicksichtigt. Die
im Buch angeregten Tétigkeiten gehen im untersuchten Abschnitt iiber reines
Berechnen und Nachvollziehen des Lehrtextes kaum hinaus. In den Abschnitten
zu Quadratwurzeln und der Intervallschachtelung sind auch einige Beweise zu
filhren. Dort werden also Titigkeitsideen wie Deduzieren und Formalisieren
angesprochen. Schnittstellenideen spielen auch dort keine Rolle. Vernetzungen
zur Genese sind im Einschub ,,Zur Geschichte der reellen Zahlen* angedeutet,
werden aber im untersuchten Abschnitt nicht ernsthaft verfolgt.*® Der Exkurs ist
der einzige ldngere Lehrtext im Kapitel. Somit ergeben sich aus der speziellen
Wahl der Darstellungsform Vernetzungen zwischen den Knoten Reprisentatio-
nen und Genese. Der historische Exkurs kann Interesse bei Schiilern anregen
und damit ein Erreichen von , Nichtkognitiven® Ziclen des Unterrichts zumin-
dest andeuten.* Eine stéirkere Vernetzung zu den Zielen im affektiven Bereich

Verfiigbarkeit von Computern geschuldet. Daher sind auch alle Aufgaben, zu deren
Bearbeitung ein Computer nétig wére als fakultativ gekennzeichnet (vgl. S. 194, Nr. 2).
47 Die Uberlegungen zu Fehlern werden allerdings nicht auf das vorher vorgestellte Itera-
tionsverfahren {ibertragen. Damit wird die Chance zu einer, in der Informatik sehr wich-
tigen, Verfahrensanalyse ausgelassen. Beispiele aus der Physik mit ungenauen Eingangs-
daten dienen stattdessen als Anwendung der Fehlerrechnung (S. 197).

48 Beleg dafiir auch ist die Interpretation des (historisch gesehen geometrisch motivier-
ten) Heron-Verfahrens als rein numerisches Verfahren.

49 Titigkeiten und Reprisentationen sind insgesamt zu einseitig, um zum Erreichen

,,Nichtkognitiver* Ziele beizutragen.
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schafft das Lehrwerk jedoch iiber andere dargebotene Inhalte. Durch die aus-
fithrliche Thematisierung von Fehlern bei Néherungswerten kann Schiilern eine
gewisse Werthaltung im Umgang mit der meist exakt erscheinenden Mathema-
tik vermittelt werden. Die Anwendung der Fehlerrechnung auf physikalische
Inhalte dient einer Forderung von Interesse und Bereitschaft. Defizite aufseiten
der ,,Nichtkognitiven Ziele liegen im Bereich von Kreativitat.

historische
Aspekte (Reelle
Zahlen)

Genese

Reprasentationen “Nichtkognitive” Ziele

Inferesse
Bereifschaft, Freude
Werthaltungen

Begiiffsideen: Objekte
(Terme, Gleichungen,
Flussdiagramme, Text)

Werkzeugeinsatz
Kreativitat ?

Aspekte von
Begriffsbildung  *

Tatigkeiten

Begriffsideen: Charakterisierungen Tatigkeiten: Deduzieren, Formalisieren,
ITheorieideen: Begrundungskultur Veraligemeinern

Inhalte (konkreter): Zahl (Algorithmus, Fehler)

Schnittstellenideen ?

Abb. 10: Vernetzungspentagraph des Kapitels ,,Naherungsweise Berechnung von Quadratwurzeln®
in Algebra 2

Der Band fiir die Klassenstufe 8 der Mathematikschulbuchreihe , Mathematik
Neue Wege* kniipft im methodischen Vorgehen an den Unterstufenband fiir die
5. Klasse an und transportiert die gleiche Uberzeugung von Lernen als aktivem
selbstgesteuerten Prozess. Dies zeigt sich im Vorwort, das sich wortwortlich
schon im Band fiir die 5. Klasse findet. Somit ergeben sich fiir einen Vergleich
der Methodik der Bénde Algebra 2 und Mathematik Neue Wege 8 die gleichen
Unterschiede wie beim Vergleich der Bénde Arithmetik 1 mit Geometrie und
Mathematik Neue Wege 5. Doch auch im inhaltlichen Aufbau geht Mathematik
Neue Wege § diesmal einen anderen Weg als Algebra 2. Das Schulbuchkapitel
,»Reelle Zahlen“ (welches das Heron-Verfahren enthilt) gliedert sich in eine
Einfithrung des Wurzelbegriffs und Verfahren zur ndherungsweisen Berechnung
von Quadratwurzeln. Erst danach kommen die Erweiterung des bekannten
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Zahlbereichs®® (S. 110 ff.) und Rechenregeln fiir Wurzelterme mit und ohne
Variablen (S. 118 ff.). Aus dem unterschiedlichen inhaltlichen Aufbau der bei-
den Schulbiicher allein ergeben sich jedoch keine Konsequenzen fiir den Aufbau
des Unterkapitels zur ndherungsweisen Berechnung von Quadratwurzeln, da in
(Titze/Walter/Feuerlein 1974) die vorher bereitgestellten Inhalte, wie Rechenre-
geln fiir Wurzelterme, dort nicht benutzt wurden. Unterschiede resultieren eher
aus den verwendeten Darstellungen, die in Neue Wege § reichhaltiger sind als in
Algebra 2. Das zeigt sich schon im Einfithrungskapitel, das Wurzeln algebraisch
als Losungen von quadratischen Gleichungen und geometrisch als Seitenléngen
von Quadraten einfiihrt. Zundchst sind Quadratwurzeln nur durch systemati-
sches Ausprobieren bzw. Uberschlagsrechnungen bestimmbar (S. 97, Nr. 5 bzw.
S. 99, Nr. 9). Diese Verfahren werden dann zur Intervallschachtelung (als Folge
von ,,Lupen® auf der Zahlengeraden) systematisiert (S. 100).>! Das Zusammen-
spiel von algebraischen und geometrischen Darstellungen (und dariiber hinaus
die Beriicksichtigung von verschiedenen Darstellungsebenen) bleibt auch bei
der sich anschlieBenden Einfilhrung des Heron-Verfahrens erhalten. Hierzu
wird, ausgehend vom (auBermathematischen) Beispiel eines Pizzabédckers, der
einen Pizzateig rotierend in die Luft wirft, um ihn zu vergroBern, bis er in die
Pizzaform passt, die Anndherung eines Rechtecks an ein fldchengleiches Quad-
rat demonstriert (S. 103). Dieses (zunédchst rein) geometrische Verfahren wird
dann tiber eine verbal-begriffliche Beschreibung anhand eines Zahlenbeispiels
zu seiner formal-algebraischen Darstellung tiberfiihrt.

30 Das Unterkapitel zur Erweiterung des Zahlenbereichs dient auch der systematischen
Einfithrung und Behandlung verschiedener Beweisverfahren. Teilweise werden die Be-
weistechniken an historischen Beispielen demonstriert (S. 116, Bsp. E, EUKLIDs Beweis
fiir die Irrationalitit v2 von bzw. S. 117, Nr. 22, Beweis der Irrationalitit des Verhltnis
von Seitenldnge und Diagonale im Quadrat).
3! Mithilfe von Intervallschachtelungen werden Werte der Wurzelfunktion berechnet und
der zugehdrige Graph gezeichnet (S. 101, Nr. 17). Die Richtigkeit der Formel fiir den
Euklidische Abstand eines Punktes zum Ursprung soll anhand von Berechnungen und
Messen in einer Zeichnung iiberpriift werden (S. 101, Nr. 19).

30



12em?| -

12cm?

Das Heron’sche Naherungsverfahren zur Bestimmung von /12

Beim Heronverfahren wird z.B. ein Rechteck
mit dem Flacheninhalt 12 cm? schrittweise
immer ,quadratischer” gemacht. Dabei bleibt
der Flacheninhalt erhalten.

Geometrische Darstellung

Rechenverfahren

Starte mit einem Rechteck mit dem Flachen- Naherungswert
inhalt 12 cm?, z.B. mit der Breite x = 2 cm und X=2 ¥=6
-2 cm~ der Lange y = 6 cm. Wichtig: Das Produkt muss
12 ergeben.
Verwandle das Rechteck in ein flacheninhalts- B 208 _ 4
X,= =u6_
gleiches Rechteck. T ]
— Neue Breite ist der Mittelwert aus ,alter” y,=2=12_3

Breite und Lange.
— Neue Linge ist der Flacheninhalt 12 cm?
dividiert durch neue Breite.

Verwandle dieses Rechteck erneut in ein

flacheninhaltsgleiches Rechteck.

- Neue Breite ist der Mittelwert aus ,alter”
Breite und Lange.
Neue Lange ist der Flicheninhalt 12 cm”
dividiert durch neue Breite.

usw.

Abb. 11: Heron-Verfahren (Lergenmiiller/Schmidt 2010, S. 105)

In diesem Abschnitt steht allerdings nicht das Heron-Verfahren im Mittelpunkt,
sondern es geht allgemeiner um Iterationsverfahren (zur Wurzelbestimmung).>
Dem Heron-Verfahren kommt dabei, durch seine schnelle Konvergenzge-
schwindigkeit (S. 106, Bsp. B und C), eine Stellung als ,,Primus inter Pares zu.
Es werden aber auch das Intervallhalbierungsverfahren in Form eines Flussdia-
gramms bzw. einer formal-algebraischen Beschreibung (S. 104, Nr 2) und zwei
weitere Iterationsverfahren, die eigensténdig erarbeitet werden sollen, eingefiihrt
(S. 107, Nr. 9 bzw. S. 109, Nr. 16). Neben reinen Ubungsaufgaben zu den Ver-
fahren (beispielsweise S. 106, Nr. 5, 6) kommen viele Aufgaben vor, die zur
Analyse der Algorithmen anleiten. Beispielsweise werden der Einfluss des
Startwerts auf die Konvergenzgeschwindigkeit des Heron-Verfahrens (S. 106,
Bsp. B und S. 108, Nr. 12) und der Zusammenhang zwischen Intervallhalbie-
rungsverfahren und Intervallschachtelung (S. 106, Nr.7) untersucht. Diese Stelle
bietet Vernetzungsmoglichkeiten zu informatischen Inhalten.

Von der inhaltlichen Beschreibung des Kapitels ,,Reelle Zahlen* und seines
Unterkapitels ,,Wurzeln und Naherungsverfahren® lisst sich ableiten, welche
Aspekte der Knoten Inhalte des Vernetzungspentagraphen enthdlt. Auf einer
iibergeordneten Ebene geht es wiederum um die Begriffsidee ,,Charakterisie-

2 Vgl. den blauen Kasten auf S. 107, in dem wichtige Begriffe (Iterationsvorschrift,
Startwert, Index) im Zusammenhang mit Iteration eigefiihrt werden.
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rung (von Zahlen). Die mathematischen Gebiete Algebra, Analysis, Geometrie
und Diskrete Mathematik werden vernetzt. Gleichzeitig steht wieder eine durch
aktuelle Uberzeugungen von Unterricht und Lernen geprigte Begriindungskul-
tur im Vordergrund. Als Beweise sind formal-algebraische und verbal-
begriffliche Argumentationen zugelassen, was zeigt, dass nicht ein streng de-
duktives Vorgehen im Vordergrund steht, sondern der Fokus eher auf dem Ver-
stehen und Durchdringen von Beweisideen und —verfahren liegt. Verschiedene
Darstellungen von Beweisen und anderen Inhalten schaffen Vernetzungen zum
Knoten Représentationen. Er enthélt aus der Kategorie der Begriffsideen Objek-
te wie Seitenldngen von Rechtecken und Quadraten, Terme und Gleichungen,
Tabellen und verschiedene Beschreibungen von Algorithmen. Tabellenkalkula-
tionsprogramme und der grafische Taschenrechner sollen als Werkzeuge zur
Implementierung des Heron-Verfahrens eingesetzt werden (S. 108, Nr. 10,
11).5* Zudem werden auch andere fiir Begriffsbildung wichtige Aspekte beriick-
sichtigt. Das Einfiihrungsbeispiel zum Heron-Verfahren fordert von den Schii-
lern die Regelhaftigkeit, die in der (hier noch ikonischen) geometrischen Dar-
stellung steckt, herauszufinden und so bewusst den Ubergang zwischen ikoni-
scher und symbolischer Darstellungsebene zu vollzichen.>* Konkret spielen
dabei Tatigkeitsideen wie beispielsweise Fragen, Argumentieren, Deduzieren
und Verallgemeinern eine Rolle.”® Gerade beim Erkunden und Beweisen des
Konvergenzverhaltens der Iterationsverfahren ist auch das Aktivieren von Heu-
ristiken gefordert. Diese Ideen beinhaltet der Knoten Tétigkeiten des Vernet-
zungspentagraphen. Vernetzungen zur Genese der Inhalte sind im Abschnitt
zum Heron-Verfahren eher weniger vorhanden und beschrianken sich auf Aus-

33 Um das Nebeneinander von algebraischen und geometrischen Darstellungen des He-
ron-Verfahrens beizubehalten, wire das Programm ,,GeoGebra“ geeignet. Hierfiir bietet
sich eine Datei von MATTHIAS HORNOF an, die beide Darstellungen enthélt und dariiber
hinaus noch zur Thematisierung von pixelbedingter Diskretisierung bei Computerdarstel-
lungen genutzt werden kann (Hornof 2013). Wéhlt man dort beispielsweise den Startwert
2 fiir die Berechnung von v10, so veréindern sich nach der 3. Iteration zwar noch die
angegebenen Dezimalstellen der Zahlenwerte nicht jedoch die grafische Darstellung des
approximierten Quadrats. Eine Konsequenz der im Computer ndtigen Diskretisierung
und Pixelung. Andere Beispiele und deren mogliche Thematisierung im Mathematikun-
terricht, fiir durch Diskretisierung und Pixelung hervorrufbare Fehldarstellungen des
Computers, finden sich in (Lambert/Selzer 2005).

34 Die enaktive Ebene findet im Kapitel allerdings keine Beriicksichtigung.

35 Da diese Titigkeiten auch durch den Darstellungswechsel angeregt werden, resultieren
daraus Vernetzungen zwischen den Knoten Représentationen und Tatigkeiten.
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sagen wie ,,schon seit mehreren tausend Jahren ist den Menschen bekannt, dass
man nur in besonderen Fillen Wurzeln exakt mit Dezimalzahlen angeben kann*
(S. 105) und eine Aufgabe zu einer Niherung fiir v3 von ARCHIMEDES (S. 108,
Nr. 13).° Ein Erreichen von ,Nichtkognitiven* Zielen des Unterrichts wird in
diesem Abschnitt besonders iiber die verschiedenen Tatigkeiten und Reprasenta-
tionen angestrebt. Beim Einsatz von Tabellenkalkulationsprogrammen sollen
die Schiiler beispielsweise als ,,Experten agieren und an vielen anderen Stellen
zu eigenstandigen Forschern werden (S. 108, Nr. 12). Die Formulierungen der
Arbeitsauftrige und die vielseitigen Tétigkeiten zielen somit auf Interesse, Be-
reitschaft, Freude und Kreativitit aus dem Bereich der ,,Nichtkognitiven* Ideen
ab.

Genese|historische
Aspekte

Reprasentationen “Nichtkognitive” Ziele
Begriffsideen: Objekte Interesse

(Seitenlangen, Terme, Bevewt_sc‘:hcﬁ, Freude
Gleichungen, Tabellen) Kreativitat

Aspekte von

Begiiffsbildung Werthaltung ?

Werkzeugeinsatz

Inhalte Tatigkeiten
Begiiffsideen: Charakterisierungen Prozessideen: Heuristiken
Theorieideen: Begrundungskultur Tatigkeiten: Algorithmisieren,
Inhalte (konkreter): Zahl, Raum und Form, Approximieren, Optimieren, Formalisieren
Algorithmen Schniftstellenideen: Fragen, Argumentieren

Abb. 12: Vernetzungspentagraph des Kapitels ,,Wurzeln und Naherungsverfahren in Mathematik
Neue Wege 8

4. Fazit und Ausblick

Mithilfe des aus der Theorie Fundamentaler Ideen hergeleiteten Vernetzungs-
pentagraphen wurden Inhalte in Schulbiichern auf die dort vorhandenen Vernet-
zungsmoglichkeiten zwischen wichtigen Aspekten von Unterricht untersucht.

6 Reichhaltigere Vernetzungen zu historischen Aspekten finden sich im Unterkapitel
L lrrationale Zahlen®.
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Die jeweils vorangestellte inhaltliche und methodische Beschreibung der unter-
suchten Schulbuchkapitel ermdglichte eine Herleitung von (impliziten und ex-
pliziten) Vernetzungen zwischen Inhalten, Représentationen, Tatigkeiten, Gene-
se und ,,Nichtkognitiven Zielen. Auf inhaltlicher Seite wurde dabei besonders
auf Vernetzungen zwischen den klassischen Gebieten der Schulmathematik und
Diskreter Mathematik geachtet und untersucht, ob Vernetzungen zu informati-
schen Inhalten zumindest implizit enthalten sind. Die Analyse zeigte, dass trotz
inhaltlich dhnlichem Aufbau der sich entsprechenden Kapitel, unterschiedliche
Vernetzungspotentiale entstehen kdnnen. Ein Vergleich der zwei Béinde der
gleichen Schulbuchreihe macht deutlich, dass sich auch im Zuge eines Spiral-
curriculums angestrebte Vernetzungen dndern. Beispielsweise werden in Algeb-
ra 2 Vernetzungen zur Genese von Inhalten und den ,,Nichtkognitiven* Zielen
von Unterricht angestrebt, die im Unterstufenband Arithmetik 1 mit Geometrie
fehlen. In beiden Schulbuchreihen sind Vernetzungen zwischen Mathematik und
Informatik in den Mittelstufenbéanden deutlicher als in den Unterstufenbanden.

Insgesamt kann der Vernetzungspentagraph als Analysewerkzeug aufseiten von
Lehrpersonen verstanden werden, der die Existenz oder eben Auslassung von
Vernetzungsmoglichkeiten, erkennen lédsst. Auf dieser Basis bleibt es Aufgabe
jedes Nutzers stimmige Entscheidungen fiir die Aufbereitung und Durchfiihrung
seines Unterrichts zu treffen und umzusetzen. Weiterhin ist zu beachten, dass
die Kanten des Vernetzungspentagraphen keine Aussage dariiber machen, ob
Vernetzungen zwischen Knoten paarweise sind oder ein Zusammenspiel von
mehreren Vernetzungen stattfindet. Auch eine Unterscheidung der Kanten nach
explizit oder implizit auftretenden Vernetzungsmoglichkeiten und danach, ob
Vernetzungen zwischen Knoten nur an einzelnen Stellen (z. B. bei einer
Ubungsaufgabe) vorkommen oder sich wie ein roter Faden durch das gesamte
Schulbuchkapitel ziehen, wurde (noch) nicht vorgenommen. Eine solche Aus-
differenzierung steht noch aus und kann zum Thema weiterer Forschungsarbei-
ten werden.
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