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Horst Hischer

Zur Aquivalenz von Gleichungen und von Ungleichungen

Die ,,Aquivalenz von Gleichungen* (und die von Ungleichungen) scheint auf
sog. ,,Aquivalenzumformungen® zu beruhen, die im Rahmen des Losens von

Gleichungen usw. als Umformungstechniken verwendet werden. Jedoch tritt

der Terminus ,,Aquivalenz‘ hier in jeweils unterschiedlicher Bedeutung auf.

1 Vorbemerkung

Im Anschluss an das Erscheinen meines Essays ,Was ist eine Gleichung?*
(2021) wies mich Reinhard Oldenburg (Univ. Augsburg) darauf hin, dass
ich nicht auf die von ihm betrachtete Aquivalenz von Gleichungen (2016)
eingegangen sei. Dieser zutreffende Fakt stand jedoch nicht im Fokus
meiner zugrunde liegenden ,Studien zum Gleichungsbegriff © (2020).
Auch war (wohl nicht nur) fiir mich bis dato eine solche Aquivalenz
ebenso wenig problembehaftet wie zuvor schon der Umgang mit dem
Gleichungsbegriff: Diese Aquivalenz zeigte sich in der Ubereinstimmung
der ,,L6sungsmengen** zweier Gleichungen (allgemeiner: zweier ,,numeri-
scher Aussageformen) beziiglich einer gemeinsamen ,,Grundmenge* G,
und zwar mit der Konsequenz, dass deren LGsungsmengen von der jewei-
ligen Grundmenge abhangen, was beispielsweise formalisierbar ist durch
Az, y, ...) e Ay, y, ...),

wobei ,,<<* hier ,,logische Aquivalenz‘“ bedeutet.

Der o. g. Hinweis von Oldenburg war fiir mich Anlass zu einer vertie-
fenden Betrachtung: Zundchst war aus dieser didaktischen Motivation
heraus zu priifen, ob es bereits in der Mathematik beziiglich der ,,Aquiva-
lenz von Gleichungen® ein stabiles definites Verstindnis gibt. Daher be-
zog ich auch Ulrich Felgner (Univ. Tiibingen) in grundlagentheoretische
Betrachtungen zur Mathematischen Logik mit ein. Beiden Kollegen habe
ich fiir die so angeregten weiteren, vertiefenden Reflexionen zu danken,
ebenso Wilfried Herget (Univ. Halle-Wittenberg) filir kritisch-konstruk-
tive Riickmeldungen wéhrend der Entstehung dieser Darstellung.

Nachfolgend wird das Ergebnis skizziert, auch Ungleichungen bertick-
sichtigend. Verallgemeinernd betrifft dies dann die Frage nach moglichen
Bedeutungen einer ,,Aquivalenz numerischer Aussageformen®. Es wird
der in (Hischer 2020; 2021) definierte Gleichungsbegriff zugrunde gelegt.
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2 Ein kurzer Blick in die Literatur

Zunichst sei exemplarisch ein Blick in das ,Lexikon der Mathematik
(2000) geworfen: Die Wortbestandteile ,,Aquivalent-*“ bzw. ,,Aquivalenz-*
tauchen in der Stichwortliste 8-mal bzw. 18-mal in unterschiedlichen Zu-
sammenhédngen auf, was deren Bedeutung fiir die Mathematik betont,
zugleich aber auch die vielfiltigen Kontexte von ,,dquival...“ im Sinne
von ,,gleichwertig®. Diese ,,Gleichwertigkeit™ scheint also in der Mathe-
matik stets einer kontext-bezogenen Interpretation zu bediirfen. Anderer-
seits begegnet uns die ,,Aquivalenz® im Terminus ,,Aquivalenzrelation®
ganz offensichtlich auch abstrakt in kontext-unabhangiger Bedeutung.

Ulrich Felgner analysierte kiirzlich die ,,Aquivalenz* gemeinsam mit
der ,,Gleichheit“ und der ,lIdentitit“ im Sinne eines grundlegenden
Begriffs (Felgner 2020), und zwar schreibt er u. a. zundchst mit Bezug
auf die lateinischen Wurzeln (ebd., S. 112):

Die Relation der ,,Aquivalenz* ist demnach im urspriinglichen Wortsinne

eine Relation der Gleichwertigkeit, also eine Relation der Gleichheit, die
aber nur die Wertigkeit (oder die Grof3e) betriftt.

Er weist darauf hin, dass Giuseppe Peano den Begriff der Aquivalenz-
relation 1894 mit den wohlbekannten Eigenschaften reflexiv, symme-
trisch und transitiv in die Mathematik eingefiihrt habe, wobei die Gleich-
heitsrelation dieselben Eigenschaften habe, beide also synonym seien
(was ,,dasselbe benennend® bedeutet), womit sie zwar dieselbe Extension
hétten, jedoch nicht dieselbe Intension (ebd., S. 117), und er merkt an:
Niemand wiirde in einem mathematischen Kontext den Ausdruck ,,ist gleich*
durch ,,ist aquivalent ersetzen — auch nicht umgekehrt. Anders als im Begriff

der Gleichheit muB3 im Begriff der Aquivalenz nicht explizit auf die Uberein-
stimmung der jeweils relevanten Merkmale Bezug genommen werden.

Zuriick zum ,Lexikon der Mathematik‘: Unter den dort angegebenen 26
Stichworten zu ,,dquival...” kommt keines vor, das auf ,dquivalente
Gleichungen* oder ,,Aquivalenz von Gleichungen® verweist. Jedoch tritt
das Stichwort ,,Aquivalenzumformung“ auf, und zwar mit Verweis auf
die Eintrdge ,,Rechnen mit Gleichungen* und ,,Rechnen mit Ungleichun-
gen®. Der erste dieser beiden letztgenannten lexikographischen Eintrage
beginnt wie folgt:
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Rechnen mit Gleichungen, das Umformen von 7 Gleichungen in andere
Gleichungen, meist mit dem Ziel des Vereinfachens und 71 Lsens von Glei-

chungen.

Das Anliegen dieses Eintrags — auf den vom Stichwort ,,Aquivalenz-
umformung** aus verwiesen wird! — ist die Ermittlung aller Lésungen
einer Gleichung beziiglich einer gegebenen Menge, z. T. ,,Definitions-
bereich* oder auch ,,Grundmenge* genannt (s. o0.).

In dem Eintrag steht u. a. ,,meist mit dem Ziel des Vereinfachens®,
was nicht zufriedenstellen mag, denn ein ,,Vereinfachen* ist kaum objek-
tivierbar (und eher nicht definierbar), obwohl Kenner dafiir situativ ein
gutes Gefiihl haben mogen. Das dann folgende ,,L.osen von Gleichungen*
wird zwar im didaktischen Kontext ein vorrangiges Ziel sein, es sei denn,
dass es situativ darum geht, im Sinne von ,,Fingeriibungen* einen gege-
benen Term in einen konkreten anderen zu tberfiihren. (Vielleicht erklart
sich damit das vorausgehende ,,meist”, das grammatisch hierauf zu be-
ziehen ist.) Es folgt eine umfangreiche Darstellung, die wie folgt beginnt:

Man unterscheidet dabei zwischen dquivalenten Umformungen, bei denen
sich die Losungsmenge der Gleichung nicht dndert, und nicht-dquivalenten
Umformungen, die die Losungsmenge moglicherweise dndern. [...]

Es ist anzumerken, dass hier von ,,dquivalenten Umformungen* gespro-
chen wird, obwohl das vorausgehende Stichwort , Aquivalenzumfor-
mung® ist, das per se nicht dasselbe bedeutet, wobei wir aber fiir das
Weitere wohl unterstellen miissen, dass bei beiden dasselbe gemeint ist.
»~Aquivalenzumformungen* von Gleichungen sind demgemiB durch
den Erhalt ihrer Losungsmengen gekennzeichnet, wobei die Existenz einer
solchen Losungsmenge dann das Vorliegen einer konkreten Grundmenge
einzusetzender Individuen voraussetzen wird. Statt nun zu definieren,
was ,,Aquivalenzumformungen® sind, wird fiir zwei Gleichungen G, und
G, folgende (als Definition anzusehende) Kennzeichnung beziiglich einer
dort ,,.Definitionsbereich* genannten Grundmenge D wie folgt formuliert:

Gy ~p Gy & Lp(G)) = Lp(Gy) (*)

Wir konnen die linke Seite als ,,G ist beziiglich D édquivalent zu G,
lesen, und das wird hier als gleichbedeutend mit der Ubereinstimmung
der beiden dort so genannten Lésungsmengen beziiglich D beschrieben.
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Als Relationszeichen wird in (x) die bei (allgemeinen) Aquivalenzrela-
tionen tibliche Tilde ~ in der zunichst modifizierten Form ~, verwendet,
ergidnzt um den Hinweis, dass ,,man ~ anstelle von ~, schreiben* kann,
falls der ,,Definitionsbereich aus dem Zusammenhang ersichtlich* ist.

Es ist noch anzumerken, dass ~, in der Tat eine Aquivalenzrelation
ist, weil diese Relation hier definitorisch auf die Gleichheitsrelation
zuriickgefiihrt wird (s. 0.), die bekanntlich eine Aquivalenzrelation ist.

Obiges Zitat dient der Beschreibung ,.dquivalenter Umformungen®,
und die ebenfalls erwédhnten ,nicht-dquivalenten® tauchen wohl nur auf,
um somit fehlerhafte Umformungen benennen zu kénnen. Der Terminus
,,Losungsmenge* wird hier undefiniert verwendet, aber an anderer Stelle
tritt (dort synonym zu verstehen) der Eintrag ,,Erfiillungsmenge* auf.

Mit Bezug auf den Termbegriff der Mathematischen Logik folgt ein
Katalog ,,zuldssiger Umformungsregeln, die von einer (aus Termen
gebildeten) Gleichung zu einer dazu dquivalenten gemal (*) fithren. Ein
Term ist dabei eine ,,aus Konstanten, Variablen, Operations- und Funk-
tionssymbolen nach den Gblichen Regeln des ,Formelbaus‘ zusammenge-
setzte Zeichenreihe® (ebd.), die rekursiv erzeugt werden kann. Wir be-
achten, dass dazu eine konkrete Struktur vorliegen muss, iiber der solche
Terme gebildet werden (z. B. ein Korper), dass ferner fiir die betrachteten
Terme ggf. gemeinsame ,,.Definitionsbereiche vorauszusetzen sind. Es
folgen Umformungsregeln fiir die Aquivalenz je zweier Gleichungen:

(GD) (Tl - Tz) ~ (TQ - Tl)

Diese Regel mag trivial erscheinen, sie ist aber wichtig, denn sie gilt
z. B. nicht fiir Ungleichungen vom Typ ,,<* bzw. ,,>*“. Weitere Regeln be-
treffen die eigentliche Termumformung. Dazu sei T ein weiterer Term,
,,dessen Definitionsbereich den der Gleichung 7, = T, enthalt” (ebd.):

G2) (T'=T)~(T1+T1T)=T1T,+1)

G3) (I'=T)~(T1-1)=T1,-1)

Im Sinne von ,,auf beiden Seiten dasselbe machen® — z. B. ist bei (G2)
die ,,Addition von 7 die zu betrachtende Termumformung — folgen
Regeln fiir die Multiplikation, die eingeschrankte Division und die Funk-
tionswertbildung, und schlieBlich enthilt ein analoger weiterer Eintrag
Regeln fiir die Aquivalenzumformung von Ungleichungen.
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3 Aquivalenz von Gleichungen vs. Aquivalenzumformung

Oldenburg weist in seiner Untersuchung darauf hin, dass man in der
didaktischen Literatur (und auch in Schulbiichern) unterschiedliche,
inkonsistente Auffassungen von ,,Aquivalenz* in Bezug auf Gleichungen
findet, und er stellt eingangs in diesem Kontext die nahe liegende Frage,
ob denn z. B. die Gleichungen z = 0 und y = 0 4quivalent seien. Dazu
bezieht er sich auf zwei von Arnold Kirsch 1997 aufgefiihrte Auffassun-
gen einer solchen Aquivalenz: nidmlich eine Losungsmengenaquivalenz
und eine variablenbezogene Losungsmengenaquivalenz.

Falls man nun unterstellen wiirde, dass in beiden Gleichungen jeweils
nur die Einsetzung 0 eine wahre Aussage liefert und diese also die Glei-
chungen ,,16st”, konnte man meinen, dass beide dieselbe Losungsmenge
haben und also in diesem Sinn &quivalent seien. Da andererseits aber bei-
de Gleichungen verschiedene Variablen enthalten, wiren sie im Sinne der
zweiten Auffassung nicht aquivalent, obwohl sie dieselbe Losungsmenge
zu haben scheinen. Beide Beispiele sind jedoch unvollstindig, weil die
Existenz einer Losungsmenge sich auf eine vorgegebene Grundmenge
bezieht, eine solche aber hier gar nicht genannt wurde. Das kdnnte man
zwar in beiden Fillen scheinbar retten, indem man eine Menge G mit
0 € G als Grundmenge voraussetzt, jedoch 16st das dieses Problem kei-
neswegs: Das alles ist subtil und wird noch genauer zu betrachten sein!

Oldenburg merkt ferner an, dass die ,,Aquivalenz von Gleichungen [...]
ein zentraler Begriff in der Mathematik der Sekundarstufe 1*“ sei und dass
Auffassungen im Sinne der Losungsmengendquivalenz in den Schul-
blichern dominieren wiirden, und er ergéinzt, dass eine kleine Umfrage
unter Kollegen ergeben habe, dass keine einheitlichen Auffassungen vor-
lagen, die ,,Losungsmengendquivalenz® jedoch dominieren wiirde.

Hier ist nun zu fragen, ob und warum im Mathematikunterricht die
., Aquivalenz von Gleichungen* (und von Ungleichungen) von Bedeutung
sein kann, wo es doch neben diesem interessanten, eher philosophischen
Aspekt vor allem darum geht, Gleichungen und Ungleichungen korrekt
zu l6sen, ferner zu erkennen und zu erlernen, mit welchen ,,Aquivalenz-
umformungen® dieses Ziel technisch erreicht werden kann, die Frage
nach der ,,Losbarkeit* je nach Gleichungstyp eingeschlossen.
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Das so angedeutete Problem der ,,Aquivalenz von Gleichungen‘ habe
ich Ulrich Felgner vorgelegt, der mir dazu wie folgt geantwortet hat
(wobei die letzten Teile von (1) und (4) und der zuletzt auftretende Satz
,,Hier sollte man ...“ in Abschnitt 5 vertiefend erlautert werden):

(1) Die Frage, wann zwei Gleichungen ,,dquivalent® sind (oder sein sollen), fallt

nach meinem Verstdndnis unter die allgemeinere Frage, wann zwei Formeln

(einer formalen Sprache £) im Sinne der Logik dquivalent sind:

Wenn A(z, y, ...) und B(u, v, ...) zwei £-Formeln sind und M eine Struktur

zu derselben Sprache £ ist, dann sind

A(z, y, ...) und B(u, v, ...) ,in M logisch aquivalent*,
wenn die Aussage (Vz)(Vy)(Vu) ... (A(z, vy, ...) & B(u, v,...) in M gilt.

Die Formeln A(z, ...) und B(u, ...) sind logisch &quivalent, wenn sie in allen

£-Strukturen dquivalent sind. Das heif3t beispielsweise, da3 die Gleichungen

2= 0und y = 0 nicht logisch dquivalent sind, denn wenn in einer Struktur

M die Variable z mit 0 belegt wird, mufl y nicht auch mit 0 belegt werden.

(2) Man wird daher von Aquivalenz zweier Gleichungen (mit freien Variablen)
nur dann sprechen, wenn sie genau dieselben freien Variablen haben.

(3) Nattirlich besagen r = O und y = 0 irgendwie dasselbe, aber dabei erlaubt
man, die Funktion, die die Variablen mit Elementen der Struktur M belegt, zu
verdndern.

Also: ,,dasselbe zu besagen ist nicht logische Aquivalenz. Streng genommen
besagt x = 0 gar nichts, denn x = 0 besagt erst dann etwas, wenn man eine
Belegung der Variablen x mit einem Element einer Struktur angibt.

(4) Gleichungen konnen in verschiedenen £-Strukturen (oder Rechenbereichen)
unterschiedliche Losungsmengen (d. h. Belegungen, die die Gleichungen wahr
machen) haben. Es ist daher nicht ausreichend, zwei Gleichungen dquivalent zu
nennen, wenn sie dieselben Losungsmengen haben (wo? in welchem Rechen-
bereich?). Der Aquivalenzbegriff kann so nur relativ zu einer zugrunde gelegten
Struktur eingefiihrt werden.

Ich wiirde den Begriff der Aquivalenz von Gleichungen nicht in die Schulmathe-
matik einfiihren, denn sie bringt keine Erhellung und ist, wenn man ihn genau
definiert, viel zu kompliziert und langweilt die Schiiler und Schiilerinnen nur.
Worauf es ankommt, sind die Umformungen von Gleichungen, wobei aber Gleich-
heit erhalten bleiben soll. Dazu hatte schon ALCHWOARISMI die Regeln, die die
Addition betreffen: ,,al-djabr* (einrenken), ,,al-mukabala“ (ausgleichen), und die
beiden analogen Regeln, die Multiplikation betreffend: ,,al-ikmal“ und ,,al-radd*
angegeben. Hier sollte man aber nicht den viel zu allgemeinen, theoretischen
Aquivalenzbegriff einfiihren.
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4 Vorlaufige Bilanz

Oldenburg hat auf eine mathematisch und logisch nicht haltbare termino-
logische Inkonsistenz in Schulbiichern aufmerksam gemacht, die wohl
auch im Unterricht ihren Niederschlag gefunden hat und findet.

Vorstehende Betrachtungen und die Kommentierung von Felgner sol-
len in den Blick riicken, dass eine ,,Aquivalenz“ von Gleichungen bzw.
von Ungleichungen im Mathematikunterricht kaum im Mittelpunkt des
Interesses stehen kann. Vielmehr wird es dort vorrangig darum gehen, bei
vorliegenden Gleichungen bzw. Ungleichungen nach allen Losungen zu
suchen, also deren LOsungsmenge zu ermitteln, und das in Bezug auf eine
(zunichst) gegebene bzw. gewihlte Grundmenge. Das leisten bekanntlich
genau solche Umformungen, bei denen sich die Losungsmenge jeweils
nicht dndert. Das ideale Ziel ist dabei die unmittelbare Ablesbarkeit der
Losungsmenge (was jedoch nicht immer moglich ist).

Eine solche oft ,,Aquivalenzumformung® genannte Umformung einer
gegebenen Gleichung oder Ungleichung ist somit durch die Invarianz der
Losungsmenge bei dieser Umformung in Bezug auf eine vorliegende
Grundmenge gekennzeichnet. So gilt es, zu erarbeiten und zu erkennen,
welche Umformungen beziiglich des Erhalts der Losungsmenge zulédssig
sind, wobei diese Umformungen auf der zugrunde liegenden algebraischen
Struktur basieren: Im Mathematikunterricht wird das meist eine der nume-
rischen Strukturen (N, +, — <), (Z, +, — <), (Q, +, — <), (R, +, — ,<) sein.

In diesem Sinn pflegt man dann (!) im Unterricht zu sagen, dass zwei
durch eine Aquivalenz-Umformung in Beziehung stehende Gleichungen
bzw. Ungleichungen beztglich einer gegebenen Grundmenge aquivalent
seien. Verallgemeinert gelten solche Betrachtungen sinngemiaf3 auch fiir
Systeme aus Gleichungen oder aus Ungleichungen oder aus beiden.

Wir sind also mit dem Fakt konfrontiert, dass der Terminus ,,Aquiva-
lenz* im Kontext der Betrachtung numerischer Aussageformen — speziell
also bei Gleichungen und Ungleichungen — in zwei grundlegend ver-
schiedenen Bedeutungen auftritt: einerseits in dem Betrachten threr mog-
licher ,,Aquivalenz* (s. 0.), andererseits in einer so genannten ,,Aquiva-
lenzumformung®. Die bisherige Analyse ldsst nun bereits erkennen, dass
diese beiden ,,Aquivalenzen® jedoch nicht dasselbe bedeuten!



8 4 Vorldufige Bilanz

Eine solche Situation ist zwar auf einer hoheren Warte der Wissen-
schaft normal und auch nicht zwingend zu vermeiden, wenn sie jeweils
priazise benannt wird — fiir den Mathematikunterricht ist sie jedoch nicht
zumutbar und damit untragbar. ,,Aquivalenz* sollte und darf hier nicht
missverstdndlich und nicht doppeldeutig verwendet werden.

Wie kann eine mogliche Losung aus diesem Dilemma aussehen?

Im Prinzip geht es darum, neben den in Abschnitt 2 angedeuteten
»~Aquivalenzumformungen® (von Gleichungen bzw. Ungleichungen bzw.
Systemen aus diesen) auch zu erfassen, wie man z. B. mit nebeneinander
auftretenden Gleichungen wie z°+ax+b=0und y°+cy+d=0 umgeht.

Hier ist man moglicherweise geneigt, beide Gleichungen als ,,gleich-
wertig® oder ,,Aquivalent* anzusehen (was man wohl auch im Unterricht
so macht), jedoch kann man sie nicht mittels der erwihnten ,,Aquivalenz-
umformungen® ineinander lberfiihren! Ein hierfiir erforderlicher syste-
matischer Variablenaustausch — quasi als Aquivalenzumformung anderer
Art — ist diffizil zu handhaben und durchaus fehleranfillig.

Eine profunde Betrachtung dieser Situation erfordert schul-inaddquate
Mittel der Mathematischen Logik, wie es Felgner in seinen in Abschnitt 3
zitierten Anmerkungen andeutet, und das fiihrte bereits zu der o. a. Ein-
schitzung, im Unterricht nur dann von der Aquivalenz zweier Aussage-
formen zu sprechen, wenn sie (ohne Variablenaustausch!) durch ,,zuge-
lassene Aquivalenzumformungen® (nimlich bei Erhalt der Losungsmen-
ge beziiglich einer gegebenen Grundmenge) ineinander {iberfiihrbar sind.

Gleichwohl sind aber solche, auf systematischem Variablenaustausch
basierenden, bereits angedeuteten Aquivalenzumformungen anderer Art
auch im elementaren Rahmen des Mathematikunterrichts (zumindest ge-
legentlich) angebracht. In welchem Sinne sind aber nun z. B. die beiden
oben aufgefiihrten quadratischen Gleichungen als ,,gleichwertig* oder gar
als ,,gleich* anzusehen, etwa im Sinne von ,,austauschbar“? So konnten
beide ein bestimmtes Problem mittels einer aus Variablen, Konstanten
(bzw. Parametern) bestehenden Gleichung gleichermallen oder gleich-
berechtigt beschreiben! Und eine solche Offenheit gegeniiber der konkre-
ten Verwendung von Variablen und Parametern beim Modellieren von
Sachverhalten wird im Mathematikunterricht gewiss zu vermitteln sein!



5 Zum Begriff der ,,Losungsmenge* 9

5 Zum Begriff der ,,LLosungsmenge*

Die im dritten Abschnitt eingangs genannten Beispiele z = 0 und y = 0
(ebenso die Beispiele 2>+ az+b = 0 und y*+cy+ d = 0 aus dem letz-
ten Abschnitt) sind im Kontext der Aquivalenz von Gleichungen weniger
trivial, als moglicherweise zunichst zu vermuten ist, auch wenn man etwa
Z, als mogliche Grundmenge voraussetzt. Das bedarf einer Erldauterung,
beginnend mit einer vielleicht iberraschenden Feststellung:

Die Gleichungen x = 0 und y = 0 konnten in der erweiterten Gestalt
2+ 0y=0 und 0-z+ y =0 ad hoc als gleichbedeutend angesehen
werden. Wir wéhlen nun konkrete Einsetzungen fiir z und y, unterschei-
den dann folgende Félle und notieren die Einsetzungsergebnisse daneben:

(1) O firz, O fiir y: 0=0, 0=0.

(2) O firaz 1 fur v 0=0, 1=0.

3) 1 firaz O fur y: 1=0, 0=0.

Bereits damit ist erkennbar, dass diese beiden Gleichungen nicht dieselbe
Lésungsmenge haben und somit nicht als dquivalent im beschriebenen
Sinn aufgefasst werden konnen. Dabei haben wir uns jedoch zunéchst
noch um die Festlegung einer Grundmenge herumgedriickt, was fatal ist.

So ist zu beachten, dass hier zwei Variablen vorliegen, x und y. Wir
benodtigen also als Grundmenge keine Zahlenmenge, sondern eine Paar-
menge MXxN, z. B. MXN < ZxZ. Sobald nur eine dieser beiden Mengen
M oder N, die jene Paarmenge als Grundmenge konstituieren, auer O
noch eine andere Zahl enthilt, konnen die beiden gegebenen Gleichun-
gen x = Ound y = 0 also nicht als dquivalent angesehen werden (s. 0.)!
Entsprechend sind damit auch z°+ az+ b = Ound y*+ cy+d = 0 als
nicht &quivalent anzusehen, was genauer zu untersuchen ist.

Dazu dienen weitere detaillierende Aspekte aus Sicht der Mathemati-
schen Logik, die das Zitat von Felgner aus Abschnitt 3 vertiefen und er-
ginzen: In £ als einer formalen Sprache 1. Stufe (man betrachtet dann
Quantifizierungen nur Uber Elemente des Objektbereichs M) bezeichne
I eine Struktur (M, ...), also 9t = (M, ...) . (Entsprechend wird die
mit den reellen Zahlen gebildete Struktur mit (R, +, - ,<) bezeichnet.)
Bezeichnet man mit Var die Menge aller in £ vorkommenden bzw. benutz-
ten Variablen, so ist M die Menge aller Abbildungen von Var in M.
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Wenn nun ¢eM"™ beliebig gewihlt wird, dann wird jedem z mit
x € Var (also jeder in £ vorkommenden Variablen) eindeutig ein Funk-
tionswert @(x) aus M zugeordnet (also z. B. eine Zahl, falls M dann als
ein so genannter ,,Rechenbereich® eine Menge von Zahlen ist), und das
gilt also fiir jede Abbildung ¢ aus M"". Was bedeutet das?

Hier wird jede in der Sprache £ aktuell betrachtete o. g. Variable in
Abhingigkeit von einer gewihlten oder gegebenen Abbildung ¢ aus M"™
durch ein Element aus M (ggf. eine Zahl, s. o0.) ersetzt, also das, was man
cine Belegung nennt. (Diese ist jedoch nicht notwendig injektiv, d. h.,
verschiedenen Variablen aus Var kann via @ durchaus dasselbe Element
aus M zugeordnet werden.).

Dass jede solche Abbildung ¢ nun eine Belegung ist, bedeutet speziell
bei endlich vielen verwendeten Variablen x,, x, ..., 1,, dass jedem geord-
neten n-Tupel (z,, x, ..., 2,) aus Var" genau ein geordnetes n-Tupel
(o(2), O(z), ..., ©(x)) aus M" zugeordnet wird, ndmlich die erwihnte
Belegung der Variablen, was man auch so zu beschreiben pflegt, dass bei
jeder Variablen jeweils genau ein bestimmtes Element aus M eingesetzt
wird. Das fiihrt zur sog. Erflllungsmenge einer in der Mathematischen
Logik betrachteten Formel ®(z, v, ...), wobei wir hier speziell nur Glei-
chungen oder Ungleichungen oder ein System aus beiden betrachten, das
mit S(z, v, ...) abgekiirzt sei. Die so erklarte Erflillungsmenge des Systems
in der Struktur 91 sei dann mit Eg,(S(x, v, ...)) bezeichnet: Sie besteht
aus allen Belegungen ¢ aus R"", deren Funktionswerte ¢(x), ®(¥), ... aus
R bei Einsetzungen in S(x, y, ...) eine wahre Aussage liefern. Bei den
hier betrachteten Systemen wie z. B. liber der Struktur (R, +, — ,<) (bzw.
tiber Unterstrukturen) nennt man sie dann Losungsmenge des Systems.

Das Wort ,,Losung® basiert auf ,losen* fiir ,,los lassen, und es tritt
beim Problemldsen auf. Damit ist eine ,,Losung“ all das, von dem man
meint, ein Problem zu 16sen: So sind z. B. sowohl die Entknotung des
Gordischen Knotens als auch dessen Trennung mit dem Schwert durch
Alexander (verschiedene) LoOsungen des zuvor gestellten ,,Problems.
Eine Grundmenge kann sich also durch das Lésen nachtraglich andern!

Hierin zeigt sich eine recht allgemeine Deutung von ,,.Losung®. Man
beachte dariiber hinaus, dass ,,Losung® linguistisch sowohl einen Prozess
als auch das Ergebnis eines solchen meint — ebenso wie bei ,,Gleichung®.
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Die erwihnten Aquivalenzumformungen anderer Art kénnte man nun
gemdll einem wihrend der Entstehung dieses Essays gemachten Vor-
schlag von Reinhard Oldenburg treffend durch eine ,,Strukturdquivalenz*
genannte Eigenschaft von Aussageformen kennzeichnen, die eine Aqui-
valenz der Struktur der Terme (bzw. deren Gleichwertigkeit) meint, aus
denen eine Gleichung bzw. Ungleichung besteht, also kurz: deren Term-
struktur. Das wire einer Umformungsaquivalenz gegeniiberzustellen,
also einer durch Aquivalenzumformung gekennzeichneten Handlung.

Im wissenschaftlichen Umfeld wire das eine sinnvolle und treffende
Kennzeichnung, sie birgt aber fiir den Mathematikunterricht die Gefahr
einer vermeidbaren recht fehlertrichtigen Uberforderung der Schiilerin-
nen und Schiiler, weil der Terminus ,,Aquivalenz dann in zwei grund-
verschiedenen Kontexten auftritt: einerseits in ,,Aquivalenzumformung*
als einer Umformungstechnik, andererseits in ,,Termstruktur® als einer
Eigenschaft, die per se nichts mit einer Umformung zu tun hat. Deshalb
spricht aus didaktischer Perspektive viel dafiir, den Terminus ,,Aquivalenz*
in nur einem Kontext zu verwenden, vorzugsweise fiir ,,Aquivalenzum-
formung® (wozu man auch ,,gleichwertige Umformung* sagen konnte).

Nun ist noch eine sinnvolle alternative Benennung der oben angespro-
chenen ,,Strukturdquivalenz* zu finden. Dazu betrachten wir wieder
exemplarisch die Gleichungen z°+ az+b =0 und y*+ cy+d = 0,
die in einer konkreten Situation jeweils dasselbe Problem oder Phéno-
men gleichbedeutend modellieren kdnnen. Und genau das bietet sich im
didaktischen Kontext als sinnfillige Bezeichnungsalternative anstelle von
,.Strukturdquivalenz‘ an: es liegen gleichbedeutende Aussageformen vor.
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